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OZET

PARAMETRE BELIRSIZLiGi ALTINDA COKLU

ALGILAYICILARA AiT BAGIMLI OLCUMLERLE HIPOTEZ
SINAMASI

SELIN ISIK
Yiiksek Lisans, Elektrik ve Elektronik Miihendisligi Bélimii
Tez Danismani: Doc. Dr. Berkan Dulek

Haziran 2019, 91 sayfa

Goklu algilayici aglarinda sinyal isleme, askeri ve sivil olmak tzere bir ¢ok uy-
gulama alaninda siklikla kullaniimaktadir. Algilayici aglarinin, kablosuz ileti-
sim ve elektronik alanlarindaki gelismeler ile birlikte maliyetlerinin digmesi ve
uzaktan gergcek zamanl veri izleme ve sinyal igsleme sireglerini kolaylastirma-
lari nedeniyle her gegen gun kullanimlari artmaktadir. Bu nedenle, ¢oklu tirdes
olmayan algilayicilardan olusan aglarda, temel gérevi bir olayi algilamak olan
algilayicilardan alinan verileri birlegtirerek, bir durum ile ilgili global tahmin yap-
mak 6nemli bir konu haline gelmistir.

Algilayicilarin topladigi verilerin global bir karar vermek igin birlestiriimesi, ¢ok
modlu bir modelleme ve sinyal igsleme yaklagimi gerektirmektedir. Bu tez ¢alis-
masinda, ¢oklu algilayici bulunan aglarda, farkh algilayicilardan alinan élgim-
lerin ve her bir sensérden ardisik zamanlarda alinan élgtiimlerin bagimli olmasi
durumunda parametre belirsizligi altinda bilesik hipotez sinamasi problemi ele
alinmistir.

Farkli algilayicilardan ayni anda alinan élgimler arasi bagimlilik, bagimli ras-
gele degiskenleri modellemek ici yaygin olarak kullanilan kopula kurami kulla-
nilarak modellenmigtir. Kopula teorisi kullanilarak algilayici élgtimlerinin bilesik

dagihmlar parametrik olarak ifade edilmigtir. Bagimli verilerin bilesik dagilimla-



rini modellemek icin kopula kuraminin kullaniimasinin pek ¢ok avantaji vardir.
En énemlilerinden biri, marjinal dagilimlarin etkisini ve veri icindeki bagimlilik
yapisini birbirinden ayirmasidir. Ayrica kopula fonksiyonlari ile kapali bir forma
sahip olmayan bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu (PDF) modelleri de temsil
edilebilmektedir. Bu tez ¢calismasinda, bagimhlik modellemede Gauss ve Stu-
dent’'in t kopula fonksiyonlari ele alinmigtir. Ardigik zamanda alinan 6lgtimler
arasindaki bagimlilik ise, Markov zincirleri kullanilarak modellenmistir.

Sensor dlgimlerinin marjinal dagilimlarinin ve kopula fonksiyonlarinin bilin-
meyen, deterministik parametreleri oldugu varsayilmigtir. Sensérlerden alinan
6lciimlerin marjinal PDF’lerin parametrik olarak bilindigi ancak bilesik olasilik
yogunluk fonksiyonunun bilinmedigi varsayilmistir. Algilayicilardan elde edilen
6lgimler ile, misterek sezim ve kestirim yéntemi kullanilarak, kopula fonksi-
yonunun ve marjinal dagilimlarin bilinmeyen parametreleri kestirilip, parametre
belirsizligi altinda dizi kestirimi yapilmigtir. Sonlu durum Markov sirecten olu-
san gbézlemlerle durum dizilimi tahmin etmek icin en iyi 6zyinelemeli ¢6zim
olan klasik Viterbi algoritmasi, parametre belirsizligi olmasi nedeniyle dogru-
dan kullanilamamaktadir. Sag kalana dayali igsleme (PSP) algoritmasi kulla-
nilarak, bilinmeyen parametrelerin kestirimi de Viterbi algoritmasinin igine g6-
mulmastar. Boylece, durum dizilimi ve bilinmeyen parametreler icin es zamanli
kestirim yapilmistir.

Bu tez calismasinda ele alinan problemi ¢cézmek icin, literatiirde "Beklenti En-
blylitme (EM)" algoritmasina dayali bir yéntem geligtirilmigtir. Coklu algilayi-
cilardan alinan bagimh gézlemlerle, parametre belirsizligi altinda olasi durum
dizilimini bulmaya yénelik EM algoritmasina dayal literattrdeki mevcut bu ¢6-
zlme gore, ayni basarim kriteri igin, islem karmasikligi bakimindan iyilestirme
saglanmistir. Ayni zamanda literatlrdeki bu yéntem tim &lgimleri alip, daha
sonra gevrimdisi olarak tahmin yapmaktadir. Bu tez galismasinda, her bir anda
cevrimici olarak durum tahmini yapilmaktadir. Literattirde sunulan diger ¢c6zim-
lerde, bazen modellerde yer verilmeyerek bazen de modellerde yer verilmesine

ragmen yiksek islem karmasikligi gerektirmesi nedeniyle ¢ézimlerde timdayle



kullanilmayarak, algilayici élgimleri arasindaki zamansal korelasyon g6zardi
edilmistir ve algilayicilar arasi bagimlilikla beraber zamansal bagimhhgin da
ele alindigi etkin bir ¢6zim ydntemi sunulmamistir. Bu tez ¢alismasinda, al-
gilayicilar arasi bagimhligin ve zamanda bagimhhgin beraber hesaba katildigi
durum igin, dusdk islem karmasikligina sahip ve asimptotik olarak en iyi mus-

terek sezim ve kestirim ydntemi gelistirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kopula kurami, Sag kalana dayali isleme (PSP), Beklenti
Enbiyiitme, Viterbi, Bilesik hipotez testi, Korelasyon, Markov zinciri, islem kar-

masikhgi.
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In sensor networks, signal processing are being used prevalently in military
and civil applications. Usage of sensor networks has been on the rise each
passing day due to reduction of costs with advances in wireless communica-
tion and electronic fields and ease in survey of remote real time data tracking
and signal analysis processes. Thus, in networks formed up of multiple hetero-
genous sensors, of which main task is detection of an event, making of global
decisions by fusing collected data has been an important matter.

It requires multi-modal signal processing approach in collection of data from
sensors in order to make a global decision. In this thesis work, in networks
with multiple sensors, when measurements obtained simultaneously from dif-
ferent sensors and measurements obtained consecutively from each sensor
are depended to each other, composite hypothesis test problem under para-
meter uncertainty has been taken into account.

The dependence between different measurements obtained simultaneously

from different sensors has been modelled using copula theorem which is used

iv



extensively in modelling of dependent random variables. Joint probability dist-
ribution of data using copula theorem has been defined parametrically. There
are numerous advantages of copula function usage in modelling of joint pro-
bability distribution of dependent data. Major one is the separation of marginal
distribution and dependence structure in data from each other. Joint probabi-
lity distribution functions (PDF) that is not in closed form, could also be repre-
sented using copula functions. In this thesis, Gaussian and Student’s t copula
functions has been taken into account.

The dependence between consecutive measurements are modelled in Marko-
vian chains.

It has been assumed that, marginal distributions of sensor measurements and
copula functions have unknown deterministic parameters. It has been assumed
that in data obtained from sensor measurements, marginal probability density
functions (PDF) is known parametrically but joint probability distribution func-
tion is not known. The unknown parameters of copula functions and marginal
distributions have been estimated and state sequence have been detected un-
der parameter uncertainty using the joint detection and estimation method.
The classical Viterbi algorithm, the optimal recursive solution in estimation of
state sequence which is formed up of finite state Markovian processes, cannot
be used directly due to unknown parameters. The estimation of unknown pa-
rameters using Per-Survivor Processing algorithm, is also embedded into the
structure of the the Viterbi algorithm. Therefore, state sequence and unknown
parameters have been estimated simultaneously.

To solve the problem taken into account in this thesis, it has been observed
that a method based on "Expectation Maximization (EM)" has been developed
in literature [1]. According to present EM algorithm solution [1] in literature,
based on detecting probable state sequence with unknown parameters with
dependent observations measured of multiple sensors, improvements in com-
putational complexity have been accomplished. At the same time, this method

makes detections offline, using all measurements during observation interval.



In this thesis, state of nature detection are made online manner each insant
of time. In other solutions, presented in literature, although sometimes not ta-
ken into account in models and sometimes taken into account in models, not
being used extensively in solutions due to high computational complexity re-
quirement, the dependence in time between sensor measurements has been
ignored and an effective solution that takes into account the time dependence
together with spatial dependence between sensors has not been presented. In
this thesis, for the case where dependence between sensors and dependence
in time are teken into account together, a joint detection and estimation met-
hod that has minimum computational complexity and asymptotically optimal

solution has been developed.

Keywords: Copula theory, Per-Survivor Processing, Expectation Maximiza-
tion, Viterbi, Composite Hypothesis Testing, Dependence, Markov chain, Com-

putational complexity.
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1. GIRIS

Algilayici aglarinin bazi uygulama alanlarinda, dagitik yerlestirilmis algilayici-
lardan alinan olgimlerle global bir gikarim yapilmasi gerekmektedir. Tibbi go-
rintlleme [4], konusmaci varligini algilamak ve takip etmek igin sesli ve gérsel
ipuclarini birlestirme [5,6], radar ve sonar gibi sistemlerde askeri gézetleme [7],
EMG ve fMRI (Fonksiyonel manyetik rezonans gérintileme teknigi) datalarini
birlegtirerek beyindeki farkl bélgelerdeki sinirsel aktiviteyi sezme, kimlik tespiti,
ylz, iris ve parmak izi gibi farkli insan imzalarini birlestirme, akilli evler, trafik
gbzetleme gibi kablosuz iletisim [8—12] aglari bu alanlara érnektir [13—17]. Bu
uygulama alanlarinda, algilayicilarin her biri élgcimlerini islenmis ya da iglen-
memis olarak flizyon merkezine génderir ve flizyon merkezinde alinan élgim-
ler birlestirilerek global bir ¢ikarim yapilir. Coklu algilayicilardan olugan bu tar
aglarin bulundugu bircok uygulamada, fiizyon merkezinde global ¢ikarim yapi-
lirken, farkh algilayicilardan alinan élgiimlerin ya da bir algilayicinin zamanda
aldigi 6lgtimlerin bagimsiz oldugu varsayilmaktadir. Ancak pratikte algilayicilar
arasinda, gerek algilayicilarin gurUltileri arasi zamansal bagimhlik, gerekse
yakin mesafedeki aligilayicilarin ortak kapsama alanlarina sahip olmalari ne-
deniyle uzamsal bagimlilik bulunabilmektedir. Gergek yasam verilerindeki ba-
gimhhk icin, EEG ve fMRI verilerinin bir araya getiriimesi durumu géz énliinde
bulundurulabilir. MR cihazinda 6zel bir gekim yéntemi uygulanarak beyinin 3
boyutlu aktif bélgelerinin tespiti igin kullanilan fMRI yénteminde aktif beyin bdl-
gelerini tespit ederken elektriksek sinyaller yerine kan akiginin hizi ve kandaki
oksijen yogunlugu bilgileri kullaniimaktadir. EEG, beyindeki sinir hlcreleri ta-
rafindan hem uyaniklik, hem de uyku halindeyken Uretilen elekiriksel faaliyetin
beyin dalgalari halinde gésterilmesidir. EEG’yi olusturan beyin dalgalarinin de-
gerlendiriimesi ile bozuklugun yeri ve sekli hakkinda bilgi edinilebilmektedir.
Beynin calisan bdlgelerinin ayrintili gérintilenmesi amaciyla, EEG ve fMRI
birlikte kullanildiginda, her iki ¢ekim ydnteminin verdigi bilgiler birlestirilerek
beynin ¢alismasi hakkinda daha ayrintili bilgiye sahip olunabilmektedir. Her iki

sinyal i¢in de, ayni anda toplanan veriler zamanda bagimhdir. Ayni zamanda



EEG ve fMRI sinyalleri ortak kapsama alanlarina sahip olduklari igin uzamsal
bagimlihga da sahiptirler [18]. Benzer sekilde, ortam sicaklik dlgtimu, su kirliligi
gibi ayni fiziksel olayi g6zlemleyen algilayicilar arasinda da hem uzamsal hem
de zamansal bagimlilk bulunabilmektedir [19]. Bagimlihk bulunan bu tir ag-
larda, herhangi bir anda farkli algilayicilarin gézlemlerini birlegtirirken (fiizyon)
uzamsal bagimliligin, zamanda alinan birden ¢ok 6lgiime gére karar verilirken
de zamansal bagimliligin modele dahil edilmemesi halinde performans kaybi
yasanabilmektedir.

Son zamanlarda, bagimli degiskenleri modellemek igin kopula teorisi kullanimi
poptler olmustur [1,20-25]. Sakli Markov zincir modelleri kullanilan model-
lerde ¢ok bilegenliimge bélutleme [26], akustik ve sismik dlgtimleri birlegtirerek
ayak sesi algilama [27] gibi konularda ¢ok degiskenli dagilimlar kopula fonksi-
yonlari ile ifade edilmistir. Cok degiskenli dagilimlarin istatiksel modellenme-
sinde kopula fonksiyonlarinin kullanimi avantaj saglamaktadir. Kopula fonksi-
yonlari dogrusal olmayan bagimliliklari modellerken kapali formda ¢6zumu ol-
mayan ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarinin (PDF) analitik ifade edilmesinde
de kolaylik saglamaktadir. Algilayici aglarindaki her bir lokal algilayici hetero-
jen yapida (6zdes olmayan marjinal dagilimlar) olabilmektedirler. Bu tir algila-
yici aglarinda ortak PDF’lerin analitik ifadeleri zorlu bir problem olabilmektedir.
Bu nedenle literatlrde bu tir aglarda bilegik PDF, alinan élgimler bagimsiz
varsayilarak marjinaller carpimi olarak ya da kovaryansi ¥ olan gok degiskenli
Gauss dagilim olarak ifade edilmektedir. Bilegik PDF igin gok degiskenli Gauss
varsayimi ile marjinal dagihmlarin Gauss olma zorunlulugu ortaya gikmakta-
dir. Ayrica ¥ ile degiskenler arasindaki yalnizca dogrusal bagimlilik karakte-
rize edilmektedir. Bu nedenle Gauss dagilima sahip olmayan degigkenler igin
islem yaparken Gauss varsayimi ile bagimlilik élgimui zayif kalmaktadir [22].
Literatlrdeki cogu calisma ¢ok degiskenli dagimlara ait marjinal dagilimlarin
ayni aileye ait olmasini gerektirmetedir. Pratikte ise her bir rasgele degigke-
nin marjinal dagilimlan farkli olabilmektedir. Bu durumda kopula fonksiyonun

kullanilmasi, marjinal dagilimlari ve bagimhlik yapisini ayirdigindan esneklik



saglamaktadir.

Istatiksel olarak bagimli verilerin birlestiriimesi konusunda literatiirde birgok ca-
lisma mevcuttur [20-25, 28—-30]. Bu calismalardan [20—-25, 28, 29]'de uzamsal
bagimlilik modele dahil edilirken, algilayici gdzlemlerinin zamanda bagimsiz
6zdesce dagiimis (iid) rasgele degiskenler oldugu varsayilmistir. [20,21]'de bi-
linmeyen uzamsal bagimhlik modele dahil edilerek bilinmeyen parametreler al-
tinda lokal algilayici kararlari birlestirilerek global ¢ikarim yapmak icin kopula
teroisine dayali genellestiriimis olabilirlik testine (GLRT) dayali fizyon algo-
ritmasi gelistiriimistir. GLRT, iki adimdan olusan bir algoritmadir. ik adimda
bilinmeyen parametrelerin en blyUk olabilirlik (ML) kestirimleri elde edilmekte-
dir. ikinci asamasinda ise olabilirlik oran testi (LRT) yapilmaktadir. [30]'da ise
GLRT’ye dayali fizyon algoritmasina gére islem karmasikligi agisindan avan-

taj saglamak amaciyla Rao testi kullanilarak veriler birlegtirilmistir.

Bu tez calismasinda coklu algilayicilardan olusan aglarda, ikili Markov sirec-
ten Uretildigi varsayilan rasgele hipotez dizilimi tahmini problemi ele alinmak-
tadir. Bu problemde, algilayici élgtimlerindeki guraltiler bagimli ve kestirilmek
istenen sinyal ise deterministiktir. Hem farkl algilayicilardan ayni anda alinan
6lgiimlerin (uzamsal), hem de bir algilayicinin ardisik élgimlerin (zamansal)
bagimli oldugu genel bir yaklagim kullaniimigtir. Sensér élgimlerini birlestire-
rek durum ile ilgili tahmin yaparken, verileri en iyi sekilde birlestirmek i¢in her
bir hipotez altindaki dagilimlarin bilinmesi gerekmektedir. Algilayicilarin marji-
nal dagilimlarinin parametrik olarak bilindigi ancak ortalama degerlerinin bilin-
medigi varsayilmigtir. Farkh algilayicilarin ortak PDF’leri ise kopula fonksiyon-
lari kullanilarak parametrik olarak ifade edilmigtir. Kopula fonksiyonlarinin pa-
rametresi olan korelasyon matrisleri de bilinmiyor varsayilmistir. Durum dizilimi
ile ilgili tahmin yaparken tim bu bilinmeyen parametrelerin kestirimine ihtiyag
vardir. Bu tez galigmasinda, bilinmeyen parametrelerin kestirimi ve durumun
es zamanl sezimi i¢in PSP algoritmasi kullaniimistir. PSP algoritmasi, para-
metre belirsizligi altinda calistirilan Viterbi algoritmasidir. Viterbi algoritmasi da

sonlu durumu Markov streglerinden gézlemlenen 6lgiimlerle durum diziliminin



dzyinelemeli kestirimi icin en uygun ¢ézimdir [31]. Onerilen bu algoritmada
cevrimici olarak, her bir yinelemede parametre kestirimi yapilip, durum tahmini
yapilmaktadir. Literattir arastirmasi yapildiginda, bu problemi ¢evrimici olarak
¢Ozen baska yontem bulunmadigi gérilmustar. [1]de énerilen EM algoritma-
sina dayali ¢6zimde, gézlem strecinin bitmesi beklenerek, bu strecte alinan
tim élcimlerin tGzerinden belirlenen basarim kriteri saglanincaya kadar gece-
rek (toplu (batch) model) parametre kestirimleri yapilip her bir andaki durum ile
ilgili tahmin yapiimigtir.

Tezin ilerleyen bolumlerindeki akis su sekildedir: BOIum 2'de algilayicilar arasi
uzamsal bagimlilik modellemede kullanilan kopula kurami ve zamansal ba-
gimhihk modellemede kullanilan 6zbaglanimli (AR) sireglerin teorisine yer ve-
rilmigtir. B6lim 3'de, bilinmeyen parametre belirsizligi altinda dizi kestirimi igin
dnerilen en buyutk olabilirlik yéntemine dayali PSP algoritmasi anlatiimistir.
Problemin formullestiriimesi ve Gauss ve t kopula fonksiyonlari icin ¢ézim
B&lim 4’de verilmigtir. Sirasiyla Bélim 5 ve BélUm 6°da ise farkh durumlar igin
yaplilan benzetimler ve bu benzetimler igin algoritmanin performans degerlen-

dirilmesine yer verilmigtir.



2. BAGIMLILIK MODELLEME

Bu bdlimde, bu tez ¢alismasinda algilayicilar arasi uzamsal bagimliligi mo-
dellemekte kullanilan kopula teorisi ve algilayicilarin zamansal bagimhhgini

modellemekte kullanilan AR slrecler anlatiimaktadir.
2.1 Kopula Kurami

Abe Sklar, 1973 yilinda yayinladigi makalesinde kopulalar ve rasgele degis-
kenler arasinda bir iligki oldugunu géstermistir. Kopulalarin rasgele degisken-
lerle olan iligkisine ise ilk kez 1981’de Schweizer ve doktora 6grencisi Wolf’un
"Rasgele degiskenler icin parametrik olmayan bagimlilik élgttleri" isimli maka-
lesinde yer verilmigtir [32].

Kopulalar, tek degigkenli marjinal dagilimlari, karsilik gelen ¢ok degiskenli da-
gihmlarla iligkilendiren parametrik fonksiyonlardir. Kopula fonksiyonlari, mariji-
nal dagihmlarin ne oldugundan bagimsiz yalnizca degiskenler arasi bagimlilig
modellemektedir. Hem parametrik hem de parametrik olmayan durumlarda ba-
gimhihgin élctimesi ve parametrelerin tahmin edilebilmesi i¢in kullanilabilmek-
tedir. Degiskenler arasindaki iligkinin anlasiimasi ve analiz edilmesi konula-
rinda sagladiklari kolaylik nedeniyle ¢ok degiskenli olasilik modellemelerinde,
basta finansal verilerin modellenmesi olmak Uzere birgok alanda yaygin olarak

kullaniimaya baslanmigtir.

Cok boyutlu olaylar ile ilgili problem ¢ézimlerinde, birden fazla rasgele degis-
kenin ortak modellenmesinde genelde ya normal, log-normal, gamma gibi kla-
sik siniflar kullaniimakta ya da degiskenler bagimsiz varsayilip, bilesik CDF’ler
marjinal CDF’lerin ¢carpimi olarak ifade edilmektedir. Bilesik dagilimlarn Ga-
uss gibi klasik fonksiyonlardan birini kullanilarak modellemek, degiskenlerin
marjinal dagilimlarinin da ayni sinifta olmasini gerektirdiginden, kisitlayici bir
durumdur. Ayrica, bilesik dagilimlari Gauss olan rasgele degiskenlerin bile-
sik CDF’leri, yalnizca, dogrusal ilintili degiskenler arasi korelasyonun yénin(

(pozitif ya da negatif) ve derecesini 6lcmekte kullanilan Pearson korelasyon



katsayisi

cov(z, y)

plr,y) = (2.1)

Oy Oy

ile ifade edilen kovaryans matrisi cov(z, y) ve marjinal dagilimlar ile ifade edile-
bilmektedir. Dogrusal olmayan bagimliliga sahip degiskenlerin bilesik CDF’inin
analitik ifade edilmesi zor oldugundan ¢ogu uygulamada ifadesindeki kolaylik
nedeniyle bagimhlikla ilgili dogrusal varsayimi yapilmaktadir. Kopula fonksi-
yonlari ile, simetrik olmayan ya da dogrusal olmayan bagimliliklar da birérnek
marjinal dagilim dénisimu ile modellenebildiginden, degiskenler ile ilgili dog-
rusal ilintili ya da ¢ok degiskenli Gauss varsayimi yapma kisiti ortadan kaldiril-

maktadir.

Marjinal dagilimlar bilinen rasgele degigkenler igin, bilesik CDF’in marjinaller
cinsinden ifadesi her zaman kolay olmayabilmektedir. Degiskenlerin marjinal
dagihmlarin bilinmesi halinde, bilinen marjinal dagilimlar ile birlikte, rasgele
degigkenler arasi bagimlihgi modelleyen bir kopula fonksiyonu kullanilarak bi-
lesik PDF elde edilebilmektedir. Kopula fonksiyonlari kullanilarak ifade edilen
bilesik PDF’lerde, marjinal dagilimlar bagimhlik yapisini etkiliememektedir. Bu
fonksiyonlar ile ortak PDF'den degiskenlerin marjinal dagilimlari ayrigtirilarak
bagimlilk yapisinin acgik¢a belirtiimesi saglanir. Boylece, tek degiskenli tek-
nikleri kullanabilmenin yani sira, parametrik olmayan bagimhlik élcttleriyle de

dogrudan bir baglanti kurulabilmektedir.

C : [0,1]* — [0, 1] fonksiyonu igin, e§er C marjinal dagihmlari birérnek olan K.
rasgele degiskenin bilesik Birikimli Dagilim Fonksiyonu (CDF) ise, K boyutlu
bir kopula fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Sklar Teoremi (Teorem 2.1),
marjinal dagilimlari Gy, Gs, ..., Gk olan herhangi bir K boyutlu CDF olan G
icin tek bir kopula fonksiyonu oldugunu sdylemektedir (Es. 2.2) [33, Tanim 2].

G(z1,x9,...,25) = C(G1(21),...,Gk(rK)) @1,...7x € [-00,00] (2.2)



Es. 2.2'nin K degisken igin de birinci dereeceden turevi alindiginda bilesik PDF

C(G1($1)7 ey GK(JZK))

9(@r, T2, s i) = axlaxg 0T K

(Hgk Ty ) (G1(x1),Go(xs), ..., Gg(TK)) (2.3)

olarak elde edilmektedir. Eg. 2.3'de rasgele degiskenler {X,};—, arasi bagim-
hlik kopula yogunluk fonksiyonu ¢(.) tarafindan ele alinmigtir [33, Teorem 1].
Bunun tersine, eger G, G, ..., Gk tek boyutlu marjinal CDF’ler, C' de K bo-
yutlu bir kopula ise, T : R® — [0,1] fonksiyonu (Es. 2.4) marjinal dagihmlari
G1,Go, ... Gy olan, gecerli bir K degiskenli CDF’dir [33, Teorem 2].

T(IL’l,...,ZEK) :C(G1<ZE1),...,GK(ZL'K)) (24)

Bdylece, bilinen marjinal dagilimlar ve istenilen bagimlihk yapisi (C) birlestiri-

lerek kopulaya dayanan parametrik bir model

g(zq,. . (Hgk Ty, ) (G1(x1),...,Gk(zK)). (2.5)

olarak elde edilmektedir.

Sklar Teoremi (Teorem 2.1), kopulalarin, ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlari
ve karsilik gelen marjinal dagilim fonksiyonlari arasindaki iligkideki rollerini
aciklamaktadir [32]. Sklar teoremine gbére herhangi bir cok degiskenli PDF,
marjinal dagihmlar ve kopula fonksiyonu cinsinden ifade edilebilmektedir. Boy-
lece ortak dagilimlarin ifadesinde esneklik saglanmaktadir. Ornegin, korelas-
yon katsayisl p olan iki degiskenli Gauss kopulasi i¢in marjinal CDF’lerin, Fi(.)
F5(.), Gauss olmasi zorunlu degildir. Farkli PDF’lere sahip rasgele degiskenle-
rin ortak modellenmesi de zorlu bir problemdir. Ancak bu rasgele degiskenlerin
arasindaki bagimlihgi modelleyen bir kopula fonksiyonu mevcut oldugundan,
(Gauss, Student-t, Clayton vs.) bilesik PDF ifade edilebilmektedir.



Teorem 2.1 (Sklar Teoremi). Ortak CDF’i
F(xy,x9,...,2,) = P(Xy1 <21, Xo < 19,...,X, < 1) (2.6)
marjinal CDF’i
Fj(z;) = P(X; <xj), j=12,....p (2.7)
olarak verilen X1, X, ..., X, rasgele degiskenleri igin, F;(x) stirekli ise,
F(x1,xq,...,7,) = C(Fi(x1), Fa(xa), ..., Fy(xp)) (2.8)
esitligini saglayan tek bir kopula (C' : [0, 1]?) vardir.

Cuy,ug, ... uy) = F(F7 N ay), Fy Yza), ..., F,  (2,)) (2.9)

Es. 2.8, X, X5, ..., X,’nin ortak CDF’inin (F(xy,xs,...,z,)), marjinal CDF’ler
F;(z;) ve kopula C cinsinden ifadesini gbstermektedir. Kopula, bilegik dagilimi

olusturmak icin marjinal dagilimlari bir araya getirmektedir.

Sklar Teoremi Ispati. Eger X1, X, ..., X, rasgele degiskenlerini ifade eden tim

olasilik dagilim fonksiyonlari (F;(z)) surekli ise,
Fi[F ' (w)] =u, 0<u<l1 (2.10)

esitligini saglayan ters fonksiyonlari (Fj‘l(.)) mevcuttur.

U = Fx(z) ile ifade edilen rasgele degiskenler, olasilik timlev déntsum te-
oremine (Teorem 2.2) gobre, [0,1] araliginda bir bicimli PDF’e sahiptirler (U ~
u(o, 1)).

Teorem 2.2 (Olasihk Tumlev Déntsum Teoremi). CDF’i Fx(x) olarak verilen,



sdrekli dagilima sahip bir X rasgele degiskeni igin,

U = Fx(z) (2.11)

ile ifade edilen U rasgele degiskeni bir bigcimli dagilima sahiptir.

Bdéylece, p boyutlu (degiskenli) kopula C' : [0,1]7 — [0, 1] her birinin marjinal
dagilimlari bir bigimli olan u = [uy, us, . . . u,| degiskenlerinin bilesik CDF’i olarak

tanimlanmaktadir.

F(xy, 20, ..., 1) = P(X1 <21, X5 < 22, ..., X, < 1)
= P(F7Y(Uh) < 21, By M (Us) € 29, F, 1 (U,) < 1)
= P(Ur < Fi(21), Uz < Fy(22), ..., Uy < Fy(zy))
= C(Fi(x1), Fa(22), ... Fy(ap)) (2.13)

Eder z1, zo, ..., z, degigkenleri bagimsiz ise, kopula CDF’i C,

C(Fi(z1), Fa(xa), ..., Fy(xp)) = Fi(xy)Fa(xa), ..., Fy(xy) (2.14)

seklinde carpim olarak ifade edilmektedir.

Rasgele degiskenler ve kopula fonksiyonu arasindaki iliski Sekil 2.1’de veril-

migtir.
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Sekil 2.1. Copula fonksiyonu ve bilesik CDF iligkisi

C(Ul,UQ,...,Up) = P(Ul § u1,U2 < 'LLQ,...,UP g up) (215)

olarak tanimlanan kopula CDF’i, F(-) ve C(-) turevlenebilir oldugunda, Es.

2.13’ln tdrevinin alinmasiyla;

P
c(ur,ug,. .. upy) = 8u18u§. ' '8upC(u1,u2, ey Up)
oP
- 6u18u2...8upF(xl’x2’ )
fz1,20,..., 1))

- fi(@1) o) . fo(zp) (2.16)

kopula PDF fonksiyonu, z1, zs, .. ., z, rasgele degigskenlerinin bilesik PDF’inin,
bu degiskenlerin marjinal PDF’lerinin ¢arpimina orani olarak bulunmaktadir.
Degigkenlerin bagimsiz olmasi durumunda, bilegik PDF (f(z1, 2, ..., z,)) mar-

jinal dagihmlarin carpimina esit olacagindan copula PDF’i de 1’e esit olur.

Kopula fonksiyonlari kullanilarak bagimhlik yapisi ve degiskenlerin marjinal da-
gihmlari aynstirildigindan, bu fonksiyonlar ile herhangi bir dagilima sahip de-
giskenlerin bagimlilhklari modellenebilmektedir. Genelde Gauss olmayan da-

gihmlarin bagimhliklarini modellemekte kullaniimasina ragmen bu metodoloji

10



Gauss icin de calismaktadir. Bagimlihgin Gauss dagihmla ifade edilemeyeceqi
durumlar olabilmektedir. Ornegin, nadir gerceklesen olaylar arasindaki bagim-
hlik Gauss ile ifade edilemez. Nadir gerceklesen olaylarin ortaya ¢ikma olasi-
hginin Gauss’a goére ylksek oldugu, Student-t dagilimi gibi kuyruklu bir dagi-
limla daha dogru modellenebilmektedir. Student-t kopula, ug¢ olaylarin gercek-
lesmesine imkan veren simetrik bir dagihma sahiptir.

Eliptik, Archimedean ve ug-degerler olmak Uizere 3 farkh ¢esit kopula sinifi var-
dir. Gok degiskenli dagilimlari t ya da ¢ok degiskenli Gauss gibi eliptik dagilim-
lar ile ifade edilebilen rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi dogru-
saldir. BOylece, eliptik sinif dagilimlar dogrusal korelasyon katsayisi kullanila-
rak ifade edilebilmektedir. Eliptik dagihmlar digindaki dagilimlar icin, dogrusal
korelasyon katsayisi ile ifade etmek yaniltici sonuclar ortaya ¢ikarabilmekte-
dir. Bu sebeple, degiskenler arasi korelasyonu ifade etmek icin kopula teoremi
kullaniimaktadir. U¢ olaylarda simetrik olmayan sekilde olaylarin ortaya ¢ikma
durumu olmasi durumunda da Student-t dagilimi da kisitlayici olmaktadir. Bu
durumda Archimedian kopulalar kullanilir. Archimedian kopula fonksiyonlari
cok degiskenli dagilimlardan tlretiimeyen kapal formlari olan fonksiyonlardir.
En bilindik Archimedean sinifi kopulalar ise Clayton, Frank ve Gumbel kopula
fonksiyonlaridir. Ozellikle finansta olumsuz olaylarin ayni anda gerceklesme
durumunu ele almak igin simetrik olmayan kopula fonksiyonlari ile modellemek
6nem tasimaktadir. Clayton kopula, negatif ugta pozitif uca gére daha ytksek
bagimliliga sahip olan simetrik olmayan bir kopuladir. Pozitif ugtaki bagimlilk
katsayisi 0 iken, negatif uctaki bagimlilik katsayisi 271/
2.17).

Gumbel kopula, pozitif ugta negatif uca gére daha yiksek bagimhliga sahip

olarak ifade edilir (Es.

olan simetrik olmayan bir kopuladir. Negatif uctaki bagimhlik katsayisi 0 iken,

pozitif uctaki bagimlilik katsayisi 2 — 21/? olarak ifade edilir (Es. 2.18).

Cglayton(ul, Uy o vy Up) (2.17)
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OéGumbel(uh Us, .. . 7up> _ e(*zgi:ﬂflogui)é)

, 0€]l,o00) (2.18)

Marjinal dagihmlarin Gauss, bilesik CDF’lerin Gauss ile ifade edilmedigi dagi-
limlar olabilmektedir. Her biri Gauss marjinal dagilima sahip 2 rasgele degigke-
nin (X ~ N(0,10), Y ~ N(0,10)) bagimhliklarinin Gauss, t, Gumbel ve Clayton
fonksiyonlari ile ifade edildigi durumlar icin bilesik dagilimlari Sekil 2.3 - Se-
kil 2.6°da verilmigtir. Bilesik PDF’leri elde etmede kullanilan ¢(-) kopula PDF’leri
de Sekil 2.2'de verilmistir.

Gaussian Kopula OYF,p =0.9 t Kopula OYF,p=0.9,v=3

10
5

0
1

Clayton Kopula OYF,0 =3 Gumbel Kopula OYF,# =3

Sekil 2.2. Farkh kopulalara ait olasilik yogunluk fonksiyonlari
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Gaussian Kopula, p=0.9

-10

-20

Sekil 2.3. Marjinal dagilimlarn Gauss olan x, y rasgele degiskenlerinin
bagimhliklarinin Gauss kopula ile modellenmesi ile elde edilen
bilesik olasilik yogunluk fonksiyonlari

t Kopula, p=0.9,v=3

%107
5

-10

-20

Sekil 2.4. Marjinal dagilimlarn Gauss olan x, y rasgele degiskenlerinin
bagimliliklarinin Student-t kopula ile modellenmesi ile elde edilen
bilesik olasilik yogunluk fonksiyonlari
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Clayton Kopula, # =3

%107

Sekil 2.5. Marjinal dagilimlar Gauss olan x, y rasgele degiskenlerinin
bagimliliklarinin Clayton kopula ile modellenmesi ile elde edilen
bilesik olasilik yogunluk fonksiyonlari

Gumbel Kopula, 0 =3

%107

-10

-20 0

Sekil 2.6. Marjinal dagilimlar Gauss olan x, y rasgele degiskenlerinin
bagimliliklarinin Gumbel kopula ile modellenmesi ile elde edilen
bilesik olasilik yogunluk fonksiyonlari
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Sirasiyla (Fi(.), F»(.), ..., F,()) marjinal dagihmlarina sahip p bagimli degisken
(z1,29...2,) yaratmak istersek, éncelikle [0, 1]”’de, istenilen bagimhhk yapi-
sini modelleyen bir kopula fonksiyonu kullanilarak rasgele degiskenler Gretilir
(uy,u2, ... u,). Daha sonra Uretilen bu degiskenler hangi dagilima sahipse, il-
gili dagiimlarin ters CDF'leri alinarak (z; = Fy '(uy), Xo = Fy '(ug),..., X, =
F. ! (u,)) bagimh p degisken yaratilir.

Birbirine bagiml iki rasgele degiskenin marjinal dagilimlari t konum Olgeklen-
dirme dagihmi oldugunda, ortak dagilimda iki boyutlu t konum &lceklendirme
olarak modellenebilmektedir. Bu modellemedeki kisit, her bir marjinal t konum-
6lgeklendirme dagiliminin kuyruklarindaki agirligin (serbestlik derecesi) ayni
olmasi gereksinimidir. Ancak t konum 6élgeklendirme marjinal dagilimlarinin
varyans ve ortalama degerleri ile normalize edilip standartlastiriimasiyla elde
edilen Student-t dagilimlari, Sekil 2.7°deki gibi farkli serbestlik derecelerine (3,
5) sahip dagilimlar olabilmektedirler. Buradaki serbestlik derecesi dagilimin
seklini belirtmektedir. Copula teorisi kullanilarak ¢ok degiskenli dagilim mar-
jinaller ve bagimlilik yapisi ayrigtirildiginda her bir degiskenin dagilimi da daha

dogru modellenebilmektedir.
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Sekil 2.7. Farkh serbestlik derecelerine sahip t konum-6lgeklendirme dagilimi
olasilik yogunluk fonksiyonlari

Kopula fonksiyonlari herhangi bir dagilima sahip tek degiskenli rasgele degis-
kenler setine uygulanabilmektedir. iki boyut icin, Es. 2.8'de verilen F' = F, € Fj,
F, =G e G, C e Cyigin, F, parametreleri § = (i, 0%) olan normal dagihm, G,
parametreleri v = (a, \) olan gamma dagilimi, C ise Archimedian sinifindan
Gumbel Copula (Es. 2.18) olabilir.

Bu tez calismasinda, bagimliik modellerken Gauss ve t kopula kullaniimistir.
2.1.1 Gauss Kopula

Es. 2.8'de verilen F(-) ¢cok degiskenli Gauss dagim (V,(u, X)) ise, C(.) de Ga-
uss kopulasidir. Dagilimin ortalamasi ya da kovaryansi degisse bile, bagimlilk
yapisi degismeyeceginden, kopula fonksiyonlari degismez. Bu nedenle kopula

dagihmlar ifade edilirken u = 0 ve ¥ = R (korelasyon matrisi) olarak alinir.

vi,1 = 1,2,..., p degigkenlerinin standartlastiriimasi ile elde edilen x; degis-
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kenleri igin, F'(y1,y2,-..,yp) = G(z1,22,...,1,) oldugundan,

F(yhyg, . ,yp) = C(Fl(y1)7 FQ(?/Q), e 7Fp(yp)) (219)
G(x1, g, ..., xp) = C(G1(21), Go(22), ..., Gp(xp)) (2.20)

G(-) cok degigkenli standart Gauss dagihmdir. R = I oldugunda, ¢ok degis-
kenli Gauss dagilimi bagimsiz standart normal degiskenlerden olusuyor de-
mektir. Gauss dagilimlari igin, degiskenler ilintisiz oldugunda ayni zamanda ba-
gimsizdirlar. Bu durumda Es. 2.8'de verilen kopula fonksiyonu sabit olur. Gauss
kopula (Es. 2.23), [0, 1]”’de tanimli bir dagilimdir. R”’de tanimli ¢ok degigkenli
Gauss dagilima olasilik tiimlev déntsim teoremi uygulayarak elde edilmekte-

dir. Es. 2.16 kullanilarak elde edilen Gauss kopula PDF’i

1 —%:cTR*I:c
auss 2m)P|R _1 1. -1_DNe
S (g, ug, . up) = (p | |1 L |R|2e> fETDe(2.21)
= e
olarak verilmektedir.
x= (0 Huy),® Huy), ..., (I)‘l(up)) icin,
- 4T - -
O (uy) O (uy)
(I)_l(UQ) (D_l(UQ)
1
G (g, ) = |R|-%e:cp(—5 : R 1] | )
O~ (up) ™ (uy)
(2.22)

Gauss kopula gibi eliptik kopula fonksiyonlarinin CDF’leri (Cr(w)) igin analitik
¢6zim yoktur. Alttan ya da Usten sinirlandirilarak, nimerik integraller kullani-

larak
OS5 (s . 1y) = PR(® L (uy), . .., & (1)) (2.23)
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olarak yakinsanmistir [34]. Es. 2.23'de verilen R korelasyon matrisi, ' stan-
dart Gauss dagihmin ters CDF’i, &3 ise ortalamasi sifir vektéri olan, kovar-
yans matrisi (X) korelasyon matrisine (R) esit olan ¢ok degigkenli Gauss dagi-
min ortak CDF’idir.

Cgauss(ub U, . . . up)

O 1(uy) @ (uz) <I>’1(up) )
= We_éwTRlzdl’ld.Tg Ce d._'['p (224)
™

Rasgele degigkenlerin marjinal CDF’ini kullanarak (Sekil 2.8) birdrnek dagilima
sahip degiskenler elde edilebilmektedir. Sekil 2.8'de her ikisi de Gauss dagi-
hma sahip iki boyutlu rasgele degiskenlerden birérnek dagilima sahip rasgele
degiskenler elde edildigi gérilmektedir (Fx ve Fy Gauss CDF’ler). Her iki de-
gisken de marjinal Gauss CDF’lerinden gegcirildiginde birim karede iki boyutlu
bir nokta elde edildigi gbrilmektedir. Benzer sekilde, birdrnek dagilima sahip
rasgele degigkenlerden de istenilen dagilima sahip rasgele degiskenler de elde
edilebilmektedir. istenilen dagiima sahip rasgele degisken, birdrnek dagilima
sahip rasgele degigkenin, ilgili dagihminin ters CDF’inden geciriimesiyle elde
edilir. Sekil 2.9'da her ikisi de birérnek dagilima sahip rasgele degiskenlerin
ters Gauss CDF’ten gecirilmesiyle Gauss dagilima sahip rasgele degiskenler

elde edildigi gértlmektedir.
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Sekil 2.8. Gauss marjinal dagilimlara sahip rasgele x, y degiskenlerinden
birérnek dagilima sahip u, v degiskenleri elde etme (Olasilik Timlev
Dontsim Teoremi)

Sekil 2.9. Birdrnek dagihima sahip rasgele u, v degigkenlerinden marjinal
dagihmlar Gauss olan z, y degiskenleri elde etme

19



2.1.2 Student-t Kopula (t Kopula)

Es. 2.8'de verilen F(-) cok degiskenli t konum-6lgeklendirme dagilimi (¢, (g,
Y)) ise, C(.)de Student-t kopuladir. p ortalama vektéru, ¥ ise dlgeklendirme
parametresidir. Kopula ifade edilirken © = 0 ve ¥ = R (korelasyon matrisi)

olarak alinir.

R = I olunca, Student-t dagilimi igin, ilintisiz rasgele degiskenler bagimsiz

olmalarini gerektirmediginden, t-kopula yine de bagimhligi ifade etmektedir.

X ~t,(u, X) igin,

EX]|=pn, v>1

Var(X)=§ = - - 58, v>2 (2.25)

olur. S kovaryans matrisidir. © = 0, ¥ = I oldugunda standart ¢cok degigkenli
Student-t dagilimidir.

Standart Student-t dagilimi serbestlik derecesi parametresine bagli olarak stan-
dart Gauss dagilimina gére kuyruklardaki agirhgin fazla oldugu simetrik bir da-
gihmdir. Gauss kopulasi daha ¢ok ortalama etrafindaki rasgele degiskenlerin
bagimliigini modellemekte kullaniimaktadir. Student-t kopula, Gauss kopula-
sina goére ortak dagihmda sisman kuyruklara sahiptir. Bu da uc¢ degerlerin or-
tak olasiliginin Gauss’a gére daha ytiksek oldugu anlamina gelir. Bu nedenle
Student-t dagilimi u¢ degerlerin birlikte meydana gelme ihtimali olan durumlari
modele dahil ederek, kuyruklardaki bagimliligin da hesaba katilmasi igin kul-
lanilabilmektedir. t kopulanin serbestlik derecesi parametresinin degerine gére
kuyruklardaki bagimliigin seviyesi degismektedir. Disik serbestlik derecesi
degerleri kuyruklarda gicli bagimlilik oldugu anlamina gelmektedir. Buradaki
degerleri alma olasiligi standart Gauss dagilima gére yUksektir. Ortalama ci-
varinda degerleri alma olasiligi da standart Gauss dagilima gére azalmaktadir
(Sekil 2.10). Serbestlik derecesi arttikga kuyruklardaki bagimlilik azalmaktadir.

Serbestlik derecesi sonsuza giderken de Gauss kopulasina yakinsamaktadir.
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0thonum-('jk,:eklendirme ve Normal Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

0.07

0.06

0.05

0.04

t konum-6lgeklendirme dagihmi,
v=3,1u=10,0=4

Normal dagilim,
n=10,0=4

-15 -10 -5 0 5

10 15

20 25

30

Sekil 2.10. p ve o parametrelerine sahip Gauss ve standart Student-t
dagihiminin o ile élgeklendirilip, 1 kadar kaydiriimasi ile elde edilen
t konum-dlgeklendirme dagihmi

0thonum-('jlg:ekIendirme ve

0.09

0.08

Normal Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

T T
_______ t konum-6lgeklendirme dagilimi,
I v=30,1=10,0=4
Normal dagilim,
F p=10,0=4
20 15 -10 5 0 5 10 15 20 25

30

Sekil 2.11. t konum-6lgeklendirme dagiliminin serbestlik derecesi artarken

(v — o0) Gauss dagilima yakinsamasi

Standart Student-t dagihminin PDF’i

L)

flzlv) = NON

(

2
14+ =
14

(2.26)



olarak verilmektedir. Standart Student-t dagihma sahip olan x degiskenini

Y =p+o0X (2.27)

seklinde élgeklendirilip, ortalama degerinin kaydiriimasi ile elde edilen t konum-

6lgeklendirme dagilimina sahip y degiskenin dagilimi

_ F(VTH) 1 Y— [
f(ym,a,y)_—r(%)m(uy( - )> (2.28)

olarak verilmektedir.
Gauss kopula gibi, t kopula fonksiyonlarinin CDF’leri (Cr . (w)) icin de analitik

¢6zUm yoktur. Alttan ya da dsten sinirlandirilarak, nimerik integraller
C’};’V(ul, U, ..., Up) = Tro (T, ), ... ,ﬂ_l(up)) (2.29)

olarak yakinsanmistir. t kopula, [0, 1]”’de tanimh bir dagihmdir. Es. 2.29'da ve-
rilen R korelasyon matrisi, v serbestlik derecesi, 7, " ortalamasi 0, serbestlik
derecesi v, varyansi # olan standart student-t dagilimin ters CDF’si, Tg,
ise ortalamasi sifir vektord, dlgeklendirme parametresi 3 korelasyon matrisine

(R) esit olan ¢ok degiskenli Student-t dagilimin ortak CDF’idir.

Cg’y(ul, U9, . . . up)

5 ) 5 uz) o (up)

i l : T

o0 — 00

v+p

) dxldﬂfg Ce ddlp

(2.30)

RP’de tanimli ¢cok degiskenli Student-t dagilima olasilik timlev dénisim te-

orimi uygulayarak elde edilmektedir. x = (7, ' (u1), 7, ' (ua), ..., T, *(u,))igin, t
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kopula PDF’i

T
Crop (U1, Uz, . .

olarak verilmektedir.

F(V;rp) TR 1 2
1+
- L(%)y/(mv)?|R| ( v )

. 'pr) — v+1

P F(V;rl) 1 I? T2
L —2 |14+
I=L0(5)y/ () v

(2.31)

2.2 Ozbaglanimh (AR) Model

Ozbaglanimli (AR) stokastik modeller, sinyal islemede, zamanla degisen ras-

gele surecleri tanimlamak igin kullaniimaktadir. Bu model rasgele bir sirecin

ciktisi olan degiskenin, ayni siiregten alinmis énceki ¢iktilarin dogrusal kombi-

nasyonuna ve stokastik terime bagl oldugunu sdylemektedir.

Zamanda alinan élglimler serisi 2, zaman serisi olusturmaktadir. Olciimler, za-

manda farkli sekillerde alinmig olabilir. Her bir 6lgim ydntemi verinin farkli se-

kilde analiz edilmesini gerektirmektedir. Olclimlerin esit zaman araliklarinda

alindigini varsayarak (z, : t € Z,Z = ...,0,1,2,...), z;/nin ayrik zamanli, dog-

rusal ve zamanla degismeyen (LTI) bir sistemin girdisi, y,’nin ise bu sistemin

¢iktisi oldugunu diglindrsek, girdi ve ¢iktl arasindaki iligki

Y = a1Ys—1 + aoyi—2 + ... QpYi—p + boxy + 111 + boTy 0. . Ty (2.32)

p

q
Zakyt—k = — Zbkxt—lw ag =1 (2.33)
k=0

k=0 =
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olarak verilmektedir.

Baslangi¢ kosullarinin 0 kabulu ile Es. 2.33’0n Z-dénlGsima alinarak,

P q
Y(2) Z arz " = =X (2) Z bz "k
k=0 k=0

sistemin aktarim fonksiyonu H(z),

Y(2) = H(2)X(2) (2.34)

Es. 2.34’teki iliski Sekil 2.12'de verilmistir.

F(z) Y(z)
— H(z) R

Sekil 2.12. Transfer fonksiyonu ile girig-gikig iligkisi

Es. 2.32'de p = 0 oldugunda,

q
Y = Z bri—k (2.35)
k=0

v, ¢ + 1 uzunlugundaki pencere boyunca giris sinyallerinin agirliklandiriimis

toplamlarindan elde edilir. Bu sistemin

H(z) =

Y (2) _ ! ok
X0~ ;bk (2.36)

olarak verilen aktarim fonksiyonu tar tim-sifir bir sizge¢ modelidir. Tim-sifir
bu siizgecin X sureciyle uyarimi sonucu elde edilen rasgele suregler, kayan

ortalamali (MA) sireglerdir. Béylece p = 0 igin, sistem MA bir sistemdir ve v,
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q. dereceden MA(q) bir sinyaldir.

Es. 2.32'de ¢ = 0 oldugunda,

p
ye = boxs + Z rYi—k (2.37)
k=1
ys, p tane kendisi cinsinden degiskenin dogrusal iligkisinin, ¢ anindaki giris de-

giskeni ile toplanmasiyla elde edilir. Bu sistemin

Y(2) 1

H(z) = X(2) 1+ Yo agzk

(2.38)

olarak verilen aktarim fonksiyonu tim-kutup bir sizge¢ modelidir. a;’lar bag-
lanim katsayilandir. Tim-kutup bu slizgecin X sireciyle uyarimi sonucu elde
edilen rasgele siregler, kayan 6zbaglanimli (AR) sidreclerdir. AR slreg, X si-
recini katsayilari [ay, as, . . . a,] olan tim-kutup sltizgeg ile slizgecleme islemidir.
Boylece ¢ = 0 i¢in, sistem AR bir sistemdir ve y;, p. dereceden AR(p) bir sin-
yadir. Mertebesi p olan bir AR sirec, ciktilari gecmisteki p ¢iktisina dogrusal
olarak bagli olan, zamanla degisen bir slire¢ igin parametrik bir modeldir. Es.
2.38’i, paydadaki kokleri kullanarak ayristirip
Y(z) 1

T =X T ML e (239

olarak ifade ettigimizde, p,’lar sistemin kutuplarini vermektedir. Stokastik AR
modeller i¢in xz,, ayrik zamanli beyaz rasgele bir stire¢ olarak tanimlanmaktadir
(Es. 2.40).

Elxxin) = ’ (2.40)
0 h#0

AR(1) sUrecler, Markov sure¢ olarak da adlandiriimaktadir.

Sirecler icin slrecin duraganhgi énemli bir kavramdir. Bir sirecin, birinci ve
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ikinci momentleri zamanla degismiyorsa, bu sire¢ genis anlamda duragandir
(WSS). Girdisi beyaz gurulti olan kararli filtrelerin ¢iktilari WSS streclerdir. AR
bir stirecin WSS olmasi igin, Es. 2.39'da verilen filtrenin tim kutuplarinin birim
¢cember iginde yer almasi gerekmektedir (|px| < 1).

Zamanda alinan élcimler serisi y;,t € T, tUm h ve t1,ts, ... t, degerleri icin

f(?/tnytza e ytn) = f(yt1+h, Yto+hs - -ytn+h) (2-41)

esitligini saglayan bir dagihma sahipse duragandir. Duraganhk kiime ortala-
masi cinsinden tanimlanmaktadir. Bir zaman serisi, ortalama deger fonksiyonu
sabitse (Es. 2.42) ve herhangi iki zamanda alinan veriler arasi bagimlilk za-

mana bagli olmayip, zaman farkina bagli ise (Es. 2.43), duragandir.

Bly) = 1 (2.42)
Corr(ze, xeen) = o(h) (2.43)

AR modeller ses ve goéruntl gibi sinyalleri modellemede de basarilidir. Ko-
nusma isleme alaninda, sessiz harflerin (’s’ gibi) telaffuzunu modellemek igin
kullaniimaktadir. Bu harfleri telaffuz ederken olugan sinyal AR’a gére evrilmek-
tedir. Bu tez galismasinda her bir algilayicinin élgimlerinin zamansal bagimli-

hg1 AR slreg olarak modellenmistir.
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3. PARAMETRE BELIRSIZLiGi ALTINDA Dizi KESTIiRIMi

Bu bdélimde, Sakli Markov modeller, Sakli Markov modeller igin dizi kestirimi
yapmak icin kullanilan Viterbi algoritmasi ve bu tez ¢alismasinda parametre
belirsizligi altinda dizi kestirimi yapmak icin kullanilan PSP algoritmasi anlatil-

maktadir.
3.1 Markov ve Sakh Markov Modelleri

Bir ayrik durumdan bir sonraki ayrik duruma gecis rasgele oldugunda, Markov
model bu rasgele olayin degisimini modellemek igin kullaniimaktadir. Markov
modellerde bir durumun olasiligi, gecmis en son duruma bagldir. Markov kon-
septleri olasiliksal durum semalari ile ifade edilmektedir (Sekil 3.1). Sekil 3.1'de
tim durumlar arasi gecisin mimkin oldugu 3 durumlu bir Markov model 6r-
negi verilmistir. Ornegin, durum 1’den durum 2’ye ge¢cme olasihigi 0.2, durum
3’e gegme olasiligi ise 0.3dr.

t. zamandaki durum, {q[t], q[t] € {S1, 52 ... Sn}} ile ifade edildiginde, ilk andaki

durum

olarak verilen olasiliga gére segilir [2]. t. andaki durum ortaya ¢ikmig iken, ¢+1.

andaki duruma gegcis olasliligi ise yalnizca ¢. andaki duruma baglidir (Es. 3.2).

P(q[t + 1] =S;|q[t] = Si, q[t — 1] = Sk, qlt = 2] = S5;...)
— Pglt+ 1] = S,lalt] = 5) 82)

Markov modelden uretilmis bu durum dizilimleri ¢[1], ¢[2], . .. Markov zinciri ola-
rak adlandinimaktadir. ¢ + 1. andaki durumun S; olma olasiligi da tim olasi

durumlardan S; durumuna ge¢me olasiliklari toplanarak elde edilmektedir (Es.
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3.3).

Sayilabilir sonlu durumlu Markov zincirleri asagidaki parametreler cinsinden

tanimlanmaktadir:

* Sl,SQ,...SN, N durum
* Her bir elemani i. durumdan j. duruma gegis olasiligini (a;; = P(q[t] =

Silq[t — 1] = S;) tanimlayan durum gecis olasilik matrisi:

P(lt] = Silqlt —1] = Sy)...... P(qlt] = Si|q[t — 1] = Sy)
P(qlt] = Solqlt = 1] = 51) ... P(q[t] = Salqt — 1] = Sn)
A—
| P(qlt] = Snlglt =1] = S1) ... P(qlt] = Snlglt —1] = Sn)|
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» Baglangic¢ta her bir durumda bulunma olasiligini (Es. 3.1) tanimlayan

baslangic olasiliklari vektori:

P(q[l] = 51) ™
o= P(q[1] = 52) _ 2
Plal1] = Sv)|  |n]

[ P(g[t] = $1) |
I ECURES -
| Pqlt] = Sw).

Sakli Markov modeller (SMM) ise, gézlenemeyen durumlu Markov sirecine
gbre olusan sistemlerin istatiksel modelidir. Markov modellerinde, durumlar
gbzlemci icin dogrudan gérulebilirdir ve bu ylzden tek parametresi gecis ola-
siliklaridir. SMM’de durum dogrudan gérilemez, duruma bagh cikislar goru-
nGrddr. Her durum igin olasi rasgele ¢ikiglarin olasiliksal dagilimi mevcuttur.
Olusan model, arka planda isleyen, sakli ve gdzlemlenemeyen bir istatiksel
sure¢ ile bu istatiksel sure¢ sonucunda olugan ve Olgulebilen gézlem dizilimi
olusturan bagka istatiksel streclerin birlesiminden olusan cift katl istatiksel bir
sure¢ halini alir ve Sakli Markov Modeli (SMM) olarak tanimlanir. Cikig dizilimi,
durumlarin sirasi hakkinda bilgi veren SMM tarafindan tretilir. Sakli Markov mi-
marisi Sekil 3.2'de verilmigtir. s[t] (s[t] € {s[1],s[2],...}), t anindaki sakli durum,
rasgele degisken y|t], t anindaki s[t] durumuna karsilik gézlem olarak tanim-
lanmistir. ¢ anindaki sakl degisken s[t] yalnizca s[t — 1] degiskenine baghdir.
Benzer sekilde g6zlenen y[t| degiskeni sadece s[t| durumuna baglidir. SMM ¢
aninda s[t] = s durumuna gectiyse, gézlenen ¢ikis y[t], f(y[t]|s[t] = s) = fs(y)

dagihmina goére secilen Y stokastik slrecinin bir ¢iktisi olur. Sekil 3.2'de, 3 du-
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1 a2 2 2.3 3

Sekil 3.3. Durum gegisleri verilmig ¢ durumlu Sakli Markov Model (SMM)
Ornegi

rumlu (s = 1,2, 3), 3 ciktih SMM 6rnegi, Sekil 3.4'de, 3 durumlu, 4 olasi ¢iktili

SMM 6&rnegi verilmigtir.

Sakli Markov modelde sistemin herhangi bir ¢ aninda, hangi durumda oldugu
bilinmez ancak sistemin icinde bulundugu durumun tetikledigi gdzlemi ortaya

cikarir.

a1, a2 ag2

[:]
Sekil 3.4. Ug durumlu ve 4 olasi ciktih Ayrik Sakl Markov Model (SMM)
Ornegi
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Ayrik SMM asagidaki parametreler cinsinden tanimlanmaktadir:

¢ 51,8y,...8y, N durum
* Y1, Y2, ...Ym, M olasi gbzlem
* Her bir elemant, i. durumdan j. duruma gegis olasihgini (a;; = P(q[t] =

Silq[t — 1] = S;) tanimlayan durum gecis olasilik matrisi:

Plglt] = Silglt — 1] = S1) ....... P(qlt] = Si|qlt — 1] = Sy)
A— P(q[t] = Salqlt —1] = S1)...... P(q[t] = Salq[t — 1] = Sn)
| Pqlt] = Slglt =1 =S)...... P(qlt] = Sxlqlt — 1] = Sy) |
_ asy...... Ao N (35)

» Her bir eleman i. durum icin k. ¢ciktinin ortaya ¢cikma olasiligini (b;, =

P(yklq[t] = S;) tanimlayan gbzlem olasilik matrisi:

[ PVt = wilglt] = S1)...... P(Y ] = mlqlt) = Sw) |
P(Y[t] = palqlt] = $1) ... P(Yt] = lalt] = Sy)
B=
POYVTH = yulglt] = $1).... P(YT] = yadlalt] = Sw) |
b bix |
bgl ...... ng
- (3.6)
_b]y[l ...... bMN_

 Baslangigta her bir durumda bulunma olasiligini tanimlayan baslangig

31



olasiliklari vektori:

Pl =5)] [ ]
o P(q[1] = 55) _ 72 (3.7)
| Pq[l] = Sn)| |7 ]

SMM, ses, el yazisi, vicut hareketleri tanima gibi konularda siklikla kullanil-
maktadir. Ornegin, N kelimeden olusan bir sdzlilk igin, ses verisinden (iretilen
Oznitelik vektorlerinden olusan ¢iktilar vardir. Bir kelimenin bu setteki hangi ke-
lime ile eslestigi bulurken, dznitelik vektérindn her bir A;, B, m; (i = 1,2,...,N)

icin olabilirligi hesaplanir ve maksimum olabilirlige sahip i segilir.

3.2 En Biyiuk Olabilirlik Dizi Kestirimi (MLSE) ve Viterbi Algoritmasi

Viterbi algoritmasi, ayrik zamanli, sinirli durumdan olugan Markov slregten
elde edilen durum dizilimini kestirme problemi i¢in, 6zyinelemeli en iyi ¢6zim-
dir. En blyuk sonsal olasilik (MAP) kestirimi yapmaktadir. Viterbi algoritmasi,
Kalman filtredeki gibi stokastik bir stirecin durumlarini takip etmektedir. Viterbi
algoritmasinin uygulanabilmesi igin altta yatan sdre¢ sinirli-durum Markov ol-
malidir [3].

Sinirh sayidaki M durum igin, n. andaki durum x,, ise (x,, € 1,2,..., M), ardi-
stk N zamanda ortaya ¢ikan durum dizilimi = (z¢, z1, ... xy) vektéruyle ifade
edilmektedir. Bu durum diziliminde £ + 1. zamanda x;.; durumunda olma ola-
siligl yalnizca k. zamanda alinan duruma bagl ise, stre¢ Markov'dur (Bélim
3.1)(Es. 3.8).

P(%H’?ﬂo,%l, cen ,l’k) = P(l’kﬂ\xk) (3.8)

Bu model igin, z;’dan xy1 gegisi & = (xx, x,—1) olarak tanimlanditiinda, durum
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dizilimi « ve gecis dizilimi £ = (£1,&,...,&k) arasinda birebir bir iligki vardir.
Sirec hafizasiz bir guriltd iginde gdzlendigi varsayildiginda, durumlara karsihk
gelen bir gézlem y vardir ve her bir andaki gézlem y, durum gegisine (&)
baglidir (Es. 3.9).

P(y|z) = P(y|¢) = HP Ykl &r) (3.9)

SMM gibi sakli degiskenler iceren modellerde, dizilerin gectigi kanalin tepkisi-
nin bilinmesi durumunda, en blyUk olabilirlik dizi kestirimi ydnteminde (MLSE),
alinan élcimlerin altinda yatan degiskenleri bulmak igin, sakli durum dizilimi
Uzerinden gézlemlerin olabilirligi hesaplanip en yliksek gdzlem olabilirligini ve-
ren sakli durum dizilimi segilmektedir. Dizi uzunlugu arttik¢a test edilecek kom-
binasyonlar da Ustel olarak artmaktadir. Bu nedenle, gbzlem sayisi arttikga bu
yontem uygulanabilir olmaktan ¢ikmaktadir. Bunun yerine SMM’ler igin en bi-
lindik kod ¢6zlcU algoritma olan Viterbi kullanilarak, hesaplamalarda dizinin
uzunlugu yerine kanalin uzunlugu hesaba katilarak islem sayisi azalmaktadir.
Viterbi algoritmasi ile MAP algoritmasi ile bulunabilecek en olasi sakli durum
dizilimi bulunabilmektedir.

Durum gecis olasiliklari ile ilgili dnsel bilgiye sahip olundugu durumda, Viterbi
ile ML yerine MAP kestirimi yapiimaktadir. Hafizasiz gurultt igindeki, ayrik za-
manli sonlu durum Markov sirecten elde edilen y gézlem dizilimi icin, sonsal
olasilik dagilimini P(x|y) maksimum yapan durum dizilimi = bulunmaktadir.
Algoritma ile MAP algoritmasinin tim diziyi algilamadaki hata olasihligr en-
kUgulttlmektedir [3].

VA, hafizasiz guriltG icinde, ayrik zamanli, sonlu durum makinesinden Ureti-
len ¢iktilarla durum diziliminin bulunmak istendigi tim problemlere uygulanabil-
mektedir [3]. Durum makinesi s = s, so, ... durumlarina karsilik € = xy, ,, . ..

cikiglarini Gretmektedir. Cikiglar gurdltuli bir kanaldan gegtikten sonra gézlem-
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Sekil 3.5. Dért durumlu kaydiran yazmag strecinin durum diyagrami [3]

lenmektedir. GUrdltinun eklenebilir glrdltd olmasi durumunda gézlemler

Ty = T + Ny, k:1,2, (310)

olarak verilmigtir. MLSE problemi, alinan = i¢in en olasi durum dizilimini (x)
bulmaktir. VA, bu problemi ¢cézmek icin kullanilmaktadir. r, ve z; arasindaki

mesafe dal metriklerini ifade etmektedir.

Durum diyagramlari ile ifade edilen surecleri kafes diyagramlari ile da agik-
lanabilmektedir. Kafes diyagrami zamanla degisen durumlar arasindaki ge-
cisleri gbstermek icin kullaniimaktadir. Kaydiran yazmag sdrecinin 4 durum
icin durum ve kafes diyagramlari sirasiyla Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da verilmig-
tir [3]. Kafes diyagramindaki her bir digim (00, 01, 10, 11), verilen andaki (k, k €
1,2, ... K) farkli bir durumu ifade eder. Her bir dal ise yeni bir duruma gecisi ta-

nimlar. Kafes diyagramindaki her bir yol farkli durum dizilimine (x) karsilik gelir.
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00 :/.
01 ..

10

11

Sekil 3.6. Dért durumlu kaydiran yazmag strecinin kafes diyagrami [3]

Alinan gézlem dizilimi y icin, P(y|x) (ML) ya da P(x,y)’yi maksimum yapan

durum dizilimi = bulunur. Bu durum dizilimi, kafes diyagramindaki uzunlugu

(—=InP(x,y)) minumum olan yoldur [3].

xy dizisinin Markov ve vy icindeki guraltinin k’'ya gére hafizasiz olmasindan

dolay! P(xz,y)

P(x,y) = P(x)P(y|z)

ZH -l"k’l’k 1 HP Z/k’-’Ek 17-73k
k=1

= k=1

olarak ifade edilebilmektedir. Her bir dalin (gecisin) uzunlugu

AM&k) = —InP(xp|zr—1) — InP(yrl&k)

gibidir.  dizilimine karsilik gelen yolun toplam uzunlugu ise

—InP(@,y) =Y A&)

gibidir. k. zamanda her bir diigiimde biten uzunlugu
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olarak verilen farkli yollar (xf = ¢, 2, ...2;) vardir. Her bir digim z;. igin en
dislk uzunluga sahip olan yol hayatta kalan yol (&(x;)) ve bu yollara karsilik

gelen uzunluklar (I'(zx) = A[&(xy)]) olarak gdsteriimektedir.

Viterbi algoritmasi Algoritma 1°de verilmigtir.

Algoritma 1: Viterbi Algoritmasi
K: gbzlem sayisi

ilklendirme:
T(r1) = 21,
['(z1) =0, T'(m)=o00, m#mx
for k=2:K do
TUm &, = (zx—1, zx) gecisleri icin, dal metriklerini hesapla A&, = (zx-1, 2x)],
Tdm z;, dGgamleri igin, minimum birikimli metrigi bul
T(@g-1,21) = min[[(zp-1) + M),
['(xy)’ya karsilik gelen yolu hayatta kalan yol olarak se¢ &(xy),

[(zx) ve &(xy) sakla

end

3.3 Sag Kalana Dayali isleme (PSP) Algoritmasi

PSP algoritmasi MLSE algoritmalari igin genel bir gergceve sunmaktadir. Bilin-
meyen parametrelerin olmasi durumunda klasik Viterbi algoritmasi dogrudan
kullanilamamaktadir. Sag kalana dayali isleme ydntemi ile bilinmeyen para-
metrelerin kestirimi de Viterbi algoritmasinin icine gémulmektedir. Klasik Vi-
terbi algoritmasi ile elde edilen her bir hayatta kalan yola karsilik gelen gézlem
ve durum dizilimi kullanilarak, bilinmeyen parametreler igin kestirim yapilimak-
tadir [35]. Béylece olasi durum dizilimi ve bilinmeyen parametreler icin es za-
manli kestirim yapilabilmektedir.

Bilinmeyen parametrelerin (6(x;)) hayatta kalan yollara dayal kestirimi igin, her

bir digimdeki durum igin (x;) bulunan hayatta kalan yola karsilik gelen durum
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dizilimi ve g6zlem dizilimi kullaniimaktadir (Es. 3.15).

A

0(z1) = Gly(vg), ()] (3.15)

Es. 3.15'de verilen G|.], x;, d0gimiindeki hayatta kalan yola ait durum dizilimini
( &(zx)) ve gbzlem dizilimi (y(zx)) kullanan kestirici fonksiyonudur. Es. 3.15'de
bulunan hayatta kalan yollara dayali kestirimler yapildiktan sonra, ilgili para-

metreler dal metriklerini hesaplamada kullaniimaktadir (Es. 3.16).

~

AMék1 = (@hyr, 21)] = Fl&rr, 2rr1, 0(z1)] (3.16)

Kod ¢ézme kismi ise klasik Viterbi ile aynidir (Bélim 3.2). Kod ¢ézmenin asa-
malarinda hangi hayatta kalan yolun en iyi oldugu bilinmedigi icin, her bir dU-
gume ait yolu genisletirken, ilgili digimde kestirilen parametreler kullanihr.
Optimum parametre kestirimleri kullaniimamasi nedeniyle, PSP algoritmasi

asimptotik olarak optimum bir algoritmadir.
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4. PROBLEM FORMULASYONU

Bu tez calismasinda, ¢oklu sensér bulunan aglarda, es zamanl olarak farkli
sensorlerden alinan dlgtimlerin ve her bir sensérden ardisik zamanlarda alinan
6lciimlerin bagimh olmasi durumunda, parametre belirsizligi altinda hipotez si-
namasi problemi ele alinmistir. N gdzlem stiresince, stokastik bir stirecten ali-
nan gozlemlerini flzyon merkezine génderen K sensoOrden alinan olgimlerle,
bu stokastik strecin durum dizilimi algilanmaya ¢aligiimistir. n. zamandaki du-
rum ikili rasgele degisken z, ile ifade edilmektedir. z,, = i, n. zamanda durumun
H;(i = 0,1) oldugunu g6stermektedir. Gdzlem suresi boyunca olusan rasgele
ikili degiskenler z := (z1, 29, ..., zy) ile ifade edilmektedir. n — 1. zamandan n.
zamana gegis &, := (z,_1, z,) durum cifti ile gdsterilmektedir. Durum dizilimi z
ile gegis dizilimi &, := (&, &, . .. {y) arasinda birebir baginti bulunmaktadir. Du-
rum #,'den durum #;’ye gegis olasiligi =;; € [0, 1] (¢, j = 0, 1) ile gdsterilmekte-

dir. Tanimi geregi, tim ¢ durumlari icin, 7. durumdan 0 durumuna ve 1 durumuna
7j=1

gecme olasiliklar toplami 1’e egit olur ( ij = 1). k. sensdérden n. zamanda
alinan él¢im v, 1 (ynr € R E=1,2,..., ]]<:§)/e n=1,2,...,N) ile gbsteriimekte-
dir. Tim sensérlerden n. zamanda alinan élgiimler ise y,, := (Yn.1, Yn.2; - - - Yn.x)
vektoru ile ifade edilmektedir.

Ele alinan problem icin, eger durum n. zamanda H; olarak degistiyse (&, =
(1 —4,4)), n. zamandaki k. sensor gdzleminin alinan tim ge¢gmis gdzlemler-
den bagimsiz oldugu varsayilmistir. Bu durumda n. zamanda k. sensérin H;
hipotezi altindaki gézleminin CDF'i F(y,, ,: o) ile gbsterilmektedir. ¥, k.
sensorin H; durumuna gegis sonucunda dagiliminin bilinmeyen parametresi-
dir. Diger bir yandan, eger n. zamandaki durum H;, n — 1. zamandaki durum
ile ayniise (&, = (1 —4,4)), n. zamandaki k. sensériin gbézlemi yanlizca n — 1.
zamandaki gézleme bagl olup, diger tim gecmis gdzlemlerden bagimsiz ol-
dugu varsayilmigtir. Bu durumda n. zamanda k. sensérin H; hipotezi altindaki
gézleminin kosullu CDF'i E* (g, k|yn—1.0: ") ile gosterimektedir. ¢\, k. sen-

s6rin H; durumunda kalma sonucunda dagiiminin bilinmeyen parametresidir.
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Bdylece, her bir sensérin ardisik zamanlarda aldigr élcimler arasi bagimlilik
Markov olarak modellenebilmektedir (Bolum 3.1). Herhangi bir anda sensor-
ler arasi bagimlilik ise kopula fonksiyonlari kullanilarak modellenmistir (BélGm
2.1). Eger durum n. zamanda H; olarak degsitiyse (¢, = (1 —4,4)), n. zaman-
daki sensér gdzlemleri arasindaki bagimlilhik kopula fonksiyonu ile Es. 4.1°deki

gibi modellenmisgtir.

F(yni @0 00) = O (B (o) i o )ing ) (@)

Es. 4.1de )\, ;, H;.i = 0,1 hipotezine geg¢is oldugu durumdaki kopula fonksi-
yonu C,(-)in bilinmeyen parametreleri, ®; := {pM @ ... o5}, ise ge-
¢is esnasindaki sensor gdzlemlerinin dagilimlarinin bilinmeyen parametreleri-
dir. Eger n. zamandaki durum #;, n — 1. zamandaki durum ile ayni ise (&, =
(1 —1,1)), n. zamandaki sensér gdzlemlerinin bilesik CDF’leri Es. 4.2°deki gibi

modellenmigtir.

Fi(tnlyn 15 ®is Aa) = Ca (B (gl 10321,

F(K (yn K’yn 1K7901 ) )\2 z) (42)

Es. 4.2de \,;, gecis olmadigr durumdaki (£, = (1 — 4,4)) kopula fonksiyonu
Cy(-)'nin bilinmeyen parametreleri, ®; := {¢V, 6 ... s}, ise gegis ol-
madigiI durumda, n. zamandaki sensér gdzlemlerinin dagihmlarinin bilinmeyen

parametreleridir.

Sirasiyla Cy(+) ve Cs(+) kopula fonksiyonlarina ait bilinmeyen parametreler A, :=
{10, A1} ve Ay := {2, A1 } bilinmiyor ve kestirilecektir. Benzer gekilde, ar-
disik zamanlarda durum gecisi oldugu ve olmadidi durumlardaki gézlemlere
ait dagiimlarin bilinmeyen parametreleri {®, ®} de kestirilecektir. Tiim bilin-
meyen parametreler © = {q),ci),Al,AQ} ile ifade edilmektedir. Es. 4.1 ve Es.

4.2’nin K. dereceden tlrevi alindiginda, sensér gézlemlerinin bilegik PDF’leri,
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n. zamanda H;, « = 0,1 hipotezine gecis oldugu durum igin (¢, = (1 — 4,1))
Es. 4.3de, H;, i = 0,1 hipotezinde kalma durumu igin (£, = (i,7)) Es. 4.4'de

verilmistir.

K
yTL7 <H fz yn 7 QO,L )
k=1

< e (F i) B s o)) (4.3)

K
fi (ynly”—l; @) = <H fz(k) (yn,k|yn—1,k§ @5“))
k=1

X C2 <Fz(1) (yn,lyynfl,l; 9551))7 SR Fz( (yn K’yn 1,K5 901 ) )‘2 z) (44)

Es. 4.3 ve 4.4'de verilen ¢;(-), C;(-)'in j = 1,2 igin K. dereceden turevidir.
Verilen bir durum dizilimi z igin, tim sensérlerin 6lgtim siresi boyuncaki g6z-

lemlerinin (Y := (y1,...,yn)) bilesik PDF’i

N
p(V|z:0) = [ [ pWnlyn-1. 20, 20-1;©), (4.5)
n=1
gibidir. Es. 4.5'de verilen p(y,|yn_1, zn, 2n—1; ©) Es. 4.6'da agiklanmistir.

p(yn|ynflv Zny Zn—1, @> = fO(yna ®>Zn71(lizn)f0(yn’ynfl; @)(liznil)(lizn)

X f1(yn; ©)I 5= ) (y, |y, _1; ©)-17 (4.6)

ik gdzlem igin z; = 1 — z, (durum gegisi) oldugu varsayiimistir.

Flzyon merkezinin gdrevi, bilinmeyen parametreler © altinda, tim 6lcim se-
tine () dayanarak her bir zamanda n» = 1,..., N durumu algilamaktir. Bu
durumda standart yaklasim olarak, tim &lgtiimler verildiginde hipotezlerin son-
sal olasiliklarina gdre secim yapilabilir. Eger p(z, = 0[,0) > p(z, = 1|¥,0)
kosulu saglaniyorsa H,, saglanmiyorsa 7, segilir. © bilinmeyen parametrelerin

kestirimini ifade etmektedir. Ancak bu ¢6zimde, her bir sensériin gézlemleri-
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nin zamanda bagimlihgi nedeniyle, islem sayisi N ile birlikte Ussel olarak art-
maktadir (2 hipotez igin O(2")). Bu amagla literatiirde bilinmeyen parametreleri
kestirmek icin EM algoritmasi kullanilmigtir [1]. n. zamandaki durum i¢in sonsal
olasiliklari, yalnizca n — 1. ve n. zamandaki sensér gbzlemleri ele alinarak yak-
lagik olarak hesaplanmistir. Eger p(z, = 0|y, Yn_1, é)) > p(z, = 1|yn,yn—1,@)
kosulu saglaniyorsa H,, sadlanmiyorsa #, secilir. ©, EM algoritmasinin ya-
kinsadigi © kestirim sonucudur. [1]de EM algoritmasinin her beklenti (E) adi-
minda sonsal olasiliklarinin gercek degerleri yerine yakin degerlerinin kulla-
nilmasi diginda, yaklasik degerleri hesaplama yolu da diger bir dezavantaji-
dir. Makalede, sonsal olasiliklari i = 0,1 igin p(z, = i|[Yn, Yn_1,0) = p(zn =
izt = 1Yn, Yn-1,0) + p(zn = i, 20-1 = 0yn, Yn_1,©) hesabi kullaniimis an-
cak p(zn = ilYns1,Un, ©) = P(zat1 = 1,20 = ilYns1,Un, ©) + Pzns1 = 0,2, =
i|Yns1, Yn, ©) olarak hesaplamak da miimkiindiir. iki farkli sekilde hesaplamada
farkl sonuclar elde edilmesi durumunda belirsizligin nasil ¢d6zildigi aciklan-
mamistir.

Bu tez calismasinda literattrdeki calismalara alternatif bir ydntem 6nerilmistir.
Gozlemlerin sonuna kadar olan durum dizilimi z, genellestirilmig en blytk son-
sal olasilik (MAP) yaklasimi ile sezmek mUmkindir (Es. 4.7). z ile ifade edilen

durum, rasgele degisken, © ise deterministik kabul modellenmisgtir.

Z = arg max max logp(Y, z;0), (4.7)

Es. 4.7de verilen z, uzunlugu N olan ikili vektdrdir. Stokastik stre¢ Markov
yapisinda oldugundan p(Y, z; ©)
p(Y,z0) = p(2)p(Y|z; ©)

N
- H Zn|Zn 1 yn|yn 1y ”ny fn— la@) (48)

=T
Zn—1-%n

seklinde ifade edilebilmektedir. O halde, Es. 4.8 durum diyagrami ve kafes di-
yagrami ile bagdastirilabilmektedir (Sekil 4.1). Kafes diyagramindaki her bir dal
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(gecis) icin metrik

Y(&n; ©) := —log e, —1og p(Yn|Yn-1,%n; ©), (4.9)

olarak tanimlanabilmektedir. Bu durumda Es. 4.7, Es. 4.9'u kullanilarak

N

zZ=arg mzin m@in nz:;y(fn; ©). (4.10)
seklinde ifade edilebilmektedir. Es. 4.10'da © Uzerinden eniyileme yaparsak,
Es. 4.10°daki eniyileme problemi, gézlemlere dayanarak kafes diyagramindaki
en dusuk toplam dal metrigini veren yolu bulmaya denk gelmektedir. VA, bu
problem igin nimerik olarak etkin olan bir ¢6zim sunmaktadir (Bélim 3.2)
[3,31]. Ancak bilinmeyen parametreler oldugu icin gecis metrikleri (Es. 4.9) VA
ile dogrudan hesaplanamamaktadir. Bu sebeple, klasik Viterbi algoritmasini
dogrudan kullanmak yerine, sag kalan yollar kullanarak parametre kestirimi
yapip, gecislerin hesaplanmasina ek bilgi saglayan PSP algoritmasi kullanil-
mistir (BélUm 3) [35].

z{ = (z1,..., %), n. zamana kadarki durum dizilimi oldugunu varsayalim. Bu
durumda =z} kafes diyagraminda z; durumundan baglayip z, durumunda son

bulan, metrigi

Y(2150) = ) 7(m: ©). (4.11)

m=1
olarak verilen bir yola karsilik gelir (B6lim 3.2). z,, digiminde biten en disik
metrige sahip olana sag kalan yol denir ve 2(z,) ya da £(z,) ile gdsterilir. Bu
yollarin biriken metrikleri de I'(z,,) = v(2(2,); ©) ile gbsterilir. Bu tez ¢aligma-
sinda ele alinan problem i¢in, Markov zincirinde 2 farkli durum oldugundan, n.

zamanda z, = 0 ve z, = 1 digumlerinde biten 2 sag kalan yol bulunur.

n > 1 olan tim zamanlarda, VA her bir durum z, icin, yalnizca sag kalan yollari

ve onlarin biriken metriklerini saklamaktadir.
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700/ fo(YnlYn—1;©) 11/ f1(Yn|Yn-1;0)

Sekil 4.1. (a) Markov zincirlerinin durum diyagrami. Digimler durumlari,
dallar ise gecigleri temsil etmektedir. Gézlemler bitene kadar slrecin
durum geciglerinde izledigi yol, bu durum diyagramina géredir. m;;,
i,j = 0,1i¢in H; durumundan #; durumuna gegis olasiligidir.
fi(yn; ©), n. zamanda durum #;_;’den durum #,’ye gegis olduysa
(&, = (1 —1,1)), y, gbzlemleme olasihgidir. f;(y,|y._1;0), n.
zamanda durum degismeyip durum #,;'de kaldiysa (¢, = (7,17)), yn
gbzlemleme olasihgidir. (b) (a)’da verilen Markov zinciri igin gézlem
dizilimin (..., Y —1,Yn,Ynr 41, - - .) Gati diyagrami. Her digum verilen
bir zamandaki farkl bir durumu, her dal bir sonraki zam anda yeni
bir duruma gecisi temsil etmektedir. Her durum dizilimi z ¢ati
diyagraminda biricik bir yola karsilik gelmektedir.
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Ozyinelemeli VA n + 1. zamana ilerlerken, n. zamandaki tiim sag kalan yol-
lardan ¢ikan dallara karsilik gelen metrikleri (v(&,41; ©)) hesaplar ve her z, ;.
durumu igin biriken metriklerden (I'(z,) + v(&,41; ©)) en dustk olanint n + 1.

zamani igin sag kalan yol olarak secer (Es. 4.12).
[(za11) = min [D(z0) + (615 0)], (4.12)

Es. 4.12'deki minimumu bulma islemi, glincel durum z, ve z, druumundan z,,.,
durumuna gegis (£,+1) icin tanimlanan metrik Gzerinden gergeklestirilir. I'(z,,41)
ve bu minimum metrige karsilik gelen sag kalan yol her bir durum z,; igin

saklanmaktadir [3].

Bilinmeyen parametrelerin olmasi durumunda, PSP algoritmasi, sag kalan yol-
lar bulunduktan sonra, bu yollara karsilik gelen veriler ile yaptigi parametre
kestirimini VA icine gbmerek standart VA'ya yaklasim saglamaktadir [35]. n.
zamanda sag kalan her bir yol i¢in ayri bir kestirici atanir ve bilinmeyen para-
metreler vektérl ©’nin sag kalana dayal kestirimi sag kalan yol 2(z,)’e daya-

narak

~

O(z,) = arg min ¥(2(z,); ©), =z, =0,1. (4.13)
e

olarak hesaplanimaktadir. Parametre kestiriminden sonra, her bir sag kalan yol
kendi durum dizilimi kullanilarak kestirilmig parametreleri kullanilarak genisle-
tilmektedir. Ozetle, her bir sa§ kalana dayali parametre kestirimi, kestirimin ya-
pildi§i durumdan ¢ikan dallar igin gecis metrikleri hesabinda (v(¢,.1;9(z,)))
kullanilir ve algoritma standart VA'da oldugu gibi Es. 4.12'deki yineleme ile de-

vam eder.

Bu tez calismasinda sensérler arasi bagimliligir modellemek igin Gauss kopula

ve Student’in t kopulasi model olarak kullaniimigtir.
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4.1 Gauss Kopula ile Bagimhilik Modelleme

Bu bélimde sensérlerin marjinal dagihmlarinin Gauss oldugu, sensérler arasi
bagimliigin Gauss kopulasi ile modellendigi durum ele alinmistir. EGer durum
n.zamanda H,; olarak degistiyse (&, = (1—1,1)), k. sensdriin n. zamandaki g6z-
leminin dagiliminin bilinmeyen ortalama degeri gogk), bilinen varyans degeri )

olan Gauss [ (yur: ™) ~ N (@™, 1*)) oldugu varsayilmistir. Ote yandan,
eger n zamanda durum deg@ismediyse (¢, = (4,7)), zamanda bagimli guraltiler
birince dereceden AR sire¢ olarak modellenmigtir (Es. 4.14).

Un e = Qlp_1 ) + w®) (4.14)

n

Es. 4.14'de verilen « biliniyor varsayilmistir. w® ~ A(0, /") ise zamanda (n)
bagimsiz olan beyaz Gauss rasgele degiskenleridir. Durum gecisi olmadigi du-

rumdaki n. zamandaki k. sensdr gézlemi y,, .. ise Es. 4.15'de verilmigtir.
Ynk = On i + gogk) (4.15)

Es. 4.14 ve Es. 4.15'i kullanarak, n. zamanda durum gegcisi olmadiginda, v,,—1 x

verildigi zaman y,, , dagilimi fi(k)(yn’k|yn_1,k; cpgk)) ~ N(ayn_1,k+<p§k)(1—a), Vi(k))

olarak bulunmaktadir. Sensérlerin gbézlemleri arasi bagimhlik (c;(-) (Es. 4.3) ve

c2(+) (Es. 4.4) kopula fonksiyonlari) Gauss kopulasi kullanilarak modellenmistir.

Gauss kopulasi
-1 .
c(ug,...,ug;R) =|R| 2 exp —5 (R —Ig)x|, (4.16)

olarak ifade edilmektedir. Gauss kopulasi, korelasyon matrisi R ile ifade edil-
mektedir (Es. 2.22). Es.4.16'daki terimlerin agiklamasi asagidaki gibidir.
x=(z1,...,75)", z; = G '(u;), G: standart Gauss CDF,

I, K x K birim matris,

R, kdsegen elemanlar 1, her bir elemani € [—1, 1] olan simetrik kesin pozitif
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korelasyon matrisi

|IR|, R'nin determinanti

Gauss kopulasi ¢;(-)'nin H; hipotezi altindaki korelasyon matrisi \;; ( j = 1,2
ve i = 0, 1) ile ifade edilmektedir.

Ao : Hi1 — Ho hipotez gecisindeki kopula ¢ (-)’in korelasyon matrisi

A1t Ho — H4 hipotez gecisindeki kopula ¢ (-)’in korelasyon matrisi

Ao : Ho — Ho hipotez gegisi olmadigi durumdaki kopula ¢ (-)’nin korelasyon
matrisi

A1 @ Hi1 — Hi hipotez gegisi olmadigi durumdaki kopula c;(-)’'nin korelasyon

matrisi

Yukarida verilen ifadeler igin Es. 4.3, H, hipotezi icin Es. 4.17°de, H, hipotezi
icin Es. 4.18’de verilmigtir.

X 1 ( x(k)(n)2>
f (ym®) exp | — 0
’ (IH 27ruék) 2
X ’)\1’0|_% exp <—%$0(H)T()\1_7(1) — IK)wo(n)) (41 7)
K 1 ( 7 n)2>
f (ym@) exXp | —
1 (H 27w§k) 2
X ])\171|_% exp (—%wl(n)T(Ai} — IK)wl(n)) (4.18)

Yukarida verilen ifadeler icin Es. 4.4, H, hipotezi icin Es. 4.19'da, #; hipotezi
icin Es. 4.20°de verilmigtir.




s (k) \2
1 X n
Filyalr:0) = [ T e (_ il ))
k=1 /2w
1

s Fewp (30100 051 - @) (420)

Es. 4.17, Es. 4.18, Es. 4.19, Es. 4.20 ve Es. 4.9'u kullanarak z,,_; durumundan

z, durumuna gecisteki dal metrigi

v(&n: ©) = —log me, + 0.5K log 27

K K
+0.5(1 — 2,) Z log I/(()k) + 0.5z, Z log u§"“)

k=1 k=1
+0.52,-1(1 = 2,) (log [A1o] + @o(n)" A §o(n))
+0.5(1 — z,-1)(1 — z,) (log | A2,0] + on(n)T)\;(l):Eo(n))
+ 05(1 — Zn—l)zn (lOg |)\171| + ml(n)T/\i}azl(n))

+ 0.52p-12, (log [A21| + &1(n)" Ay 181 (n)) (4.21)

olarak bulunmaktadir. Es. 4.21'de verilen xﬁk) (n), n— 1. zamanda H,_; hipotezi
g06zleyip, n. zamanda #; hipotezine gecis olmasi durumunda, k. sensorin n.
zamanda H; hipotezi altindaki élgimuantn normallestiriimesiyle

(k)

2B (1) = GHED (y; o)) = % i=0,1vek=1,.. K (422
k

olarak elde edilmistir. Tim sensérlerin dlglimlerinin normallegtiriimesiyle elde
edilen vektdr ise x;(n) ile gdsterilmistir ( z;(n) = (2" (n),..., 2 (n))T ). Ben-
zer sekilde, Es. 4.21°de verilen ¥ (n), n — 1. ve n. zamanlarda %, hipotezi
g6zlenmesi durumunda, k. sensériin n. zamanda #,; hipotezi altindaki él¢gtimu-

nudn normallestiriimesiyle

~(k _ k ~(k
P m) = GHED il yn- 16 3))
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_ Ynk = QYn—1k — @Ek)(l —a)

¥

i=0,1vek=1,....K (4.23)

olarak elde edilmistir. Tim sensérlerin dlgtimlerinin normallegtiriimesiyle elde
edilen vektor ise &;(n) ile gosterilmistir ( z;(n) = (Z"(n),.... 2 )7). n. za-
manda verilen bir gegis &, i¢in Es. 4.21°deki ikinci satirdaki iki terimden yalnizca
biri ve son doért satirdaki terimlerden biri sifir sonucu vermemektedir. Diger tim

terimler sifir sonucunu vermektedir.

A;(z,), kafes diyagraminda, n. zamanda durum z,’de sonlanan sag kalan yol-

daki, durum H;_,’den durum #,’ye gecisler olarak tanimlanmistir.
Ai(zn) ={&m €&(zn) : &n=10—4,9),m=1,....,n}, 1=0,1icin (4.24)

Benzer sekilde, A;(z,) ise durum #,;'den durum #,;’ye gegisler olarak tanimlan-

mistir.

~ ~

Ai(zn) ={&n € E(2n) : & = (i,9),m=1,...,n}, i=0,1ig¢in (4.25)

n. zamanda her iki digim (z, = 0 ve z, = 1) icinde parametre kestirimi ya-
pilmaktadir. Parametrelerin (©) ML kestirimi, Es.4.13’de ifade edildigi gibi, bu

digimlerde sonlanan sag kalan yollara dayanmaktadir.

Kopula fonksiyonun korelasyon matrisleri Es. 4.26’y1, sensorlerin ‘H,; hipotezi

altindaki marjinal dagihmlarin ortalama vektéra ise Es. 4.27’yi kullanarak bu-

lunmaktadir.
Ni(zn) — aAj’iZ_wgm;@):o, j=12vei=0,1 (4.26)
(z) — azn: (&m;©) =0, i=0,1 (4.27)
<pz n a im:lry my - 9 - bl -

Es. 4.26 ve Es. 4.27°de yer alan &,,,, sag kalan yola ait gecisleri ifade etmektedir
(&m € &(zn)).
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j=12vei=0,1ic¢in Es. 4.26, Es. 4.21’i kullanarak Es. 4.28'deki gibi ifade

edilmektedir.
5\170(,2”) = Thrs mil 0.52m-1(1 — zm) (log | A1o| + wo(m)TAi(l)wg(m)) =0
5\1,1(,2”) = T miZIO.S(l — Zm—1)%m (log A1 + ml(m)T/\i%azl(m)) =0
ban(z) = - milo.f»(l — o) (1= 2) (108 | Aag| + o(m) A b (m)) = 0
5\271(,2”) = P mi:l 0.52—1%m (log |A21| + ﬁzl(m)T)\;&ﬁzl(m)) =0

(4.28)

Es. 4.29 ve Es. 4.31'de verilen bilgiler ( [36], [37]) ile birlikte Es. 4.28’in ¢6zUl-

mesiyle elde edilen sonug Es. 4.32°de verilmigtir.

0 _
0 ry-1 T Ty\~T
8_)\(w ATx) =Xz’ A (4.30)

A matrisi simetrik oldugundan(A” = \) :

0

8—>‘(a;Tx1w) = Atz A (4.31)

T
Ao
T
5\1:1(’2”) - ngeAl m1<m)m1(m) )
Ay
i, @ T T
Aao(zn) = Lgucdy wON(m)wo(m) |
[ Aol
i, T T T
o (20) = nch Tﬁ)%(m) o
1
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Es. 4.32'de verilen ifade 6rneklem korelasyon matris hesabidir. Ornegin, A, .'yi
hesaplamak igin yalnizca hipotezin #,_;’den H,’ye gectigi anlardaki veriyi kul-
lanarak, . ; igin ise #; hipotezinin degismedigi anlardaki veriyi kullanarak kes-
tirim yaplmaktadir. Es. 4.32°de verilen korelasyon matrisi ifadelerinde ¢ikan so-
nucun gecerli bir korelasyon matrisi olmasini (PSD, simetrik, késegenleri 1) ga-
ranti etmez. Elde edilen kestirimlerin simetrik olacagi garantidir, onun digindaki
PSD olmasi ve kdésegenlerinin 1 olmasi garanti degildir. Eger 4.32'de verilen
x = {x;(m),m =1,2,...,n} setinde K tane dogrusal bagimsiz vektdr bulunu-
yorsa, \;,; tam kertedir ve dolayisiyla kesin pozitif (PSP) matristir. A, kestiri-
minde kullanilan veriler zamanda bagimsizdir (Es. 4.14 ve Es. 4.15, a = 0). Bu
nedenle n > K igin, yapilan kestirimlerden elde edilen matris PSD olur. Ancak
A2, icin ardigik zamanlarda alinan 6lgiimler bagimhdir ve n > K oldugunda
kullanilan verilerle kestirilen matrisin PSD olmasi garanti degildir. Kestirilen
matrisin hem PSD olmasi hem de kbésegenlerinin 1 olmasi icin, kestirilen ko-
relasyon matrislerine Higham tarafindan énerilen method [38] dénguli ¢ézim
uygulanmigtir. Higham, verilen bir simetrik matris icin, agirlikli Frobenius norm
anlaminda bu simetrik matrise en yakin olan egsiz bir korelasyon matrisi oldu-
gunu gostermistir. Kullanilan algoritmada en genel ifade ile, verilen bir simetrik
matrisin, PSD, késegenleri 1 olan matrislerden olusan digblkey sete izdlsU-
munUn alinmasi ile en yakin korelasyon matrisi elde edilmektedir. Bu algoritma
Es. 4.32'deki kestirilen tim korelasyon matrislerine (\;;, i = 0,1 j = 1,2) uy-

gulanmistir.

i=0,1i¢in Es. 4.27, Es. 4.21’i kullanarak Es. 4.33'deki gibi ifade edilmektedir.

n

. 0
‘PO(Zn) = 8_900 Z

: <O.5zm1(1 — Zm) (:co(m)T;\iéxg(m)>
40501 — z1)(1 = 2) <zfc0(m)T§\£éio(m)) ) ~0

Gr(z) = e (0.5(1 1) (ml(m)Tx;}ml(m))

m=1

+ 0.5(2m-1)(2m) (@(m)@\;}izﬂm)) ) =0 (4.33)
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Es. 4.33'de verilen x; ve x; vektorleri, H; hipotezi altinda alinan élgtimlerin nor-
malize edilmesi (Es. 4.22 ve Es. 4.23) ile elde edilen K1 boyutlu vektbrlerdir
(Es. 4.34).

A; = diag ()5, ()05, .., (v{))09)

_ (1) -

ym,l - sz

A

K
Ym, Kk — 301(' )

5

Yot — W11 — (1 —a) ]

o

Z;i(m) = : = A7 (Y — Y1 — i1 — a))

ym,l - aymfl,K - (pz(K)<1

(K
v;

—a)

~

(4.34)

Es. 4.35 ve Es. 4.36'da verilen bilgiler ile birlikte Es. 4.33'Un ¢bzllmesiyle elde
edilen, sensdrlerin her bir hipotez (#;) altindaki marjinal dagilimlarinin orta-
lama vektdru kestirimi Es. 4.37°de verilmistir. Es. 4.37’de verilen |- | kime nice-

ligini ifade etmektedir.

0

i
0

i
= —2D(1 — ) (Y — Y1 — pi(1 — @) (4.36)

((ym - Soi)TC(ym - 901)) = _QC(ym - 902) (435)

(Ym — Y1 — @i(1 — @) D (Y — aypm-1 — @i(1 — @)))

Bo(zn) = Do (| Aol Arh + Aol Azh(1 — 0)?)

(5‘1,(1JA01 Z Ym + ;\Q_,(IJAal(l - Oé) Z (ym - ayml)) )

EmEAp EmEAD
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~ ~ —1
@1(20) = A1 (LAY + LA AZH(1 = 0)?)

(&&Af > Um +AIAT =) Y (Y — aymn) (4.37)

§7n E-Al gm GAI

4.2 t Kopulaile Bagimhlik Modelleme

Bu bélimde, sensérlerin marjinal dagilimlarinni t oldugu, sensérler arasi ba-
gimhihgin Student’in t kopulasi ile modellendigi durum ele alinmistir. Eger du-
rum n. zamanda H; olarak degistiyse (¢, = (1 — ¢,1)), k. sensérlin n. za-
mandaki gbzleminin dagiliminin, bilinmeyen ortalama degeri <p§’“>, bilinen 6l-
cek parametresi (ufk))°'5 ve bilinen serbestlik derecesi parametresi 1 olan t
FE i) ) ~ T 0™ ;) oldugu varsayiimistir. Bu dagilimin varyans
vEu/ (i — 2)dir (v > 2 icin). Ote yandan, eger n zamanda durum degismediyse
(¢, = (i,1)), zamanda bagimli gurultiler birince dereceden AR slreg olarak

modellenmigtir (Es. 4.38).
gy = 1k + W (4.38)

Es. 4.38'de verilen « biliniyor varsayilmistir. % ~ 7,0, 11;,) ise zamanda

()

(n) bagimsiz olan beyaz t rasgele degiskenleridir. Durum gegisi olmadigi du-

rumdaki n. zamandaki k. sens6r gézlemi y,, . ise Es. 4.39'da verilmigtir.

Es. 4.38 ve Es. 4.39'u kullanarak, n. zamanda durum gegisi olmadiginda,

Yn—1x Verildigi zaman y,, , dagihmi fi(k)(yn,k|yn_1,k; g0§k)) ~ T(oyn_1x + %(k)(l —

a), v, pe,;) olarak bulunmaktadir. Sensorlerin gézlemleri arasi bagimlilik (¢, (+)

(Es. 4.3) ve ¢y(-) (Es. 4.4) kopula fonksiyonlari) Student’in t kopulasi kullanila-

rak modellenmistir.
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t kopula dagilimi, ilinki matrisi R ve serbestlik derecesi p ile

_ptK
(R () (14 et
C(ulv”qu;R?M) = |R‘|_§ ( : _FH'>1 (440)

K 2
P () TIS, (1+ 2a3)

olarak ifade edilmektedir. Es. 4.40°daki ifadeler asagidaki gibidir.
x=(x1,...,2x)", x; =T, '(u;), T, serbestlik derecesi 1 olan standart t CDF,
R, kbsegen elemanlar 1, her bir elemani € [—1, 1] olan simetrik kesin pozitif
korelasyon matrisi

|IR|, R’nin determinanti

Student’in t kopulasi ¢;(-)'nin H,; hipotezi altindaki korelasyon matrisi \;; ( j =
1,2 vei=0,1) ile ifade edilmektedir.

Ao @ Hi — Ho hipotez gecisindeki kopula ¢ (-)'nin korelasyon matrisi

A1 Ho — H4 hipotez gecisindeki kopula ¢ (-)’'nin korelasyon matrisi

Ao : Ho — Ho hipotez gegisi olmadigi durumdaki kopula c;(-)’'nin korelasyon
matrisi

A1 @ Hi1 — Hy hipotez gegisi olmadigi durumdaki kopula c.(-)’nin korelasyon

matrisi

Serbestlik derecesi (1) parametresi biliniyor varsayilmistir. H;, i = 0, 1, hipotezi

altindaki ¢;(-), j = 1,2 kopulast igin, p;,; ile gbsteriimektedir.

Yukarida verilen ifadeler igin Es. 4.3, #, hipotezi icin Es. 4.41'de, H, hipotezi
icin Es. 4.42°de verilmigtir.

K (m 0+1> ] ALt
5 2
Fo(n: ©) = H (1 -+ —xék)(n)2)
LT (550) \fmporg” N 0
_k1,0tK
) Loy K1 ’
P (25) T (38" (1 o Aol

(4.41)
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T
() P () (14 ) N ()

©1,1

(4.42)

M1t

K
1 K k 2
P () I (14 2P (0)2)

Yukarida verilen ifadeler igin Es. 4.4, H, hipotezi icin Es. 4.43'de, H; hipotezi
icin Es. 4.44°de verilmigtir.

K F <,U«2,0+1> 1 _M2,0+1
2 ~(k) (. \2 :
n|Yn-1;0) = 1+ *T( n )
fo(YnlYn-1;0) (Il - (k)< 110 (n) )

k=1 T (552) \/mpa,0vy

w2 0+K
K— ~ T2
() e (1 ) ()
X ’)\270| 2 o o] (443)
2 ~(k 2
P (22 I, (1 580 )2

k=1 T (E22) y/mpo vy 21
_ k21 t+K
LT () P () (14 L) ()
xAaa| - (4.44)
1 K ~(k T2
P () I (1 a2

Es. 4.41, Es. 4.42, Es. 4.43, Es. 4.44 ve Es. 4.9'u kullanarak z,,_; durumundan

z, durumuna gegisteki dal metrigi t kopula igin

K K
1(6,:6) = ~log g, + 051~ 2) Y logrf” +0.52, 3 logf”
k=1 k=1

+0.52,-1(1 — z,)

K
| = 2 K zaln T/\_IQL' n 1,0+
X log|)\170| + log ( 2 ) (7TN1,0) <1+ o(n) 1,0 o(n)

H1,0
+0.5(1 — zp,—1) (1 — 2p)
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x | log|Aa0| + log

}1

—

|1:

N | o

N
[

5

=

N

N
/N

[S—y
+

8

20

G

~

>

- ,[Q I
(=)

N

=

S
N——
S
2
=

N—

+0.5(1 — z,-1)2n

x | log|A1 1] + log

+0.52,_12,

x | log|Aa1| + log

)1
=T
ML
‘E\_/
- (Y]
+/\
3
=
LI
[N] S
7
[S—y
+
8
S
~
212
8
S
~_—
=
T
=
~_
~__ ~__ ~___

olarak bulunmaktadir. Es. 4.45'de verilen z\*)(n) vektorii Es. 4.46'da, ¥ (n)
vektérl Es. 4.47°de verilmistir.

TAFEP o e®)) =2 — % 0 1vek=1,... K

K1, i

&
S
!

(4.46)

(k 1k < (k
xl( (n) = Ezl(Fz( )(yn,k|yn—1,k§ 901( ")

_ Ynk = OYn—1k — Sﬁfgk)(l — )

0

i=0,1vek=1,... K (4.47)

Kopula fonksiyonun korelasyon matrisleri Es. 4.48'i, sens0rlerin H,; hipotezi al-
tindaki marjinal dagihmlarin ortalama vektérl ise Es. 4.49’u kullanarak bulun-

maktadir. Es. 4.48 ve Es. 4.49'da yer alan &,,, sag kalan yola ait gegisleri ifade
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etmektedir (&,, € £(z)).

. 0 — . .
Nji(zn) = o mzﬂw(ﬁm; ©)=0, j=12vei=0,1 (4.48)
. 0 — .
Pi(zn) — % Z Y(&m;©) =0, i=0,1 (4.49)
im:l

j=1,2vei=0,1icin Es. 4.48, Es. 4.45'i kullanarak Es. 4.50’deki gibi ifade

edilmektedir.

Molzn) = 0.52m_1(1 — 2
10(2n) 8)\170;:1 Zm—1( Zm)
o(n)" AT o(n) )
X (log)\1,o+log <1+ o(n)” Asoo )> =0
H1,0
. o <
Ai(z, 0.5(1 = 2 1)2m
1’1(2):>8)\171 2 (1—2zp_1)z
2 (n)" A e (n)
X (log)\171+log <1+ () L1 i )> =0
M1
Mo o(2n 0.5(1 — 2n_1)(1 — 2,
2,0(»’«’):>6A270mz::1 (1= 2m-1)( Zm)

H20

j TA,Ii /1'2,0+K
X <log/\270 + log (1 + o) Ao 0(n)> =0

1 (n)" A\ 121 (n paatlt
X (log)\271+log <1+ 1) A, )> =0

H21
(4.50)

Es. 4.29 ve Es. 4.52°de verilen bilgiler ( [36], [37]) ile birlikte Es. 4.50’nin ¢6zul-

mesiyle elde edilen sonug Es. 4.53’de verilmigtir.

%) S A Tt X\7T
—log(1+x" A x) = T 2Tz

X (4.51)
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Sekil 4.2. Hayatta kalan yollari gdsteren cati diyagrami érnegi

X matrisi simetrik oldugundan(A” = ) :

0 ~AlgpTA!
—log(1+z" X\ 'z) = T

O 1+ 2T 1 (4.52)
ofen) = 1R wolm)zy(rn)”
' |AO| EmEAD H1.0 + mo(m)T)\i(l)a:O(m)
A, () = pia+ K x1(m)x(m)T
7 A ooy M1t @1 (m)T AL 1 (m)
5\2 o(zn) = M2,0:|‘ K Zo(m)@o(m)”
7 Mol 5 120+ Eo(m)T A 50 (m)
- N T
S (za) = P21 T Z1(m)21(m) (4.53)

i, Har t &1 (m)" g 1#1(m)

Es. 4.58'de, \;;(z,) kestirimlerinde kullanilan Xij’ler, z, digumine yoldan ge-
lindiyse, n — 1 aninda ilgili digimde yapilan korelasyon matrisi kestirimleri-
dir. Sekil 4.2'de verilen dérnek icin, n = 4 iken, z; = 0 digimda igin sag ka-
lan yol 2(z, = 0) = {0,0,1,0} olarak, z, = 1 dugimu i¢in sag kalan yol
z2(z4 = 1) = {0,0,1,1} olarak bulunmus olsun. Bu durumda » = 4 aninda
hem z; = 0 hem de z, = 1 diugumlerinde yapilacak korelasyon matrisi kes-
tirimleri igin, z3 = 1 diGgimudnde yapilmis olan korelasyon matrisi kestirimleri

kullaniimaktadir.
Es. 4.27’nin kapal form ifadesi bulunmamaktadir. Bu nedenle sag kalan yollar
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icin gbézlemlere dayali ortalama vektdr kestirimi (6rneklem ortalamasi) yapil-

mistir (Es. 4.54).

| A + ]/le
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5. DENEYSEL CALISMALAR

Bu bélimde, PSP algoritmasinin performansini gézlemlemek i¢in yapilan ben-
zetimlerin sayisal sonuglari sunulmaktadir. Sensérlerin her bir hipotez (H;, i =
0,1) altindaki ortalama degerleri (p;, i = 0,1) ve ardisik zamanlarda hipotez
gecisi olup olmasina bagh olarak degisen korelasyon matrislerinin (\;;, j =
1,2; i = 0,1) kestirim performanslari ve hipotez sezim hata olasiligi, zamanin
bir fonksiyonu olarak elde edilmistir. Algilayicilarin gdzlem verileri benzetimler
ile olusturulmustur. Veriler olusturulurken, ardisik zamanlarda hipotez gegisi
olmas! durumunda PDF £ (y,.): o) ~ N (™, 0", hipotez gegisi olma-

7 i 7

masi durumunda ise PDF ) (g, elyn—1.6; ™) = M@ 1) ~ N(ayn_1s +

@Ek)(l —a), ui(k)) kullaniimigtir. « ve ufk) parametreleri igin dnsel bilgimiz oldugu
varsayilip, @’“ ortalama degerleri icin kestirim yapilmistir. Farkli algilayicilar
tarafindan alinan élgimler arasi bagimlilik ise, verinin sirasiyla Bélim 4.1 ve

Bolim 4.2’de anlatilan Gauss ve t kopulalara gére,

1 p p piY
p p pti?)
N = , (5.1)
p=? 1 p
) )

olarak verilen korelasyon matrisleri kullanilarak olugturulmasi ile saglanmistir.
Parametre kestirimi ve hipotez sezimi i¢in kullanilan yéntem Algoritma 2'de

Ozetlenmistir.
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N

Algoritma 2: PSP algoritmasina dayali parametre seti, ¢, kestirimi ve hipotez

sezimi
N : gOzlem suresi

K : sensor sayisl
Bilinen Parametreler: 7;;, o
ilklendirme:
267 (1) ~ Ny, o),
27 (z21) ~ N (e, 0%,

~

)\jﬂ-(zl) :IK, ]: 1,222 0,1

Gaussian kopula igin Es. 4.21’i, t kopula i¢in Es. 4.45’i kullanarak;

z1 = 0 d0gum metrigi hesapla (I'(z; = 0) = (&), & := (1,0))

z; = 1 d0gum metrigi hesapla (['(z1 = 1) = (&), & = (0,1))

for n=2:N do

Gaussian kopula icin Es. 4.21, t kopula i¢in Es. 4.45 kullanarak her bir
digumden ¢ikan dal metrikleri ilgili digimde en son kestirilen
parametreler icin hesapla (v(&,));

Es. 4.12'yi kullanarak, n anindaki en diisik biriken diigiim metriklerini
belirle (I'(z,), z, = 0,1);

4. adimda bulunan en disUk biriken digim metriklerine karsilik gelen yolu
sag kalan yol olarak se¢ (2(z,), z, = 0, 1);

Gaussian kopula igin Es. 4.32, t kopula igin Es. 4.53’0 kullanarak, her bir
digim icin sag kalan yollara ait veri ile korelasyon matris kestirimlerini
gincelle (A;;(z,); j =1,2i=0,1);

Bulunan korelasyon matrislerine en yakin gegerli korelasyon matrislerini
bul ( [38]) (Aji(zn); j = 1,2 =0,1);

Gaussian copula igin Es. 4.37, t kopula igin Es. 4.54°0 kullanarak, her bir

digim icin sag kalan yollara ait veri ile ortalama deger kestirimlerini

guncelle (p;(z,),i = 0,1);
end 60




Algoritma 2'de,

« ik hipotez (n = 1) icin bir dnceki zamana gére hipotez gegisi (n = 0’'dan
bagimsiz varsayimi ile) oldugu varsayilmistir. Bu varsayimla, n = 1. za-
maninda, z; = 0 digimda i¢in baslangi¢ metrigi, Gaussian kopula igin Es.
4.21°e, t kopula icin Es. 4.45’e gbre z; = 0,2, = 1 i¢cin hesaplanmigtir.
Benzer sekilde, z; = 1 digumu icin baslangic metrigi, Gaussian kopula
icin Es. 4.21’e, t kopula igin Es. 4.45’e gbre z; = 1, 2, = 0 i¢in hesaplan-

mistir.

 Ortalama vektorleri, ortalamasi gergek ortalama degeri, varyans degeri

ise o olan Gauss dagilima gére ilklendiriimistir.

+ Korelasyon matrisleri tim benzetimler igin birim matris olarak ilklendiril-

migtir.

Benzetimlerde, n > K oldugunda ilinti matrisi icin parametre kestirimine bas-

lanmistir. Béylece kestirilen matrisin ();; i¢cin) PSD olma ihtimali arttirilmisgtir.

Durum sezim performansi,

1y |
N

k=1
olarak hesaplanmistir. Her bir hipotez #,; altindaki ortalama deger kestirim ha-

tasi,

. 1 ||¢z(”) - 901”%‘
R S (5.3

olarak hesaplanmigtir. Ortalama deger kestirim hatalarinin ortalamasi ise,

Ao = 337 A,, 54)
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olarak hesaplanmigtir. Korelasyon matrislerinin kestirim hatasi,

(n) = 1) = Nall®
. K2l

(5.5)

olarak hesaplanmistir. Durum gecisi oldugu ve olmadigi duruma gére degisen

korelasyon matris kestirim hatalarinin ortalamasi,

Ay (n) = 537 A, () (5.6)

IORED 9) W (5.7)

olarak hesaplanmigtir.

Sensoérlerin H; hipotezi altindaki marjinal dagihmlarinin ortalama degerleri-
nin ve varyans degerlerinin ayni oldugu durum icin yapilan benzetimler Gi-

zelge 5.1’de verilmistir.

Cizelge 5.1. Ayni ortalama ve varyans degerlerine sahip marjinal sensér
dagilimlari igin benzetim yapilan senaryolar
(v =11 =10, 02 =20, ¢\ = 3,6 = —3, t dagilimlar igin
/JJ]"Z' = S,i,j = 1,2)

Q| Too | o1 P K

Senaryo1 | 0.1 05]/05] 02 |1,2,4,8

Senaryo2 | 0.8 | 05|05 0.2 4
Senaryo3 | 0.1 | 0.8 0.9 0.2 4
Senaryo4 | 0.1 | 05|05 | 04 4
Senaryo5 | 0.1 | 0.5] 0.5 -0.2 4

Cizelge 5.1’deki tim durumlar i¢in sensérlerinin timinin;

* Ho ve H, hipotezleri altindaki marjinal dagilimlarinin varyans degerleri

(vo, 1) 10 alinmustir.
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* H, hipotezi altindaki marjinal dagilimlarinin ortalama degerleri 3, #; hi-

potezi altndaki marjinal dagilimlarinin ortalama degerleri —3 alinmistir.

 Ortalama deger kestirimlerinin ilklendirmesinde (Algoritma 2) kullanilan

varyans degeri 20 alinmistir.

Cizelge 5.1°deki Senaryo 1 i¢in yapilan benzetim sonuglarinda (Sekil 5.1, Se-
kil 5.2) algilayici sayisindaki artigin algoritmanin hipotez sezim performansini
iyilestirdigi géralmuUstir. Sensér sayisi arttikca gelen ek bilgiler algoritma icinde
kullanilarak sakl gozlemler (H,, H1) hakkindaki tahminlerdeki hata olasiligi
azaltilmigtir. Ayni zamanda bu benzetim sonuglarinda, énerilen PSP algorit-
masinin 6lgiim sayisi arttikga parametre belirsizligi olmadigr durumda calisan
Viterbi algoritmasina yakinsadigi gériimastar.

Gizelge 5.1’deki Senaryo 1 ve Senaryo 2’yi K = 4 igin kargilastirmak icin yapi-

025 T T T T T
i = = :K=1, PSP
) = == K=1, Viterbi
\ K=2, PSP
02F N~ e K=2, Viterbi .
> S~a o K=, PSP
ki b e e e - DL K=4, Viterbi |, =
g K=8, PSP
« 015 K=8, Viterbi| -
©
T
£
g ........................................................................................
0 0.1Ff 1
N
Q
(@]
e
T
0.05 .
e
0

2000 4000 6000 8000 10000
Gozlem sayisi (N)

Sekil 5.1. Gauss kopula icin PSP algoritmasinin Senaryo 1 performansi

lan benzetim sonuglarinda (Sekil 5.3, Sekil 5.4) zamansal bagimliliktaki («) ar-
tisin sezim performansini iyilestirdigi gérilmastar. Ardisik zamanlarda durum

gecisi olmadiginda, n — 1 aninda yapilan tahmin ne kadar dogruysa, bagim-
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hlik arttik¢a » aninda yapilan tahminin dogrulugu da artmaktadir. Bu nedenle
hipotez sezim hata olasiligi azalan Senaryo 1’e gére, tim parametreler ayni
tutulup « arrtirildiginda sezim perfomansi da iyilesmektedir.

Cizelge 5.1’deki Senaryo 1 ve Senaryo 3’0 karsilastirmak igin yapilan benze-
tim sonuglarinda (Sekil 5.5, Sekil 5.6) durumlar arasi gegis olasiligindaki (r;;)
artisin sezim performansini iyilestirdigi gértlmustir. Durumlar arasi gegis ola-
siligi birdrnek oldugunda, hipotezler arasi gegis olasi esit oldugundan, durum
dizilimi igin ML kestirim yapilmaktadir. Durumlar arasi gecis olasiliklari birérnek
degilse, bu dnsel bilgi algoritmada kullanilarak MAP ile daha gugclt kestirim ya-

pilmaktadir.

Cizelge 5.1'deki Senaryo 1, Senaryo 4, Senaryo 5’i kargilastirmak igin yapilan
benzetim sonuglarinda (Sekil 5.7, Sekil 5.8) algilayicilar arasi bagimlihk azal-
diginda sezim performansinin iyilestigi gérilmustir. Bu sonug algoritma igin
6zel bir sonug olmayip, algoritmadan bagimsiz olarak tanimlanan senaryoya
6zgudar. Bu durum, 2 algilayici igin Sekil 5.9 ile aciklanabilmektedir. 2 algilayi-
cinin, H, ve H; hipotezi altindaki ortalama ve varyans degerlerine gére ¢izilen
es yUkselti egrilerinden algilayicilar arasi korelasyon arttikca dagilimlarin daha
cok i¢ ice girdikleri gérulmektedir. Bu da sezim performansinda hipotezlerin ay-
nstiriimasinda guclik yaratacagindan, hatali karar verme ihtimalini arttirmak-
tadir.

Su ana kadar algilayicilarin gézlerimi arasi bagimliligin ve bir algilayicinin al-
dig1 élgiimlerin zamanda bagimlilhginin hesaba katildigi durumlar incelenmistir.
Bagimhliklarin hesaba katilmamasi durumu icin Cizelge 5.2'de verilen benze-
timler yapiimistir. Bagimhliklarin hesaba katilmamasi durumunda yasanacak
performans kaybi Sekil 5.10°da verilmigtir. Zamansal ve uzamsal bagimlihgin
hesaba katilmadigi durumda hipotez seziminde performans kaybi yagsanmak-
tadir.

Cizelge 5.2 Senaryo 6 icin, algilayicilarin marjinal dagiliminin Gauss olmasi

ve algilayicilar arasi bagimliigin Gauss kopula ile olusturulmasi durumunda,
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= = :K=1, PSP
= = K=1, Viterbi
n K=2, PSP
0.25 Y D D D T K=2, Viterbi
5 \~- === K= PSP
= S e e e e e e e e _|—-—-+K=4, Viterbi|
S 0.2+ K=8, PSP 9
(@] K=8, Viterbi
8 b
© A
T S R R R R
g 0151 i
N
)
(7]
N
9
o
2
T
0.05
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Gozlem sayisi(N)

Sekil 5.2. t kopula i¢in PSP algoritmasinin Senaryo 1 performansi

’§’ T T T T T T T T T T
(_‘_8 0.15 Senaryo 1 |
2 Senaryo 2
L
g 1
N
[0
¢ L
N
[0]
© 0.05 =
o 1 1 1 T T T T T T T
T 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Gozlem sayisi (N)
10° 7 - i
Senaryo 1 Senayo 1
Senaryo 2 Senaryo 2
4 102 4 10°
10
0 5000 10000 2000 4000 6000 8000 10000
zaman indeksi(n) zaman indeksi (n)

Sekil 5.3. Gauss kopula i¢cin PSP algoritmasinin Senaryo 1 ve Senaryo 2
performansi
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Senaryo 1
Senaryo 2

o
[
o

©
=
~

0.12

=
[

1 1 1 1 T .
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Gozlem sayisi (N)

L

Hipotez Sezim Hata Olasihgi

Senaryo 1
Senaryo 2

Senaryo 1
Senaryo 2

0 5000 10000 2000 4000 6000 8000 10000
zaman indeksi(n) zaman indeksi (n)

Sekil 5.4. t kopula igin PSP algoritmasinin Senaryo 1 ve Senaryo 2
performansi

o
(V)

= Senaryo 1
0.15 == Senaryo 3 4

0.05 K 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Number of samples (N)

10° 10
— Senaryo 1 &

== Senaryo 3

Hipotez Sezim Hata Olasiligi
o
o =

4 1072 4 ' — 4,8t
N A/\l, S3
10° A, s3
10 : : Uy
0 5000 10000 2000 6000 10000
zaman indeksi (n) zaman indeksi (n)

Sekil 5.5. Gauss kopula icin PSP algoritmasinin Senaryo 1 (S1) ve Senaryo 3
(S3) performansi
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Senaryo 1
Senaryo 3

o
[
o

=
[

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Number of samples (N)

Hipotez Sezim Hata Olasihgi

°
=)
a

10° :
Senaryo 1
Senaryo 3 \
10-1 10'3 \
<ff <]’< — A St
1072 - A A, S3
B | | 10 AAz’ S3 | |
10 0 5000 10000 2000 4000 6000 8000 10000
zaman indeksi (n) zaman indeksi (n)

Sekil 5.6. t kopula igin PSP algoritmasinin Senaryo 1 (S1) ve Senaryo 3 (S3)
performansi

=
% T T T T T T T T T T
(]
o Senaryo 4
8 == Senaryo 1
2 10 ¢ Senaryo 5 | |
£
N
()
(%}
N
L
8_ 10—2 | | | | | | | 1 1 1
T 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Gozlem sayisi(N)
10%f 10"
| = Senaryo 4 == Senaryo 4
\ == Senaryo 1 5 == Senaryo 1
Senaryo 5 10 Senaryo 5
S 2 ~<
107 * - 107 * - ’ - -
0 5000 10000 2000 6000 10000
zaman indeksi (n) zaman indeksi(n)

Sekil 5.7. Gauss kopula igin PSP algoritmasinin Senaryo 1, Senaryo 4 ve
Senaryo 5 performansi
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0.1

Senaryo 4
Senaryo 1
Senaryo 5

1 1 1 1 1 1 1 T

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Gozlem sayisi(N)

10°F ‘ ‘ T T T T T
| Senaryo 4
Senaryo 1
1 Senaryo 5 107
< ~<
< \\\ <
- Senaryo 4

Hipotez Sezim Hata Olasihgi

S —
10 Senaryo 1
Senaryo 5
0 5000 10000 2000 4000 6000 8000 10000
zaman indeksi (n) zaman indeksi(n)

Sekil 5.8. t kopula igin PSP algoritmasinin Senaryo 1, Senaryo 4 ve Senaryo
5 performansi

10 10
5 5
> 0 > 0
-5 -5
-10 -10
-10 0 10 -10 0 10
X X
10
5
> 0
-5
-10

-10 0 10

Sekil 5.9. Gauss kopula igin 2 hipotez altindaki dagilimlarin es ylkselti egrileri
(Cizelge 5.1,K=2)
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Cizelge 5.2. Bagimliliklarin hesaba katilmadigi durumlar igin benzetimi
yapilan senaryolar ( vy = v, = 10, 0 = 20,
oM =3 ¢ = —3 0 =08,m; =05,p=04,K = 4)

Aciklama
Senaryo 6 Algilayicilarin 6lgimlerinin zamansal
bagimsiz oldugu varsayilmigtir.
Senaryo 7 Algilayici 6lgimlerinin uzamsal

bagimsiz oldugu varsayilmigtir.
Senaryo 8 Sensdr élcimlerinin hem zamansal, hem de uzamsal
bagimsiz oldugu varsayilmigtir.

Bélim 4.1'de hesaplanan dal metrigi Es. 4.21, korelasyon matrisi kestirimleri
Es. 4.32, ortalama deger kestirimi Es. 4.37 formdlleri sirasiyla Es. 5.8, Es.
5.9, Es. 5.10'daki gibi elde edilmektedir. Zamanda bagimhlik yok sayildiginda

parametresi \; olan tek Gauss kopula fonksiyonu vardir (A;; = Ao = \;).

v(&r;©) = —logme, + 0.5K log 27

K K
+0.5(1 — z,) Z log I/ék) + 0.5z, Z log yfk)
k=1 k=1

+0.5(1 — z,) (log |Ao| + @o(n) Ay @0 (n))
+ 0.5z, (log |A1] + 1 ()" AT @1 (n)) (5.8)

o Yeen, @o(m)o(m)”
No(zy) = FomEEo ,
0<Z ) ‘BO|
] > mEB1 x1(m)x(m)"
Ai(z,) = =omEE B (5.9)
Bol(zn) = anzl(l — Zm)Ym _ ZimGBo Ym
" > ot (1= 2m) 1Byl
~ Zn =1 ZmYm Z§ eB, Ym
Sol(z ) Zm:l Zm ’81| ( )

B;(z,), kafes diyagraminda, n. zamanda durum z,’de sonlanan sag kalan yol-

daki, hipotez H,’ler olarak tanimlanmistir.
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0.2
—— Bagimliliklar modele dahil

0.18 = Uzamsal bagimhlik modele dahil
B Zamansal bagimhlik modele dahil
2 = Bagimliliklar modele dahil degil
o 0.16
S
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©
T 0.14 |
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Sekil 5.10. Gauss kopula i¢cin PSP algoritmasinin Senaryo 6, Senaryo 7 ve
Senaryo 8 performansi

Cizelge 5.2 Senaryo 6 icin, algilayicilarin marjinal dagiliminin Student t olmasi
ve algilayicilar arasi bagimhhgin t kopula ile olusturulmasi durumunda, Bé-
[im 4.2'de hesaplanan dal metrigi Es. 4.45, korelasyon matrisi kestirimleri Es.
4.53, ortalama deger kestirimi Es. 4.54 formulleri sirasiyla Es. 5.11, Es. 5.12,
Es. 5.13'deki gibi elde edilmektedir. Zamanda bagimlilik yok sayildiginda pa-

rametresi \; ve ; olan tek t kopula fonksiyonu vardir (A;; = Ao = \i).

K K
Y(€n; ©) = —logme, +0.5(1 — z,) Z log uék) +0.52, Z log yfk)
k=1 k=1

+0.5(1 — zn)
T (& 2 K T T)\—lw mo+K
X log|)\0| + log (2 (Wﬂ(;) 1+ o(n) 10 0(”)
F(”O;K> Ho
+0.52,
T (4)? K Ty—1 p+K
x [ log |A1] + log (5 le) (szl(n) Al :cl(n))
F(M;K) M1




N Lo + K mo(m)azo(m)T

/\O(Zn) = N )
| Bol R xo(m)T Ay zo(m)
R T
Aa(e) = It wl(m):’”fﬁ) (5.12)
|Bi | cocp, i (m)TA @ (m)
~ ngeb’o Ym
90()(271) - |Bo| Y
) > e eB, Ym
P1(en) = = (5.13)
1]

Cizelge 5.2 Senaryo 7 igin, sensorler arasi bagimlilik hesaba katilmadiginda
modelde kopulalar yer almaz. Sensérlerin marjinal dagilimlarinin Gauss olmasi
durumunda, dal metrikleri 5.14, ortalama deger kestirimleri ise Es. 5.15’e goére

bulunmaktadir.

Y(&n;©) = —logme, + 0.5K log 27
K K

+0.5(1 — z,) Z log Vék) + 0.5z, Z log yfk)
k=1 k=1

+0.52,-1(1 = 25)@o(n) " AL g0 (n)
+0.5(1 = 2-1)(1 = 2,) &0 (n)" Az g0 (n)
+0.5(1 = zo-1)za@1(n) " A 121 (n)

+ 0.52p-12,&1(n) " Az 121 (n) (5.14)

@o(za) = (14| + | Ao (1 = @)?)

Z ym+ 1_a Z (ymayml))v

f'm EAO ﬁm EAO

)= (Ml + LA - )
( > ym+(l—0a) Y (ymozyml)) (5.15)

EmeAr fme.lzll
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Gizelge 5.2 Senaryo 7 icin, algilayicilarin marjinal dagilimlarinin Student t ol-
mas! durumunda, dal metrikleri 5.16, ortalama kestirimi ise Es. 5.17°’ye gore

bulunmaktad?r.

K K
v(&n:; ©) = —logme, +0.5(1 — z,) Z log V(()k) + 0.5z, Z log z/fk)
k=1 k=1

+O.5Zn,12n><
F H2,1 2 K T ~ p21+K
log (%) (WQ’Q) <1+ 1 ()" @ )) (5.16)
T <M2,1+K> H2.1

2
R > e, By Ym
Po(2n) = %7
R > e, eB, Ym
@1(20) = % (5.17)

Cizelge 5.2 Senaryo 8 icin, algilayicilarin marjinal dagilimlarinin Gauss olmasi

durumunda, dal metrikleri 5.18, ortalama kestirimi ise Es. 5.19’a gbre bulunur.

Y(&n; ©) = —log me, + 0.5K log 21
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K K
+0.5(1 = 2,) Y log " +0.52, Y log v

k=1 k=1
+0.5(1 — z,) 2o (n) ®o(n) 4+ 0.52,21(n) 21 (n) (5.18)
A ngego Ym
Po(zn) = W»
. D e Ym
P1(2y) = ==l | gﬂ (5.19)
1

Cizelge 5.2 Senaryo 8 icin, algilayicilarin marjinal dagihmlarinin Student t ol-
mas! durumunda, dal metrikleri 5.20, ortalama kestirimi ise Es. 5.19’a gore

bulunmaktadir.

K
Y(&,;0) = —logme, + 0.5(1 — 2,) Zloguok)—l—O’c’)znZlogV
k= k=1

+0.5(1 — 2,,) X <10g (F (%) (Z/;Z)K (1 N xo(n):mo(n)> 0 )

T (MoJr

4052, X (log( (3) (mu)" (1+M> 1 ) (5.20)
D (g’ 2

Benzetimler Bolim 4’de verilen Es. 4.3, Es. 4.4'de yer alan C; ve C; kopula
fonksiyonlarinin parametrik olarak bilindigi ve bilinmedigi iki farkli durum igin
de yapilmigtir. Cizelge 5.1’de Senaryo 1 icin, t kopulaya gére olusturulan ba-
gimli veriler igin modellemede Gauss kopula kullanilmasi durumunda hipotez

seziminde yasanan performans kaybi Sekil 5.11°de verilmistir.

5.1 EM Algoritmasi

Bu bdlimde bu tez calismasinda ele alinan problemin literatirdeki alternatif

¢6zUmu olan EM algoritmasi anlatilmaktadir.
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Sekil 5.11. t kopula ile olusturulan bagimhiligin Gauss kopula ile
modellenmesinin performansa etkisi

Gozlem sliresi boyunca alinan gézlemlerin bilesik PDF’leri,
N
p(y‘z’®> - Hp(yn|yn—lazmzn—l;@)7 (521)
n=1
olarak ifade edilmektedir. Es. 5.21°'de verilen p(y,|yn_1, zn, 2._1; ©) Es. 5.22'de

aciklanmistir.

PYn|Yn-1: s 20-1;0) = fo(Yn; )07 fo(y, |y, _1; ©) 1 2n-1)0=20)

X f1(yn; ©)0 0 £ (ynlyn 15 ©) 1 (5.22)

n. zamanda #; hipotezinin ortaya ¢ikma olasiligl, {¢;,; ¢ = 0,1} olarak ta-

nimlanmigtir. n. zamanda #,, n — 1. zamanda ise H; hipotezinin ortaya gikma
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olasiligi ise g?)”n = Pr(z, =i, z,_1 = j) olarak tanimlanmistir. Bu durumda;

001 P002---D00N
01,1 ®012---P01N

d=|" g 3 (5.23)
¢1,0,1 ¢1,0,2 s ¢1,0,N
_q;l,l,l qgl,lz s le,l,N_
icin;
¢O,n = é0,0,n + Q;O,l,n
P = 951,0,71 + ¢~>1,1,n (5.24)
Alinan gézlemler ile bilinmeyen parametrelerin ML kestirimi:
O = arg max logp(Y|z;0), (5.25)

Es. 5.25'de verilen p(Y|©) bilinmediginden, Zp(y, z|©) ile elde edilir. p(Y, z|©):

p(¥.2(6) = p(¥|z: ©)p(2[0)
= [T (e = 0lzs = D fo g 0)) 07

% (P20 = 0201 = 0) fo(tn|yn_r; ©)) 710120
X (Pzn = 1]za-1 = 0)fi(ya; ©)) 7
X (P(zn = Hzn1 = 1) f1(Ynlyn—1:©)) " (5.26)

Es. 5.26, Es. 4.3, Es. 4.4 ve Es. 5.24 kullanilanarak,

p(Y,z0) = p(Y|z;0)p(2|0)

(e )

n=1
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Zn 1(1 Zn)
C1 <F(§1)(yn,1;90(()1))7"'7F0(K)(ynKa900 ) )‘1 O))

~ K
®0,0,n k ~(k
x | =2 Hfé )(yn,k|yn—1,k; 90(() ))
Pon iy

(1—2n—1)(1—2n)
_a K
02<F0(1)(yn,1|yn—1,1;¢(()))7---aF0( )(ynK|yn 1K7900 ) /\20>)

(1—2n-1)
C1 <F1(1)(yn,1;90§1))7"-7F1( )(ynKa(pl ) )‘1 l>>

~ K
¢1,1,n k ~(k
M \k=1

Zn—12n
1 ~(1
C2 <F1( )<yn,1|yn—1,1;§0g))7'~‘7F1( )(ynK|yn 1K;§01 ) )‘21)>

(5.27)

olarak bulunmaktadir. [1]de bilinmeyen parametre seti ¢ kestirimleri igin, pa-
rametrelerin en buyuk olabilirlik (ML) ya da en biyuk sonsal olasilik (MAP)
kestirimlerini bulmak igin yinelemeli bir algoritma olan EM algoritmasi kullanil-

mistir. = algoritmada sakli degisken olarak segilmistir.

EM algoritmasinin ’E” adiminda; verilen Y gézlemleri ve en son dénglde tah-
min edilen ® parametre seti ile, L(®; Y, z) = logp(Y, 2|©) olarak tanimlanan
olabilirlik fonksiyonunun z’lere gdre beklentisi (Q(®; %) = E.y.o[L(®; YV, 2)])
hesaplanmigtir (Es. 5.29).

oldy Al 1 Po.1.m (k) (k)
Q@ 2" =D > on(0,n)| s log | ~ : + fo (Ynks )

G1,00—1 + P1,1,n-1

1
‘|‘EC <F( )<yn1agpé))77FO( )(ynK7500 ))\10>>

$00n (k) ~ (k)
+a(0,n) | = log + fo  (WUnklUn—1k; 0
2 )<K <¢00n 1+¢01n 1 o Wnilyns ")
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1 -
+FC2 (Fo(l)(yn,lfynq,l;@(()l)), .. '7FO(K)(ynK|yn 1K7900 ) A2 o))

1 $0.0m (k) (k)
+a1(1,n)| = log + 17 Wngs 1)
3 )<K <¢00n 1+¢01n 1) v '

1
+§Cl (Fl(l)(yn,l;(;pgl))w“aFl( )(ynK7901 ) All))

1 G1.1m *) ~(k)
+as(1,n)| —log + 17 UnkYn—10: 01 )
2l )<K <¢10n 1+¢11n 1) ! '

+_C2<F1(1)(yn,1’yn71,1;@gl))v--~7F1( (Z/nK|Z/n 1K7901 )>‘21>>

K
(ijll" (H ff’“><yn,k|yn1,k;¢§’“>>) (5.28)
" \k

i =0, 1icin Es. 5.28°deki « (i,n) ve as(i,n)

a1(i,n) = Elzy =i, 2p_1 = 1 — 4| Y; )

as(i,n) = Elzn = i, 21 = i|Y; %] (5.29)

S Pr(Y, zn =i, 201 = 1 — 4, 2|7)
>, PrY, z|®old)
S Pr(Y, zn =i, 201 =1, 2| 97)
>, Pr(Y, 2@

ap(i,n) =

(5.30)

as(i,n) =

olarak tanimlanmaktadir.

Es. 5.30'daki z ifadesi n ve n — 1 disinda kalan N — 2 zaman igin durum dizi-
limidir. Bu ifade N uzunlugundaki tim olasi diziler Gzerinden toplama gerektir-
diginden, islem sayisi N ile birlikte Ustel olarak artar. Bu nedenle n zamandaki
durum ile ilgili tahmin yapilirken yalnizca n ve n—1 zamanindaki veriler hesaba

katiimistir.

PT(ynayn—1|Zn = 7:7 Zpn—1 = 1— i; (I)OId)ggi,l—i,n
ZJI‘:() 211:0 Pr(yna yn—llzn = i, Zp—1 = l, (I)Old)gbj,l,n
P ny Yn— n:'; n— :.a(DOld ~iin
Oég(i, n) — - Tl(y Y 1|Z 1,2 1' ? )Qb K5 _ (531)
Zj:o Zl:() Pr(ym ynfllzn =1 2p-1 = l, CDOZd)(bj,l,n

ap(i,n) =
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5.31°de yer alan Pr(y,, Yn_1]2n = 0,201 = 1 — i, @) ve Pr(y,, yn_1]2z, =

i, 21 = i, @) ifadesi;

P’l”(yn, y”_l‘zn = ia Zp—1 = 1— 7;, (I)Old) =
PT(yn|yn_1’ Zn = Z'7 Zn—1 = 1— 'i, CI)Old)PT(yn—l‘Zn = ’i, Zn—1 = 1— Z., (I)Old)
Pr(ym yn_l‘Zn =14, 2p_1 = 1, (I)old) _

Pr(yn|yn71> Zn = 7/-7 Zn—1 = ’i, (I)Old)PT(ynfl‘zn = i, Zp—1 = i? (I)Old)
ifadelerine esittir. Es.4.3 ve Es. 4.4 kullanilarak bu ifadeler;

Pr(Yo, Yoilzn = i, 201 = 1 — 1, 0%7) =

K
k k
= (Cl (E(l)(yn,l; o), F s 0); /\u) T £ s 0} ))>

k=1
K
K
X <C1 (Fl(i)i(ynfl,lﬂpgl_)i):-- F1( Z)<yn 1K7§01 z )i A11- z) Hf1 Zi(Yn—15 01 )Z)>

Pr(ynvyn—llzn - i? Zn—lia (I)Old> =

- <CQ (-F;;(l)(yn,1|yn—1,la 955 ))7 R -F;( (yn K|yn 1,K5 gOz ) /\2 7,)
K
k ~(k
X Hfi( )(yn,k\ynq,k;%( ))>
k=1

K
X (01 <F,-(1)(yn L300 F (i o )\11> Hfl( (Yn—1,65 5 )))

k=1

(5.32)

olarak bulunmustur.

EM algoritmasinin ' M’ adiminda; (®; ®°') fonksiyonunu en biiyik yapan para-
metre seti, bir sonraki déngldeki parametre tahminleri olarak belirlenmistir.

1
Q(®; d°'4) fonksiyonunu {¢;;,, i = 0,1}’a gbre blyltmek igin, Z(@-M +

1=0
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®i1—in) = 1 kisit kullaniimistir. £, Lagrange fonksiyonundaki;
l ~ ~
Ly =Q(P; D) + X Z(¢zzn + @i-in) — 1 (5.33)

1=0

Ay Lagrange garpanini bulmak igin;

~8 — a{(Z’ n) + X = aa(i,n) + Ngbiin =0
a¢i,i,n ¢i,i,n
0 = . (Z’ 77/) + >\<b = al(iv TL) + )\qﬁﬁgi,l—i,n =0 (534)

a¢i,1—i,n ¢i,1—i,n

ifadelerini taraf tarafa toplanarak;

as(i,n) + a1 (i,n) + Np | Giin + Git—in| =0 (5.35)

1

> ($iin+di1—in) = 1 0ldugundan, X, = —1 olarak bulunmustur. Bu deger Es.

=0
5.34’de yerine koyuldugunda, bilinmeyen parametreler ¢, ; , Ve ¢; 1 n,

042(2.7 n) = ¢i,i,n

ai(i,n) = di1-in (5.36)

olarak bulunmustur.

Q(®; ®°'") fonksiyonunu H; hipotezi altindaki sensdérlerin marjinal dagilimlarin-
1 1

daki ortalama ¢\*’ya gére biytitmek igin,/.,./fi(’“)(x;@k))dx =1,1<k<
0 0

K, i= 0,1 kisitt kullaniimistir.

Q(®; ') fonksiyonunu, kopula dagilimlarinin parametresi \;;'ye gore blyit-

oo

mek igin,/ ci(xz; Nj;)de =1, j = 1,2, i = 0,1 kisitt kullanilmistir. = rasgele

deQigkenTeO?i birbicimli dagilima sahip olduklarindan, integral [0, 1] araliginda

alinmigtir.
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Gauss kopula fonksiyonlari icin, Es. 5.28’e Es. 4.17 - Es. 4.20'deki ifadeleri ye-
rine koydugumuzda, Q(®; ®°?) fonksiyonunu, kopula dagiimlarinin paramet-
resi \;;'ye gbre en-bilyitmek, asagida verilen fonksiyonlara gére en-kiglltmeye

denk olmaktadir.

r(1,4) =Y on(i,n) (log | Al + @i(n) Ay jai(n)

n=1

r(2,1) =Y _ (i, n) (log| Al + &i(n) Agjdi(n))

Yukaridaki ifadelerin \;;'lara gére gradyanlarini alip sifira esitledigimizde:

N
Ao = e Zozl((),n) (log [ A1 + @o(n)" A j®o(n)) =0
> on=1
A N
A1 = B Zal(l,n) (log |A11] + wl(n)T)\ﬂazl(n)) =0
T on=1
A N
)\2,0 = 8)\2 . Z ag(O, TL) (log |>\2,0| =+ io(n)TAiéio(n)) = 0
on=1
. o
Xop = E > " as(1,n) (log[Aaa| + &1(n)"A;121(n)) = 0
" on=1

Es. 4.29 ve Es. 4.30 kullanarak ilinti matrislerinin her bir ddngudeki kestirimleri

icin,
5\I,O(Zn) = Zn:%\lx()(n)wo(n) |
Doy 1(0,n)
;\1,1(,2”) = anivml(n)mﬂn) |
Yo a(1,m)
5\270(%) Zn:%v%(n)% n) |
Yo 0o(0,n)
. SN & (n)# (n)T
B 5.37
(o) = Eag 2 o

olarak bulunmustur.

Gauss kopula fonksiyonlari igin, Es. 5.28'e Es. 4.17 - Es. 4.20'deki ifadeleri ye-
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rine koydugumuzda, Q(®; ®°') fonksiyonunu, ; vektérlerine gére en-bilylitmek,
asagida verilen fonksiyonlara gére en-kigultmeye denk olmaktadir.

N

i) =30 g )t ) + 2 g )3 ()

n=1
Yukaridaki ifadelerin ;’lara gére gradyanlarini alip sifira esitledigimizde:

N

. 0 - 0,n)
P0G 2 10 mz() Afo(n) + 220 g () A5 ol) = 0

1,n) .
P1 = 64,01 Zal (1,n)x1(n )\1&:131(71) + 042(2 n) &1 (n )T>\2 1301( )=0 (5.38)

Es. 4.35 ve Es. 4.36 kullanarak #,; hipotezi altindaki ortalama degerlerinin her

bir ddbngudeki kestirimleri,

N -1
(,50 = Ao ZOQ(O, n)j\l_’(l] + OéQ(O,?’L);\ (]_ - C¥)2>
n=1

N N
)‘i(l)A(;l Z 041(0, n>yn + A£6A61<1 - Oé) Z a2<0> n) (yn - aynl)) )

n=1 n=1

'§>
[
g

N ~1
Zal(l,n)jxf& + az(l,n);\ﬁ(l — a)2>

n=1

N N
AIATY " on(Ln)yn + A1AT (1= ) Y an(1,n)(y, — aynl)) :

n=1 n=1

(5.39)

ile elde edilmektedir. EM algoritmasinin ’E’ adiminda hesaplanan «;(i,n) (Es.
5.31) degerleri, Gauss kopulaigin, Es. 4.17, Es. 4.18, Es. 4.19, Es. 4.20 kulla-

nilarak,

- . 1 .
Pio(n) = ¢o,1.n (’)\1 0| 2 exp <—§wo(n)T()\1, — IK)CUO(”))
K (k) 1, \2
X H ! exp (_wo (n) )
(k) 2
k=14/271,



a 1 1 s
X |A11| "2 exp (—§a:1(n — 1)T()\1’& —Ig)xi(n — 1))

K (k) 2
1
o | _r (n—-1)°
k=1 27w k) 2

. . 1 .
FPor(n) = ¢1.0n (|)\1 1| Zexp (_éml(n)T()‘l_i - IK)wl(”))
K (k) (,.\2
" H 1 exp (_a: (n) )
(k) 2
k=14/271;
1

K (k) 2
1 —1
><||—e><:p<——$0 (n ))>
(k) 2
k=11/2m1,

Poo(n) = doon (’5\2,0|_; exp <——530(n)T(5‘2_,(1) - IK)£O(”))

ﬁ ( :zék’<n>2>
X exp —
14/ 27r1/0 2

- 1 1 s
X [A10]72 exp (—5:130(71 — 1)T(Aié —Ix)xo(n — 1))

2557
X exp| —————
27w0 2
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k=14/271;
ifadeleri icin;
. Pl()(n)
ar(0,m) = Poo(n) + Poir(n) + Pro(n) + Pi(n)’
a1(l,n) = Po(n)
’ Poo(n)+P01(n)+P10(n)+P11(n)’
as(0,n) = Poo(n)
’ Poo(n) + Por(n) + Pio(n) + Pri(n)’
as(1,n) = Puln)

N Poo(n) + P()l(n) + Pm(n) + P11<n)7
(5.40)

olarak bulunur. Kestirilen o;(i,n) = ¢ olasilik degerleri icin n. zaman igin hipo-

tez tahmini,

Do = é0,0,n + éﬂ,l,n = a3(0,n) + a1(0,n)

O1n = ¢~>1,0,n + ¢~51,1,n = ay(1,n) + ai(1,n) (5.41)
icin, Es. 5.42’ye gOre yapilmistir.

Ho
¢O,n 5 ¢1,TL (542)

83



Algoritma 3: EM algoritmasina dayali parametre seti, ®, kestirimi ve hipotez

sezimi
N : gbzlem siresi

K : sensor sayisl
Bilinen Parametreler: o
ilklendirme:
267 (1) ~ Ny, o),
2 (z1) ~ N (e, 0%,
Nii(z1) =TIy, j=1,2i=0,1
Gijm=025 n=1,.. N

while E.... > Einreshola dO
E adimi:
Gaussian kopula igin, Es. 5.31’i kullanarak «; (i, n) hesapla,
M adimi:
Gaussian kopula icin, Es. 5.37’yi kullanarak ilinti matris kestirimlerini
giincelle (\,;; j =1,24 =0,1);
Bulunan ilinti matrislerine en yakin gecerli ilinti matrislerini bul ( [38])
()\”, j=1,2i=0,1);
Gaussian kopula i¢in Es. 5.39’u kullanarak ortalama deger
kestirimlerini gtncelle (¢;,i = 0, 1);

Yakinsama kriterini hesapla'

RN ECANEPLS 3 gl
Es = 2K Jold PN T YK L 1(A0)0|
i=0 k=1 j=1 i=0 95 1
Econv — E¢ + E)\
end

Es. 5.41 ve Es. 5.42yi kullanarak n. zamandaki doganin durumunu (H;)

belirle

Algoritma 3'de verilen EM algoritmasina dayali sezim ve kestirim yénteminin
islem karmagikligi O(Lipngu % (6K* + 16NK? + 24N K))( Liong. : Algoritma
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3'deki Eeonw > Einresnoia Yakinsama kriterinin saglandigi iterasyon sayisi), Al-
goritma 2’de verilen PSP algoritmasina dayali sezim kestirim ydntemi igin is-
lem karmasikligi ise O(6NK*® + 18N K* + 16N K ) olarak hesaplanmistir. Farkli
gbdzlem sayisi N ve sensOr sayisi K degerleri icin islem karmasiklik oranlari
Sekil 5.12'de verilmistir. G6zlem sayisi ayni iken, sensoér sayisi azaldikga EM
algoritmasinin PSP algoritmasina gére islem karmasikligr artmaktadir. Sen-
sOr sayisi ayni iken, gézlem sayisindaki degisim EM algoritmasinin islem kar-
masikliginin PSP algoritmasina iglem karmasiklik oranini etkilememektedir. 4
sensor icin, EM algoritmasinin, PSP algoritmasi ile ayni hata degerlerine ya-
kinsamasi igin gerekli ddngl sayisi 2'den fazla ise, EM algoritmasini kullanma-
nin PSP algoritmasina gore islem karmasikhgi, déngl sayisina gére dogrusal

olarak artmaktadir.

5 EM algoritmasinin PSP algoritmasina islem karmagiklik orani

K =8, N=10240
K =4, N=10240
K =8, N=2560
H= = *K=4,N=2560

»
3

IN

w
5

w
T

N
T

X: 4 —~
2 Y:1.1187
O -

islem karmasiklik orani
N
(&)}

=
al
T

=
\

o
o
\\
\
\
\

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
EM algoritmasi yakinsama déngu sayisi

Sekil 5.12. EM algoritmasi ile PSP algoritmasinin islem karmagiklik
seviyelerinin karsilastiriimasi
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6. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda, ¢oklu algilayicilardan alinan zamansal ve uzamsal ba-
giml élgiimlerle parametre belirsizligi altinda durum dizilimi kestirimi problemi
ele alinmistir. Hem zamansal hem de uzamsal bagimliliklar problem ¢6zu-
minde modele dahil edilmistir. Zamansal bagimlilik birinci dereceden AR s-
re¢ olarak, uzamsal bagimlilik ise kopula teorisi kullanilarak modellenmistir.
Uzamsal bagimlilik modellerinde Gauss ve t kopula fonksiyonlari kullaniimis-
tir. Kopula fonksiyonlarinin korelasyon matrislerinin bilinmedigi varsayilmistir.
Algilayicilarin her bir hipotez altindaki marjinal dagihmlarinin parametrik ola-
rak bilindigi ancak ortalama degerlerinin bilinmedigi varsayilmigtir. Bilinmeyen
parametrelerin kestirilip durum diziliminin tahmini icin PSP algoritmasina da-
yali ¢6zUm ydntemi dnerilmigtir. PSP ile bilinmeyen parametrelerin kestirimi de
klasik Viterbi algoritmasinin igcine gomulerek es zamanli sezim ve kestirim ya-
pilmistir. PSP algoritmasina dayall bu ¢6ziimde, sensérlerden alinan gézlem
sayisi arttikca klasik Viterbi algoritmasina yakinsanarak asimptotik olarak en
iyi ¢6zim elde edildigi géralmustdr.

Kopula fonksiyonlarinin parametrik olarak bilinmedigi durumda ya da zaman-
sal, uzamsal bagimliliklarin modele dahil edilmediginde hipotez seziminde per-
formans kaybina yol agtigi gérilmustar.

Literatlirde, ele alinan problem icin EM algoritmasina dayali bir ¢6zim oldugu
gorilmistir [1]. Onerdigimiz ¢dziimde EM algoritmasina gére islem karmasik-
g1 agisindan avantaj saglanmistir. Bu tez ¢alismasinin, problemin EM algorit-
masina dayanan ¢6zimune [1] gbre bir diger avantaji da hesaplamalarin ¢evri-
mici yapilmasidir. Sag kalan yollara dayali parametre kestirimi gevrimigi olarak
hesaplanmaktadir. Dolayisiyla, sensérlerden ilk anda alinan gézlem setinden
baslayarak, sifir gecikme ile durum dizilimi belirlenebilmektedir. [1]'da éneri-
len algoritmada, g6zlem slresi boyunca veriler toplanip, toplanan bu verilerin
cevrimdigi islenmesi sonucu durum dizilimi ve parametre kestirimleri belirlen-

mektedir.
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