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OZET

LES-C MODELI iLE AKISKAN-AKISKAN ETKILESIMI
PROBLEMLERINDE MODELLEME HATASININ AZALTILMASI

Eda Onal

Yiiksek Lisans, Matematik
Damisman: Do¢. Dr. Mustafa AGGUL
Mart 2023, 57 sayfa

Bu tez calismasinda, iki akisin lineer olmayan ortak bir yilizey boyunca kenetlendigi
ve bu akiglardan birinin ya da her ikisinin de yiiksek Reynold sayilarinda oldugu bir
akigkan-akiskan etkilesimi problemi ele alinmaktadir. Rijit-sinir kosulu olarak bilinen
lineer olmayan kenetlenme denklemi, atmosfer-okyanus etkilesimi problemlerinde cesitli
zorluklar yaratmaktadir. Bu etkilesim problemi icin LES-C modelleri ailesinden yeni bir
tiirbiilans modeli olan NS-w-C modeli 6nerilmektedir. NS-w-C modeli Geometrik Ortalama
(GA) olarak bilinen ayristirma metodu ile birlestirildiginde, temel niimerik Ozelliklere
sahip oldugu gosterilen NS-w-C-GA modeli elde edilmektedir. Oncelikle atmosfer-okyanus
problemleri uygulamalarinda alt bolgeler icin bir onceki ¢oziiciilerin kullanimina olanak
saglanmaktadir. Ayrica, LES-C tiirbiilans modelleri LES modellerinin modelleme hatasinm
verimli bir gsekilde azaltmak i¢in hata diizeltme yaklasimini kullandigindan NS-w-C
modelinin NS-w modelinden daha iyi sonuglar verdigi niimerik olarak gosterilmektedir. Bu
calisma sonucunda, 6nerilen yontemin yiiksek dogrulukta kararli sonuglar verdigi hem teorik

olarak ispatlanacak hem de niimerik olarak dogrulanacaktir.



Anahtar Kelimeler: akiskan-akigkan etkilesimi, yiiksek Reynold sayisi, tiirbiilans modeli,

yiiksek dogruluk, kararlilik
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ABSTRACT

REDUCING THE MODELING ERROR IN THE FLUID-FLUID
INTERACTION PROBLEMS WITH LES-C MODEL

Eda Onal

Master of Science, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa AGGUL
March 2023, 57 pages

In this study, a numerical method is proposed for a fluid-fluid interaction problem where
two flows are coupled through a nonlinear joint interface and one or both of these flows
are at high Reynolds numbers. It is known that the nonlinear coupling equation, known
as the rigid-lid condition, creates some difficulties for atmosphere-ocean problems. For
this interaction problem, a novel turbulence model NS-w-C is proposed from the family
of LES- models. Combining this NS-w-C model with the Geometric Averaging partitioning
method (GA), the NS-w-C-GA model is obtained, which is shown to have essential numerical
properties. First of all, the previous solvers can be used for the subdomains in applications
of atmosphere-ocean problems. Furthermore, it is numerically shown that the NS-w-C
model gives better results than the NS-w model, as LES-C turbulence models use the defect
correction approach to efficiently reduce the modeling error of the LES models. It will be
proved both theoretically and numerically that the proposed method gives stable results with

high accuracy.

Keywords: fluid-fluid interaction, high Reynolds number, turbulence model, high accuracy,

stability
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1 GIRIS

Atmosfer-okyanus etkilesim modeli Lions, Temam ve Wang tarafindan gelistirilmistir [1, 2].
Bu calismalarda fizik kanunlar1 ve var olan kabullerden yola ¢ikilarak bir model sunulmustur.
Literatiirde yaygin bir sekilde kullanilan bu yontem, genis ¢evreler tarafindan kabul gérmiis

ve kullanilmistir.

Bu tez calismasinda akiskan-akigskan etkilesimi problemi icin NS-w tiirbiilans modeli
Onerilmektedir. Bu Onerilen modelin, modelleme hatasin1 azaltmasi ve ayrica zamanda
yiiksek dogruluk elde etmesi beklenmektedir. Onerilen model her ne kadar 1s1 transferi,
tuzluluk vs. gibi etkenleri ele alsa da bu ¢alismada sadece momentum transferi dikkate
almacaktir. Diger etkiler daha az soruna neden olduklarindan, 6nerilen yontemle birlikte

kolayca tekrar ele alinabilirler.

Q; ve €y olmak {lizere iki bolgeden olusan, [ arayiizii boyunca kenetlenmis iki
boyutlu ) bolgesi ele alinsin.  Sekil 1.1°de gosterilen bu bolge, akiskan-akiskan
ve akigkan-yapr etkilesimi problemlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. — [3, 4].

Asagida tamimlanan akigkan-akigskan etkilesimi problemi, tiirbiilansli atmosfer-okyanus

Sekil 1.1 I arayiizii boyunca kenetlenmis 6rnek alt bolgeler ve 71, fio birim normal vektorleri.

problemlerinin incelenmesinde 6nemli bir ilk adim problemi olarak goriilmektedir. Rijit-sinir

(Rigid-Lid) kosulu olarak bilinen lineer olmayan kenetlenme denklemi, sistemin global
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enerjisi korunurken alt bolgeler arasinda enerji aligverisine izin vermek icin Lions ve
digerleri tarafindan tamtilmigtir [1, 2]. Buradaki lineer olmayan sinir kogulu, hem problemin
sayisal analizinde hem de tiirbiilans modellerinin formiile edilmesinde ciddi zorluklar ortaya
cikarmaktadir. Bu zorluklar arasinda kenetlenmis sistemin kararli bir sekilde ayristirilmasi
da bulunmaktadir. Bu dogrultuda [5] calismasi ve devaminda [6—8] ¢alismalar1t Geometrik
Ortalama (Geometric Averaging) GA ayristirma yontemi kullanilarak yapilmis ve sistem
kararl bir sekilde ayristirilabilmistir. Her ne kadar ayristirma yontemleri ile ilgili calismalar
devam ediyor olsa da, bu sistem i¢in tiirbiilans modeli gelistirilme c¢alismalar1 heniiz

baslangi¢c asamasindadir.

Bu etkilesimi modelleyen problem, hiz-basing (u, p) ikilisi i¢in su sekilde verilsin:
v; >0, fi 1 [0,T] — HY(Q)% u;(0) € HY(Q)ve k €R, (i = 1,2)
w Qs < [0,T] = Rivep; : Q x[0,T] = R(0<t<T)asagrdaki denklemleri saglar:

iy = vidu; —w;-Vu; —Vp, + fi,  (Q’de), (D

—vin; - Vu; -7 = Klu; —uj|(w; —uy) -7, ([ lzerinde)i,j=1,2,i#j, (2)

u;-n; = 0 ([lizerinde)i=1,2 (3)

V-ou, = 0, (Qde) (4)

ui(@,0) = wj(z), (Qde), (5)

w; = 0, (I tizerinde ) = 09, \ I. (6)

Bu denklemdeki n; vektorleri 0f); tizerinde birim normal ve 7 vektorii ise 7 - n; = 0

olacak sekilde herhangi bir vektordiir. v; parametleri kinematik viskoziteyi temsil etmektedir.
Sisteme etki eden diger girdileri (sicaklik farki, tuzluluk, yer cekimi vb.) genellestirmek i¢in

fi ile temsil edilen kuvvet eklenmektedir.

Buradaki ~ sayist ise, akiskanin diren¢ katsayisi ile orantihidir ([1]: (1.22) - (1.25)
denklemlerinde arayiiz kosullarinin tiiretilmesine ve 6zellikle, yatay riizgar kuvveti i¢in olan
formiile dikkat edilmelidir) bu nedenle, (1) - (6) sisteminin davranisimi farkli x degerlerinde

arastirmak uygun olacaktir. Ozellikle, bir okyanus alani iizerinde hizli bir hava akis1



modellenirken biiyiik bir x degerinin dikkate alinmasi gerekebilmektedir. Biiyiik ~ degerleri,
okyanus ve atmosfer arasindaki baglantiy1 giiclendirdigi i¢in, bolgelerden herhangi birinde
ortaya ¢ikan karmagsikligin digerinde de es zamanl olarak goriilmesine neden olabilir. Bu

senaryolarin bir kismi niimerik hesaplamalarla tekrar ele alinacaktir.

(2)-(3) ile verilen rijit sinir kosulu atmosfer-okyanus etkilesimi modellemesinde yaygin
olarak kullanilan yaklagimla tutarlidir. Bu yOntemde, sinir tabakalarimi detayl bir sekilde
¢ozmek yerine, var olan coziiciiler atmosfer-okyanus i¢in ayr1 ayr1 kullanilmaktadir. Bu
iki bolgenin etkilesimine sebep olacak veriler belirli araliklarla bir bolgeden diger bolgeye
aktarilmaktadir. Bu aktarim mekanizmasi, Hiikiimetler Aras1 Iklim Degisikligi Paneli [9]
tarafindan ele alinan Kiiresel Sirkiilasyon Modellerinde ve Bolgesel Okyanus Modellerinde

[10-13] kullanilmaktadar.

Gergek hayattaki bircok akigskan-akigkan etkilesimi yiiksek Reynold sayilarinda meydana
gelmektedir. Bu tiir etkilesimlere kasirgalarin ve musonlarin modellenmesi, hava tahmini
gibi 6rnekler verilebilir. Ozel olarak, bir su yiizeyi iizerinde yiiksek hizda ve diisiik irtifada
ucan nesnelere etki eden akisin modellenmesi de bu etkilesimler arasinda yer almaktadir.
Bu uygulamalara yonelik ilk olarak (1)-(6) problemi i¢in diisiik viskozitelerde bir model

olusturmak hedeflenmektedir.

Akigkan-akigkan etkilesimi konusunda nispeten genis bir literatiir mevcuttur. Ornek
olarak, [8—17] calismalar1 gosterilebilir. Ancak, bu ¢alismalarin sadece kiiclik bir kismi
akigkan-akigkan etkilesimi problemlerinin tiirbiilans modellemesini ele almistir. [6, 18-20],
literatiirde tiirbiilans modellemesini ele alan 6rnek calismalar olarak gosterilebilir. Ozellikle
[19] calismasinda, girdap viskozitesi kapatma modeli (eddy viscosity closure model) ile
grup ortalamasi tiirbiilans modellemesi (ensemble turbulance modeling) ele alinmakta ve
bu yaklagim (1)-(6) denklemlerinin bir uyarlamasina uygulanarak, ayristirma yonteminin
ortalama akis davranisina iyi yakinsadigi sonucuna varilmaktadir. Ancak bu sonug,
akiskan-akiskan etkilesimi dahil edilmeden 6nce dahi, grup ortalamasi tiirbiilans modelinin

maruz kaldig1 problemler nedeniyle uzun vadeli bir ¢dziim olamamaktadir.



[6, 20] ¢aligmalarinda, Biiyiik Girdap Simiilasyonu (Large Eddy Simulation) ailesinden
geleneksel bir tiirblilans modeli ile GA ayrisirma metodu birlestirilerek farkli bir
yol izlenmistir.  Ozel olarak [20] ¢alismasinda ise Yaklasik Dekonviiliisyon Modeli
(Approximate Deconvolution Model) denilen LES modeli kullanilmistir. (2) smir
kosulundan kaynaklanan lineer olmama durumu, (1)-(6) icin ADM uygulanirken kabul
edilebilecek bir degil, ili¢ olasi formiilasyonun oldugunu gostermistir. Bu modellerden
ikisinin kararli oldugu kanitlanmistir. Ancak en iyi sonuclar, filtrelenen hizin arayiiz
terimlerindeki filtrelenmemis hizin yakinsamasi ile degistirildigi ii¢iincii formiilasyonla elde
edilmigtir. Burada, bagsarili bir LES modelinin arayiiz terimlerinde filtrelenmemis hizin
kullanilmasindan kaynakli olabilece8i sonucuna varilmistir. Boylece, ADM modelinin
(1)-(6) i¢in en uygun model olmadig1 ortaya ¢cikmistir ve bu konu hakkindaki arastirmalar
devam etmistir. [6] calismasinda, LES ailesinin bagka bir iiyesinin [21, 22]’de tanitilan
NS-w modelinin (1)-(6)’daki lineer olmayan ylizey etkilesimi i¢cin uygun model oldugu fark
edilmigtir. GA ayristirma metodu ile ele alinan NS-w modelinin kararli oldugu ve arayiizde

filtrelenmemis hizin kullanimina olanak verdigi gosterilmistir.

[6, 20]’de kullanilan [5]’in GA ayristirma yontemi kararhidir. Ancak, yalmizca birinci
mertebeden dogruluga sahip olmasi bir zorluk olarak belirtilmektedir [23]. Dahasi, (1)-(6)
icin tiirbiilans test problemlerinin (Benchmark Problems) eksikligi NS-w modelinin [6]
niimerik olarak gecerliligini savunmay1 zorlastirmaktadir.  Yiiksek dogruluklu sonuglar
elde edebilmek i¢in sunulan tiirbiilans modeli, denklemlerin ayni 1zgara iizerinde iki defa
¢oOziildiigl bir hata diizeltme teknigi ile birlestirilmektedir. Birinci (tahmin) ¢6ziim; ikinci
(diizeltme) denklemin sag tarafini diizeltmek i¢in kullanilmakta ve bu uygulama modelin

dogrulugunu arttirmaktadir. Bu dogrultuda, LES-C yontemi ele alinacaktir.

Tiirblilans modellerinin yeni bir ailesi olan LES-C, modelleme hatasin1 azaltmak icin
LES yaklasimini hata diizeltme yontemi ile birlestirmektedir [24].  Ayrica [23]’te,
asamal1 diizeltme metodu (zamanda sonlu farklarin kullanilmasi nedeniyle olusan hatay1
azaltmay1 hedefleyen hata diizeltme fikri) GA metodunun dogrulugunu birinci mertebeden
ikinci mertebeye tastyabilmektedir. Bu ¢alismada, akigkan-akigkan etkilesimi i¢in LES-C

tiirbiilans modelleri ailesinden NS-w-C modeli gelistirilecektir. Bu model, [23]’te sunulan
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zamandaki yiiksek dogruluk kavrami ile [25] te sunulan modelleme hatasini diizeltme fikrini
birlestirecegi i¢in, kararlilik sabit tutulurken modelin dogrulugu birinci mertebeden ikinci
mertebeye yiikseltilecektir. Yeni modelin, [6]’da sunulan NS-w-GA modeline kiyasla daha

diisiik modelleme hatas1 ve zamansal ayriklastirma hatasina sahip oldugu gosterilecektir.

Asagida, sirast ile [S5]teki GA ayristirma yontemi ve yiiksek Reynold sayilarinda (1)-(6)
icin yeni NS-w-C modeli sunulacaktir. Bu kisimlarda kullanilan notasyonlar ve bogluklar, 2.

boliimde aciklanacaktir.

Algoritma 1.1 (Geometrik Ortalama (GA) Algoritmasi). At > 0, M = % ve f; € L*(%)

olsun. Burada, verilen bir u} icin;

(uz . U, 7%) +; <VU?+1,Vvi)—i—/f/|[u"]|u?+lvids—/i/u?|[u”]\1/2|[u”_1]]1/2v2-d3
I I

— PV o) 0 (u ) = (T ), Vo € Xy ()

7 ) P

esitligini saglayacak bir u?“ cXrhij=1,2,i#3jn=0,1,2---, M — 1 bulunmalidir.

1)

[21, 22]°de Onerilen NS-w modeli ele alinsin. Bu model, w filtrelenmis vortisite olmak iizere,

w=V xuveu— At = u iken;

U +w X u—vAu+Vq=f, (8)
V-u=0,

olarak tanimlanmaktadir.

Geometrik Ortalama metodu ile NS-w modeli birlikte ele alindiginda asagidaki denklem
sistemleri olugmaktadir:
Her (vi,&.x:) € (X[ XP,QM). i = 1,2 igin, (X!, X],QF)de bir (a1, 3", g+,

¢Ozlimii bulunmalidir 6yle ki;



~An+1 ~n
(u ) + v (Vi Vo) 9)

+I~€/| ”+1U1ds—/ﬁ/ 1122 |[a" 4| 20;ds
I

— (@M V vy + by ( T.LH artt ) (f:(t"),v) , Yv; € Xip,
)=

—n-+1

V&) + (4 &
(V- a?+17Xi) =0, Vx; € Qin,

—n-+1

57 (Vi (@, &), V& € Xip,

denklemleri saglanir. Burada, b, (u,v;w) = ((V X u) x v,w), Yu,v,w € X, olarak
tanimlanmaktadir.  Tahmin adimi (9), [6]’da NS-w-GA modeli olarak ele alinmis ve
detayl bir sekilde analizi yapilmistir. Bu adimda bulunan ¢oziimiin modelleme hatasini
ve zamandaki sonlu farklar hatasim1 azaltmak, NS-w-C modelinin diizeltme adimi ile

miimkiindiir. Bu gekilde elde edilecek olan NS-w-C-GA asagidaki gibidir:

Her (v;, &, vi) € (XP, XP, Q") igin (X!, X, QF)de (a7, @), q@+") bulunmalidir Syle

Y 1 ) g
ki;

it —ay —_—
thz +v; (Vap™, Vo) + b, < U, ,a?ﬂ;vi) (10)

+I<6/[ [a"]

L@+ i) v; At aptt —an AN A
—( 5 LU |+ 5 \V4 A7 , Vu; > Al , V-,

n 1 1
‘b, ( 1 ﬁﬂ—’_l;?}i) 2 (,&ml st Uz) _ §bw (@2, 4% ;)

» 2wzvz 70 7

K s nn (A7) = [[@"]]
—|—§At/]|[u ]| (T) v;ds — —At/I A7 v;ds

= [ A s + 5 1 i tuds+ 5 [ @ aguds, Vo€ X,
A(VE T VE) + @ &) = (W, &), V& € Xin,

(v : ,a?-‘rl’ Xz) = 07 vX% S Qi,h-

ar vds — m/ju;l![u I1V2 (@ P oids — (G, V- vy)




Tahmin (9) ve diizeltme (10) adimlari, paralel olarak hesaplanabilirler. Ancak,
tahmin adiminda bulunan verilerin diizeltme adiminda kullanilmasi nedeniyle, diizeltme
adiminin tahmin adiminin hemen ardindan (en az bir zaman seviyesi geriden) ilerlemesi
gerekmektedir. Bu durum dogal bir siirectir ve paralel hesaplama iizerine herhangi bir
kisitlama sunmamaktadir. Zamana bagli denklemlerin ¢oziimleri i¢in sonlu elemanlar
yontemi ile calisilirken, katsayilar matrisinin her bir zaman adiminda yeniden olugturulmast,
hesaplama siiresinin 6nemli bir kismini olusturmaktadir. Onerilen yontemin hesaplamalarda
sagladig1 ek avantajlardan birisi ise, (9) ve (10)’un sol taraflarinin neredeyse ayni1 olmasidir.
Boylece tahmin adimi i¢in kullanilan katsayilar matrisinde birtakim giincellemeler yapilarak
diizeltme adimu icin kullanilacak katsayilar matrisi elde edilebilinir. Bu sekilde, bu matrisin

yeniden olusturulmasi i¢in gereken siireden kazanim saglanacaktir.

(9)-(10) ile tanimlanan NS-w-C-GA modeli, sonraki boliimlerde tiim detaylariyla ele
almmacaktir. 2. boliimde notasyonlar tanitilacak ve teorik On hazirlik yapilacaktir. 3.
boliim yeni modelin sayisal analizini icermektedir. 4. boliimde NS-w-C modelinin ¢esitli
durumlarda NS-w modelinden daha iyi performans gosterdigini ortaya koyan test sonuglari

gosterilecektir.



2 NOTASYON VE ON HAZIRLIKLAR

Bu boéliimde, tez boyunca kullanilacak temel notasyonlar, teoremler ve tekniklerin genel bir
Ozeti verilecektir. Bu amacla, [21, 26, 27] referansh caligmalardan bazi onemli tanim ve

teoremler belirtilmistir.

Okunabilirlik i¢in || - || notasyonu normlari ifade etmek icgin asagidaki anlamlartyla
kullanilacaktir:

Iz lx|lo, =, idsinda 0 ise
€T =

|lz|lo, =, $Qodisinda 0 ise.

Tanim 2.1.

L*(Q) = {u: /Q lu(z)|*dz < oo}

L?-uzayi olarak tammlanmaktadir. L?-normu ise,

ul| = ( / ul) P /2

ile tanimlanir.

Tanmm 2.2. ¢ = 1, 2 olmak iizere,
X; = {v; € H' () : v; = 0 (T iizerinde) ,i = 1,2,v; - n; = 0 (I iizerinde)}

hiz uzay1 olarak tanimlanir.
Tanmm 2.3. ¢ = 1, 2 olmak iizere,

Qi ={aq € L2(Qi) : / q; dQ; =0}
Q.

3

basing uzayi olarak tanimlanir.

Tanim 2.4. u, v, w € X; fonksiyonlari i¢in, €2; {izerinde lineer olmayan ters simetrik form:

by (u;v,w) = %(u Vo, w)q, — %(u -Vw,v)q, (11)

8



ile tanimlanir. Ayrica, yukaridaki trilineer terimin rotasyonel versiyonu:
bo(u,v;w) = ((V x u) X v,w),Vu,v,w € X;

olarak tanimlanmaktadir.

Tamm 2.5 (Siirekli Diferansiyel Filtre). ¢ € L?(Q) ve a > 0 olmak lizere, ¢’ye uygulanan

filtre operatdrii, ¢ ile asagidaki gibi tanmimlanr:
—a?A¢p+ ¢ = ¢.
Burada, A := —a?A + I seklinde bir operat6r tanimlanirsa, ¥ = A~ v olur.

Bu filtreleme operatorii periyodik ve homojen sinir kosulu altinda tiirev operatoriiyle
degismelidir. Bu calismada, smnir kosullarinin homojen veya periyodik oldugu kabul

edilecektir.

Tamm 2.6 (Ayrik Diferansiyel Filtre). v € L?*(2) ve filtreleme yarigapt o > 0 olmak iizere,

vh = A, "t ifadesi X" uzayinda
a?(Voh, Vx) + (v, x) = (v,x), Vx € X"
esitlifinin tek ¢ozlimiidiir.
Teorem 2.7 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). u,v € L?(Q) olmak iizere,
|(u, 0)| < [ul[|o]]
Teorem 2.8 (Young Esitsizligi). a,b > 0,p,q < 1ve L + 1 = Licin,
al? bl

ab < — 4+ —.
p q

Asagida verilen esitsizlikler, niimerik yontemlerin teorik bulgularinda kullanilacaktir.

9



Lemma 2.9. v € X fonksiyonu icin:

[Plle; < llvlle,

IV xvllo, < [[Vollg;-

Ispat. [21] calismasindaki Lemma 2.8’de sunulmustur. [

Lemma 2.10. u,v, w € X, fonksiyonlart icin:

< IV xulll vlloo ],

S
<
S

< IV xulo|l vl flewl],

S
<
S

i~y
S
S
<
g

)
)
wviw) < C
) <
b, (1, v;v) =

Ispat. 1k dort esitsizlik [21]’deki Lemma 2.2°de sunulmustur. Son esitlik ise, b, (u, v;v)
tanimindan basit bir hesaplama ile dogrudan elde edilebilmektedir: (V X u) x v vektorel
carpimi v’ye ortogonaldir. Dolayisiyla, bu vektorel ¢arpimin v ile skaler carpimi sifir

olacaktir. n

Tamm 2.11. Her y € X/ igin
(ITPu — u, x) =0 (12)

esitligini saglayan I17u € X! elemanma, u € X; vektoriiniin X’deki L>-projeksiyonu

denir.

Lemma 2.12 (X"’ deki L2-Projeksiyonunun Kararlihig1). Her u € X; elemammin X’deki
L2-projeksiyonu;
7L

(13)

ile stmirlidir.
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Ispat. (12) esitliginde Y = II"u almp, Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak sonug

ortaya ¢ikar. []

Lemma 2.13 (X/’deki L?-Projeksiyonunun Dogrulugu). Her v € X; icin, X["'deki L>-

[y — u||, asagidaki esitlik ile stmrlandirilur:

projeksiyonun hatast,

o }- (14)

T = ullo, <2 jnf {Ir! ~ ul
3

K3

Ispat. Oncelikle, ¢! € X olmak iizere IT"u — u = & + (" yazilir. Sonra y = (! secilip bir
onceki ispatin adimlar1 uygulanirsa, ||C}'|| < ||&]| esitsizligi elde edilir. Daha sonra her iki
tarafa ||&;|| terimi eklenir. Sol tarafta ii¢gen esitsizligini uygulamak ve &;’nin uygun se¢imini

yapmak ispat1 tamamlar. []

Asagidaki ayrik Gronwall lemmasi (bkz. [28]) teorik analizlerde kullanilacaktir.

Lemma 2.14 (Gronwall Lemmas). k, M, a,,b,, c, ve vy, sayilari;

an—i—kzn:bugkzn:’yuau—l—kzn:cu—i—M,n20 (15)

n=0 pn=0 n=0

esitsizligini saglayan ve negatif olmayan sayiar olsun. Her p icin kv, < 1 oldugu kabul

edilsin ve 0, = (1 — k”yﬂ)fl olarak tamimlansin. O zaman,

an+k2bu§exp kZaM% chu—kM ,n>0 (16)
pn=0 p=0 n=0
esitsizligi saglanir.

Ispat. Bkz. [28]. O]
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3 NUMERIK ANALIZ

Bu boliimde 6nerilen modelin kararlilig1 ve dogrulugu gibi teorik sonuglar kanitlanacaktir.
IIk olarak tahmin adiminin kararlligini ve yakinsamasini gosteren iki teorem ile

baglanacaktir. Bu teoremlerin ispatlari, [6]’da bulunabilir.

Teorem 3.1 (Tahmin Adiminin Kosulsuz Kararlihg). (i, s, q;) € (Xin, Xin, Qin) ifadesi
(9)’un ¢oziimii olarak kabul edilsin. Ayrica, f; € L*(0,T; H=Y(Q;)) olsun. Oyleyse ¢oziim

kosulsuz kararlidir ve asagidaki kararlilik siniri gecerlidir:

2 n+1
Sl e Y v
=1 k=1
+5 [ (TP +1ag ) fa7 — aglas

n
K 2
Skl ak _ ak(1/2 _ skisk—1 _ ~k—111/2
+§At E /<u1 |ay — s Us | Uy (] ds
I
k=1

n
K 2
Skt link  ~kIL/2  akisk—1  ~k—1(1/2
+§At§ /<u2 |ay — as|/° — aflay — a5 | )ds
I
k=1

2 n+1
1

ot 2+ -2 > IAE)IE,
v k=1

<

i=1

K
5 [P+ o) 1 = ulas.

Asagida tamimlanan ifade, bir sonraki teoremin zaman adimini sinirlandirirken
kullanilacaktir. Boyle bir kisitlama Gronwall Lemma’sinin kullanildig1 bir ¢ok ¢alismada

karsimiza ¢ikmaktadir.

Cr*
EF = m(||Vu1(t’“)||‘51+|Wu2(t’“)H;‘bJrHVu’f||§*21+||Vu’§||§22>,k =1,2,...,n+1.

Teorem 3.2 (Tahmin Adimmin Dogrulugu). (i, @i, ¢;) € (Xin, Xin, Qin) ifadesi, (9) un

coziimii olsun. Ayrica f; € L*(0,T; H1(Y;)) olsun. Verilen dogru ¢oziimiin regiilerligi

12



u; € L2<O,T, Xz); u; € L2(0,T, H3<Ql>), Ui € LQ(O,T, X@> ve U € LQ(O,T, LQ(QZ»
olarak kabul edilsin. Oyleyse At < E*, k = 1,2,....,n + 1 icin asagidaki dogruluk siniri
gecerlidir:

(H 1 — (Y|P + A V(A — ui(t’““>|!2>

) S5 1 K2
(nu )P+~ e+ +<V —) ar

+uil|V (@5 = wi(t) P + vV (@ — i) |

+%Zn:< inf {Hv(uz(t"?“) ) I}

rheXxh

C’

-

Il [

— Il o
—

+ inf {|Ip(t) —Q?!!2}>>-
hth

% i

Bu asamada ilk olarak diizeltme adiminin dogrulugunun ispati i¢cin gerekli olan bazi on
kosullar degerlendirilecektir. Filtrelenmis dogru hiz, (1)-(6)’nin zayif formunun asagida
verilen yeniden diizenlenmis esitligini saglayacaktir. ¢ = 1,2, ¢ # j olmak iizere her
t € [0,7] ve ayrik zaman diizeylerinin her biri igin, her (v;,&;, x;) € (X, X;, @;) olmak
tizere (u;(t),u;(t),pi(t)) € (X;, X, Q;) ile tammlanan dogru ¢6ziim;

un""l —ur
L v | + VZ-(VU?H,V%) + R/U?HHU"HHM dsS (17)
I

- / o dS — (- )

n+1 n
_ ur —ul ou;
+b, (@ ) — | e —
w )

7Ui> = (fi(tnﬂ)a Uz’)

v At Ot |,
+ b (@t — )
0 (Vart, VE) + (@t &) = (uit, &) (18)
(V-u"x:) =0 (19)

13



esitliklerini saglar. Burada, u/™ = wu;(t"*1) ve p ™' = p;(t"™') notasyonlar1 herhangi ayrik
zaman diizeyleri igin tanimlanmaktadir. €' = v — 4! olarak tanimlanan notasyon ise

NS-w yaklagimindaki hata i¢in tanimlanmaktadir.

Teorem 3.3 (Tahmin Adiminin Zaman Tiirevinin Dogrulugu). Q@ C R? olsun. (u;,u;,q;) €
(Xin, Xin, Qi) ifadesi (9) un ¢oziimii olsun ve Teorem 3.1 ve 3.2’ nin diger varsayimlarinin
saglandigr kabul edilsin. Dogru ¢oziimiin regiilerligi u(x,t) € H?*(0,T;H3(Q)) U
H3(0,T; L*(Q)) olarak ifade edilsin. Arayiiz terimlerini ele almak icin tanimlanan o pozitif
sabiti, a < |[u]| kosulunu saglayan bir reel sayi, Cy Teorem 3.2°de tamimlanan sabit ve
v = min{v, 1} olmak iizere, max {At,h} < aC'f_l/4 ve min {At,h} < vk~! olsun.

Oyleyse, At < k*v~! asagidaki dogruluk simirint gerektirir:
y )

i el (e}
— At ‘ At
9 n 2 2
V(Gl _ 60) n+1 u? pn+1 pn
CAt 5+ At? —2 22 + inf || L—ry + inf [|[= L
ZZ_; = ( At r€Xi At q€Q; At
Ispat. ¢7' € X; olmak iizere,
6?+1 — u;’H—l An+1 ¢n+1 n+1
ve
1 n 1 n
Sl ¢?+ - ¢ ve Frtl 77:& -
! At ! At

tanimlasin. Daha sonra, (9)’'un momentum dengesi (n + 1)’inci zaman diizeyinde (17)’den
cikarilsin ve n’inci zaman diizeyi icin de ayni iglem yapilsin. v; = s”“ secilsin, denklem

yeniden diizenlensin ve terimler gruplandirilsin. Boylece, zaman tutarlilig1 hatasi:

n+1 n
N n+l

Pi At _uzt

14




olmak iizere;

7M1 + A VTP = (7 87 + (77 = o 7+ nAHVTL VST (20)

i 2% Z’Z

. At<W1 @) - (p?—df)v_wl)

At ‘

+ (P?H AN ?H) —Li+1,—-N

ifadesi baslangi¢c noktasi olmaktadir. Her biri (17) denkleminin arayiiz veya lineer olmayan

terimlerinden birine karsilik gelen 73, /5 ve N terimleri ise asagidaki gibi tanimlanir:

I = R/U?HHU"HHS?H ds — H/Q?HHQ"HS?H ds
I I

—/{/uﬂ[u"“s?ds—i—/@/ﬂﬂ[ﬁn_l“s?ds
I I

B [ st as = [ ag e ) ds
1 1
= [l as [ ag gy s
N = bw(u:'H—l - ﬂ;‘ﬂ_l? u?+1; SZ‘L—H) — b (ui' — ', uf; SZL—H)

— ~n+1
F b (@ u st by ( ‘ ,e?“;s?“)

7 ) 7 Y z ’L

n+1 n+1
b(€z7uz7z ) b (171181 )

Bu terim gruplarinin her biri icin birinci mertebeden sinirlar elde etmek amaclanmaktadir.

Lineer olmayan grup asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

n+1 —n—+1 n —n n+1 n
u - — (W - oottt —
N = Atb,, <( : Al C Z),u?+1;8?+1> — Atb,, (u;‘ —uy, " ;s?“)

At At

n+l wr

U _ n
+ At (Pl sPTY) o+ At (P ul T s + Ath,, | €, s
( (2 7, ) ( 1 ’L ) At (2

—n+1 -n
n n — U;
—I—Atb ( i-l—l’S;erl’ ;1+1> +Atb < i-l-l’anrl’ :LJrl) —|—Atb < ~ i ,6?;S?+1> ‘

Yukaridaki altinci terim Lemma 2.10 ile yok edilir. Kalan terimler, [6] ¢calismasinda verilen

Teorem 2’de yapildig1 gibi Lemma 2.9 kullanilarak simirlandirilmistir.  ilk terim Taylor

15



teoreminin bir uygulamasiyla sinirlandirilmis ve filtre diferansiyellenerek degistirilmistir.

Ant1 . o
0" € [t", "] olsun. Terimler icin iist stnurlar sirasiyla:

)
Ezlz

urtt gty (g — 0(54At —n 1
At |b,, (( i i ) ( i z) ntl, ontl ||VAUztt< + )H HV n+1H2

+ El"ll/iAtHVS?—H ”2,

ntl _yn C5tAt
At |b,, <u$—uy,u-sﬂ“) < ——||vAuy|?

Ez 1Y

+ El"ll/iAtHVS?—H ”2,

C’At
At]b, (577wt s < el TP + vt Vs 12,
zl 7

CAt
At|bw(7—,n+1 un+1.8n+1)| <

2 » () —

Ve PV ul 1 + e At Vs

1,11

Db (@ S < A (S At (@ — )

azaz

CAt
< —— VPV + A Vs
i,1Vi
CAt
+ —— Vi PIVET I + At Vs
i,1Vi
2
ultt — C ultt —
At b, | e, ——L s ]| < \vAl [P At Ve |2
w (61,7 At JS'L — 6271V,L At ( || eZ || )

+ Ei,lViAtHVS?—HW

seklinde N icin smurlart belirtirler. Son terimi ele almak icin Lemma 2.10°daki sinirlarin

daha keskin versiyonu gereklidir. Boylece esitsizlik asagidaki gibi yazilir:

“n+l  —=n —n+1 —n+1
w, —u, . u " —u;
At (b, (#,u? —u S?“) < At |b, (#,u? — st

+ At (77w — 5P|
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+ AL, (57 ) — Ay s

2

CAt n+l _ n+l
< v(—“) IVer|?

€1V At
CAt, _ . .
+ Ve Ve |1
€15
CAt
+ IV s + Beav At Vs
4,170

I; ve I, terimlerinin uygun isleyisi [23] calismasinda yer almaktadir. (20) esitliginin
sag tarafinda kalan terimlere Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri uygulanir, ¢; ;

katsayilarinin her birinin uygun se¢imi yapilir ve 2 ile ¢arpilirsa
Ff = 1+ 8) A [Ve [ + sty Vel

olmak iizere;

2
n+1 n
. — 7t
57112 = s 2 + A V7 < Cat (5“ R v

-1
n+1 . n 2 n-+1 _ ~n-+1 _ n __ An 2
n Pi P 4 (pi q; ) (pi Qi) + F7‘+1||sﬂ+1\|2
At . At

S (O B )

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki dordiincii terimin At? mertebesine
sahip oldugunu dogrulamak i¢in Taylor teoreminin bagka bir uygulamasi gerekmektedir.
[29] ¢alismasinda belirtilen teknik, F**' teriminin kii¢iikliigiinii gostermek igin yeterli
olmaktadir. Daha sonra her bir r**%, 72, 771 g1 ve g terimleri igin uygun segimin
yapilmasi, tiim zaman diizeylerinde ve her iki alt domain iizerinde toplanmasi, uygun
zaman adimi kisitlamasi altinda Gronwall lemmasinin ve ardindan ters iiggen esitsizliginin
uygulanmast ispati tamamlar. [
Niimerik analizde ihtiya¢ duyulan bir sonraki yardimci sonug, tahmin adiminin hatasi ile bu
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adimin filtrelenmis hatas1 arasindaki iliskiyi gostermektedir. Bu noktada gercek ¢oziimiin

regiilerligi hakkinda bazi ek varsayimlarin yapilmasi gerekmektedir.

Gercek Coziim Uzerinde Varsayim:

C, = max sup sup }ui(t,x)}
=12 4c(0,1) x€Q;

Cyxg = max sup sup }V X ﬂi(t,x)|
=12 te(0,7) x€Q;

Cly = sup sup Hu(t,x)”
t€[0,7] x€I

Clu,) = sup sup Hutt(t,x)”
tel0,T] xel

olmak iizere, C,, Cvxu, Cjy ve Cly,,) sonlu pozitif sabitlerdir.

Asagidaki analizde filtrelenmis hizdaki hata ¢7*' = 't — = entt

7 K3

olarak ifade

edilecektir.

Teorem 3.4 (Tahmin Adim1 Hatasiin Filtrelenmis Hatayla Iliskisi). Teorem 3.1’den Teorem
3.3’e tiim sartlar saglaniyor olsun. Ek olarak, i = 1,2 icin 6} < At? < h oldugu kabul

edilsin. O zaman, asagidaki dogruluk sinir1 saglanir:
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2
3 (6;2||e?+1 g £ [T

i=1

n n
Fud Sl - R s S W - k“)H?)
k=2 k=2
Ck? & l
<z F1_ 2
< E;(Tz“&,‘f‘?fnn‘;ﬂf IV (uft =)
1=

+T max inf ||pl+1 aill* + llei|I* + lle; I* + [ Ve? |I* + [ Vei ||

.....

Ay (A2 i VT )+ g 9@ - w)l?) ).
X

o2 nEXZ v; ;

: . .. . . —n+1 ..
Ispat. i = 1,2 igin filtrelenmig hizdaki hata ¢/ = IT"@ ™ — u?+ € X! olmak iizere,
+1_ gl _ gt T +1 _ 7h,,ntl
g = = w; " olacak sekilde ayristirilsin. Ayrica ¢; " = II"u ™" —

att € X! iken, hiz hatast et =yt — 40T = ¢t — Pt olarak ayristirilsin. Simdi,

(9)’un momentum dengesi (17)’den cikarilir ve v; = 6; 2 (¢7™ — ™) secilirse;
g 7 K3 (2

S G = ) = 6l — U 0 g — ),
SR 00— ) = 07—, 6 — ) 6 6t — ),
vV V(G = uih) = 67 V(6 — |
+ 37V V(T = yt)

esitlikleri elde edilir. Bir sonraki adimda (9)’un ikinci denklemi (18)’den cikarilmalidir.
Denklemler yeniden diizenlenir, & nin uygun segimleri yapilir (ilk terimler igin 1/!"** ve son

terimler icin ¢ — ¢"*1) ve Tanim 2.11 kullanilirsa;

0 (@7 ot — ) = 522||¢?+1 — P IV = (Vg vyt
007, or T =) = 0o — U, o T — ) + (VU] V)
— (Vi Vi)
07 (Vo V(@ — o) = 67wl [V (o — o DI + 67wl gyt — oI
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+0; (Vi V(67 — gt
esitlikleri elde edilir. Burada, Cauchy-Schwarz, Young ve ii¢cgen esitsizlikleri uygulanirsa
asagidaki esitsizlik elde edilir:

Gt A M ] 0 G S
— - N U V(g — g

2

+V‘5f4||¢n+1 . w‘n—HHQ < ||v¢n+1||2 + 1 \V4 :uzl-i-l — ,UJ?
() 1 7 — 7 4 At
TL n TL Tl d T n
+2e1;6; 2|V (97 — 1P + 52IIV( )+ 52Hp o gt?
+evio; g — W“H2 Hm“ll2
¢/WHWHW&%WH—w¢wm—H/wmm#waTLwMHMs
I I

H/IU?“HU"H]MZZ(M“ — i) ds — H/Iﬁ}‘l[ﬁ"]|1/2|[ﬁ”_1]|1/25f2(¢?“ — i) ds

_|_

_|_

T S BN A e T |
1)
n+1 n
Burada, Teorem 3.3’deki gibi pf't! := WTW — uf'{" zamanda global olarak birinci

mertebeden dogru bir ifadedir, ¢" ™ basing uzaymin keyfi bir elemanimdir ve d = 2, 3 ifadesi
(2’nin boyutunu gostermektedir. Teorem 3.3’iin sonucu dikkate alindiginda sag taraftaki

ikinci terim uygun dogruluktadir. Lineer olmayan terim ¢ifti;

n n n n =n+l ., n n
b 20— ) = (T e e - )|
)|

u )
+ |b n+1 n+1 (¢n+1 ¢;n+l)) o bw(ﬁ;H_I, A;H-l’ ; (qbn—&-l n+1))|

n+1 —n+1 n+1. n+l n+1
|b —uiTu T 0 <¢
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olacak sekilde yeniden yazilabilir. Bu terimlerin her biri Lemma 2.10 ve Teorem 3.2

kullanilarak asagidaki gibi simirlandirilabilir:

2 54
|bw(u?+1 _ﬂm—l n—i—l7 - <¢n+1 wzn—H))‘ %HAW n+1||2+67/z 4|I¢n+1

7 ? l
(2

(BT 072 (91 — ) — b (@ A 6 (g = o)

‘b n+1 n+1 <¢n+l Zz+1))| + |b n+1 n+1 2(¢?+1 _ 77/};1+1>)|

Z ? ’L )

R e e an)]

(2 7 (2

< 261,674 grH — ”+1||2+euz TV (@pt — |12
(j Cx?xu

1 & O gz € G

C
n+1 2 -2 n+1 n+1(2
- T A R A A

Y,

Ispatin son adiminda At ile carpilarak, ilk iki terimi ve iiciincii terimdeki ikinci carpani

sinirlandirmak i¢in Teorem 3.2 uygulanir ve boylece gerekli dogruluk saglanir. Teorem 3.2

uygulanirken Lemma 2.9’dan faydalanilir ve bdylece filtrelenmis hizdaki hatamin H'(2;)

normu da dahil olmak iizere, filtrelenmis hatay1 (¢!

) iceren terimlerin, filtrelenmemis

karsiliklari tarafindan sinirlandirilmasi saglanir. Uciincii terimin yeterince dogru oldugundan

emin olmak icin; d;, At ve h arasindaki iligkilere yonelik varsayimlar dikkate alinir:
02 IVgr P < o7 A Ve TP <

6710 (31 + A + 1) §O<1+Aéf+§:> <0 (1+047)

Burada, k£ > 1 secilen sonlu eleman uzayinin dogrulugunu gostermektedir.

21



Arayiiz terimleri de sinirli olmalidir. Sinir ve arayiiz terimleri burada [6] ¢alismasinda ele

alindig1 gibi yazilacaktir. (21)’deki arayiiz terimlerinin ilk cifti I; ve /5 ele alindiginda;

[1§/€

[ = s 2o = v ds\ -,
I

[t e - vr as
I

2 2

CCu 2 un+1 —u® un-l—l —un

< | ar V(—l LI+ (2 )| |+ I9ert + ives+)?
(3

+ 26%-54”@5”“ o

C - Cpy Ck?
vn—|—1 2 vn+1 25'—2 Vn 2 VnQ
+ SO gt 4 O 22 (v + 19 es )

b V(@ — P + evd ot — g

Ve
s w| [l oo - w“ms\m [ =i - wwds'
I I
1 3 nl n
ik -(‘H “H) P uras| + 5 | f e wﬁ)ds‘
3 1 n+1 n+1
+ 2] [t ior - oy as
a” n+1 _1 n n—1 5f2 n+l _ n+l ds
o] [ ()= S0+ L) ) 6260 = v
2
C C[u]lf

IVer|* +

- 4év;

C' - ClyR2AE nHl
[]I{ V (u u
At

! A ) T ] &
€V;

C-C ]HQAt2 9C - C\yK?
[utt vAn 2 v ni2 v 2 v n—112 v n—112
2 93P + 2 (1Y + IVEIP + Ve + V™)
+ 2ev;6; it — 2
9Ck? ) n2 n2 n2 n—112 n—1 ) n+1 ntly (2
+ 5, 2IVer P (IVerl? + [IVes]l? + Vel HI* + [IVesIP) + evsd; 2|V (o7 — ¢t

16¢v;
C - C[utt]I{2At2
_|_

46V7;

IV | + évioy o — |

esitsizlikleri elde edilmektedir. Yukaridaki ifadelerin tiimii daha sonrasinda Teorem 3.2’deki

lineer olmayan terimlerle ayni1 sekilde sinirlandirilabilir. Burada yine ispatin son adimi1 At ile
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carpilacaktir. Yukaridaki sinirlarin tiimiinii toplamak, her iki tarafi 2A¢ ile carpmak, her € ve
€ icin uygun secimi yapmak, onceki tiim zaman diizeylerini ve her iki alt domainde toplamak

ve ardindan licgen esitsizligini uygulamak ispati tamamlar. [

Simdi, niimerik kararliliktan baglamak iizere diizeltme adiminin kararliligi ve dogrulugu

kanitlanacaktir.

Teorem 3.5 (Diizeltme Adiminin Kararhligi). (4, a,q) € (Xin, Xin, Qin) kabul edilsin.
Ayni zamanda Teorem 3.1-3.4’iin kosullart saglansin. O zaman agagidaki sinir kosulu

gecerlidir:

o NP+ var ) vaf|?

2 n+1
- k=1

1
2 T 1 1 2

2
5oty [ (1ak - abfbab - g - a’s*lv/?) ds

k=1
KR i 1 2
sary [ (1 - abfban — abjatt - as—w) ds
k=171
2 n+1 k k—1
i (t (t
<oy (e + AtZ EL I )|
i=1 Vi 1

K
+5 [ QP+ 3Py ad — ulas.
I

Ispat. (10) esitliginde, v; = """ secilsin. Boylece sol taraftaki basing terimi ve lineer
olmayan terim kaybolmaktadir. Sol taraftaki arayiiz terimleri, [6] calismasinin tahmin
adimindaki gibi ele alinabilmektedir. Lineer olmayan arayiiz terimleri, Teorem 3.2-3.4
kullanilarak standart sekilde sinirlandirilmaktadir. Aynmi zamanda, kalan diger terimlere

Cauchy-Schwarz ve Young esitsizliklerini uygulayarak ve terimleri At ile ¢arparak;

aﬂ—Fl 2 _ ||7n]|2
(H [ ” 2 || || +V2AtHvazn+l||2)
1=1
kAt ar “n -n kAt - ~n ~ N —
+ 9 1( +1‘2+’ HF) |ay — |dS_T I(|U1’2+|U2 2) |U1 — Uy 1’d5
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~ N

1
“n|5~n+1
Uy — uy|2uy T — sy

At
Rat 1(|

1 11/2 2
Cn— «n—
ay —ah | ) ds
kAt y § ol e 2
+ <|un_ n|2un+1_u711 urlL 1 u;z 1|1/2) ds
1

fi(tn+l)+fi(tn) 2
2

2
1
< At Z [8%‘61’,1

-1

C —n+1 20AL? artt — an
10 ) VTH-l 2 V AT.L—}—l _ 2 vA@—i—l 2 v 7 7 vAn—i—l 2
B e A AR A e N e e | T

2

Cr2AL antt — qn o .
e v(T (Iva | + [ vag|?)

2 2
OKZAt2 anJrl —an an+1 —an
v 1 1 V 2 2 VA’(L-FI 2
" 6 ( At * At IVl

461/2'

2
Cr>At? R ar — ot uy — &" 1
+ Ivar|® | ||V (—1 ! + v -2 2

Cr2AL artt —an)
vAn—i-l 2 vAn-i—l J J
+16e, (IVETIP+ [VazH|P) |V

2 2

CRAAL antt — gn
Catiwae | v (M

sinir1 elde edilmektedir.
Ucgen esitsizligi ve Young esitsizlikleri kullanilarak, daha sonra dogru ¢6ziim iizerine kabul
edilen regiilerlik kosullari ile ispatlanmig dogruluk sinirlar1 uygulanarak sag taraftaki terimler

simirlandirilir. Ornegin:

n 7”"'1 n —n n n
IV (@™ —a; )P <2V =g )P + 2 V(e — g™

€= % secmek, iki ile carpmak, ardindan terimleri yeniden diizenlemek ve dnceki tiim zaman

diizeyleri lizerinde toplama yapmak ispati tamamlar. [
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Simdi, yeni modelin yiiksek dogrulugu gosterilecektir. ki komsu zaman diizeyinde gergek
¢Oziimiin ortalamasi alinarak ve yeniden diizenlenerek, her v; € X; i¢in (u ’.”1, p?“) gercek

¢Ozimi

1

u?—H —U? n n n n(r, n n—
(T,Ui +V1(Vui+1,VUi)+/<a/1ui+1|[u ]|vids—/<;/uj|[u ]|1/2|[u 1]|1/22}¢ds

umt— 1
et - (D ) o)

At 2
_ (L@ + i) LV (u* —up)
- ( 2 T NI
1
b (7 =) g () = b ()

n+1 n n+17] _ n
+At/| ( u>d gm/[ n+1<|[u ]Ltuu”)”ids

—/-”v/U”I[U"]Iml[u”‘l]l”%i ds + E/ﬂ“l[ﬂ”“]lw ds + E/U”I[U”Hvi ds
1 ! 2 I ! 2 1 !
(22)

esitligini saglamaktadir. Eger zaman tutarliligi hatas1 terimi goz ardi edilir ve (22)
esitliginin sag tarafindaki tiim terimler sola kaydirilirsa, standart Crank-Nicolson yaklasimi
elde edilmektedir. Boylece, zamanda artan dogrulugun nedeni goriilebilmektedir. Burada
0;’deki ekstra dogrulugun sebebi de ac¢ikliga kavusturulacaktir. Filtrelenmis hiz sol taraftaki
lineer olmayan terimin ilk degiskeninde goriilmektedir. Bu durum sol tarafta algoritma ile
eslesmeyi miimkiin kilacaktir. Esitligin sag tarafinda ise bu filtrelenmis hizin hata diizeltme
adimu ¢coziimiiyle eslestirilecek bir terimi vardir. Bir sonraki teoremde ana sonucu kanitlamak

icin kullanilacak olan yap1 bu olacaktir.

Teorem 3.6 (Diizeltme Adiminin Dogrulugu). (u, @, ) € (X;n, Xin, Qin) olsun ve Teorem

3.1, 3.2, 3.3 ve 3.4 teki kosullar saglansin. Oyleyse, asagidaki sinir kogulu gecerlidir:

2
> (HU”+1 T+ v |V (T - ﬂ?“)|l2> <

i=1
2

2
QKJ 32 (T54 max inf ||V (ult! —r)|?

min v; “ =0,...nriexh
i=1,2 " =1
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+7; max inf, Hp’“ aill* + 117 + llei* + Ve N* + Ve |

..... 'I’Lq

+AtZ<5§+5jAt2+At‘* mf ||V( KA -)||2>).

1=2

h,n+1 vn+1
et}

Ispat. Teorem 3.3iin ispatina benzer sekilde, ¢!"*! € X! olmak iizere

n+1 ~n+1 vn—i—l in+1
Uy =Yy = = ¢

7 *! yaklagiminda hata ayrigimi yapilir. Daha sonra
v = QVS?H secilerek, (10) esitliginin ilk denklemi (22) esitliginden cikarilir. Sol tarafta
arayiiz terimleri diginda tiim terimler tahmin adiminin dogrulugunu kanitlamada oldugu gibi
[6] ele alinabilir. Sag taraftaki terimlere diizeltme adimina 6zel Cauchy-Schwarz ve Young
esitsizlikleri uygulanarak ve geriye kalan lineer olmayan arayiiz terimleri gruplandirilarak,

0 € [t", "] icin

u@“ —ur

1 ;
ATt = # -3 < KA e ) = CAt2ui,ttt(8)

ifadesi Crank-Nicolson zaman tutarlilig1 hatas1 olmak iizere;
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165112 — llop|?

F UV < el G2+ —— ViR + g

—|p;

2At 461 1V 46271
2
1 1 || w(ertt —en)
)\ﬂ+1 2 7 7
+4€i,17/i || ! H_I’Qi + 1661'711/1‘ At

_|_

—n+1 n+1 n+1 ~n+1 vn+1 n+1
bo-’(ui y Uy 7¢ )_b<z y Uy 7¢ )

;z 7 7’L

n+1 ~n+1 ~
+At b up T —uf un L gbn+1 — b, att —ay L gntl
2 v At Y AV

At uttt — artl —qgn .
bw n 7 T, n—i—l . b AL 7 7, 1'1—}—1
+ 2 (uz’ At 7¢7, ) w(u@’ At 7¢7,

/ P[] g ds — / A @] ds
I I

+K /uvijun”l/QH n71]|1/2(&n+1 ds — /vnan”l/gan1”1/2(£?+1 ds
K n+1 r An+1 i .
£ / T[] S — / o) | L) go+tas
| s (el T | R / e | i [ el 0 | R
—|—2At /1 ( AL G ds — i AL ¢ ds
n—|—1 n An—}—l fj, 5
+ At /l Y n+1 dS /| n” -y 77 ¢?+1 dS

[ ] — [fa"]]

A ([ — [[u]] / ; amt| — ;
ZA n+1 Iin+1 n+1 n+1
—|—2 t /Iu] ( N o7 ds — : u; N o ds

[ (=2 6y s = [ () - e ) s

(23)

—n+1 n+1 n+1 in+1 ~n+1 ~n+1 An+1 in+1
b, (u Y, & )— (u — g

+K

+K

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki her bir arayiiz terim ¢ifti bu ¢alismada ve referans [6], [23]

calismalarinda gosterilen yontemlerle ele alinabilmektedir. Bu boliim, yukarida goriildiikleri
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sirayla her bir dogrusal olmayan terim cifti iizerinde bir sinir ile sonuglandirilacaktir. Bu

s1inir;

bw <ﬂn+1 n+1 ¢n+1) _bw< +1 vn—I—l ¢n+1) <

by (ﬁ’f“ ntl, ¢n+1)

—n+1 o .
+ b, <¢i ,uf“, n+1> ( n+1;¢?+1) + (b <77?+1777?+1’ ;z+1>
¥ bw( P ) s5ewuva?“rr? i e N AR Ak
C : . §
3—V3IIVu?“H‘lllcb?Hll2 = 3||V?7"“H o 17 + IIVU"HH4 ||V77"+1|| Va2
(3
ve
b —n+1 n+1 n—|—1 In+1 —b —n+l ~n+1 ~nt+l, In+1 <
W | T u; oy w | Uy AR TR Y <
bw <gzn+1 ;1+17 ;1+1,¢n+1)‘ + bw (T?Jrl A?+1,€?+1,¢E?+1) <
by <9?H n+17 ?+1’¢n+1>‘ + b, (E?H u?“,e?“,gﬁ?ﬂ)
+ b, (g ntl n+176?+17é?+1) <
. c-C
B[ VOr P+ e e — g )
’L
C 4 n+1 n+1 C -2 n+1 n+1 2 n+1(12
O AT AV 2) + s (0 2T = ) ) o2 T )
(3 (3
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olarak bulunur. Yukaridaki ifadelerin son iki satirn1 Teorem 3.2 ve 3.4 kullanilarak

sinirlandirilabilmektedir. Lineer olmayan terimlerin son iki cifti ise;

g b uf Tt — utgntl) a =y Gt ¢n+1 <
2 | A U N AN -
ﬁ b e?H — € un L gntl ﬁ b U?H — U el gntl
2 w At 9 Z Y (b + 2 w At Y Z ) (b
g b <€?+1 B 6? 7’L+1 ¢n+1 <
2 1Y At -

2

1
W_—U?> | Vert?|2

Tnd1)(2 2 6?“ —e; n41y)2
3€Vz‘||v¢z' | +@At \Y% AL Hvuz |

2

et —er +1)12
o, | 21| VAT )| | BT

ntl Gt — g
=13 (u&%mﬁ?ﬂ) ~ b, (u&%;aﬁ?*l) <

2
n+1 n

C e, —e; n
+—16€V'At2 v<—At ) ||Vui+1||2

2

C uftt —
At2 7 7 n+1 2
166VZ v ( At > Vel

Bevi|| Vo |

2

c e?“ — € n+12

ile simirlandirilir. Son terimlerin tiimii sinirlidir ve Teorem 3.2, 3.3’te istenen O (At* + 35} At?)
dogrulugunu saglamaktadir. Tim smirlart (23) esitsizliginde toplamak, 2At ile carpmak,

Lemma 2.14’{i ve ardindan iiggen esitsizligini uygulamak ispati tamamlamaktadir. []
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4 HESAPLAMALAR

Bu boliimdeki tiim hesaplamalar, acik kaynakli bir sonlu elemanlar kiitiiphanesi olan deal.Il

[30] kullanilarak yapilmistir.

4.1. Yakimmsama Oranlari

Bu boliim, niimerik hata tahminleri ve yakinsama orani analizi ile baglamaktadir. Bu amagla,

Q=0Q,UQyde Q; =[0,1] x [0,1] ve Qo = [0, 1] x [0, —1] ile;

uyg = avie (1 — 2)*(1 4+ y)2* + ae (1 — 2)avy /Vka
Uy o = ayle_%(Q +y)(1 —2)(2z — 1)ay + ae_t(Zx — Dy /vVka

Ug1 = avie (1 — x)*(1 + ﬂy)x2
Vo

Upy = avie (1 — )2z — 1)(2 + ﬂy)a:y.
Uy

olacak sekilde gercek bir ¢oziim ele alinmaktadir.

Ayrica, geleneksel bir yontem olan [6, 7, 23] her iki bolgede de basincin sifir olmasi
g0z Oniinde bulundurulup problem verileri kesin ¢6ziimle uyumlu olacak sekilde secilir.
Kenetlenme katsayisi = 1 ve son zaman 7" = 1 olarak alinir. Yiiksek olmayan Reynold
sayilarinda yakinsama oranlarini elde edebilmek i¢in 6nce vy = 0.5, v, = 0.1 ve a = 1
olarak secilir. Ardindan, sunulan yontemi, zorluk seviyesi artmig bir durumda test edebilmek

icin azalan viskozite degerleri ve @ = 1/v; i¢in hesaplamalar tekrarlanir.

At = h = 1/N, § = v/h/32 olarak secilir ve ardindan N degeri her yeni ¢oziimde
yartya indirilir. Boylece, daha yiiksek dogruluklu ¢oziimler elde edilir. Bu sekilde art arda
elde edilen ¢coziimlerin hata oranlar1 dogruluk mertebelerinin hesaplanmasinda kullanilabilir.

NS-w ile birinci mertebeden dogruluk ve NS-w-C ile ikinci mertebeden dogruluk beklenir.

30



Tablolarda, L2 — L2 = || u — uh ||L2(O,T;L2(Q)) ve L2 — Hl = || u — Uh ||L2(O,T;H1(Q)) hata

degerleri olarak temsil edilmektedir. Yakinsama oranlar1 CR ile gosterilmistir.

Tablo4.1v1 =0.5, 0 =0.1,a = 1.

Tahmin Adimi Diizeltme Adimi
1/h L? -7 CR L? - H! CR L?—L? CR L? - H! CR
8 4.11953e-04 | - | 8.50472e-03 - 1.01226e-04 | - | 7.67579e-03 -
16 | 2.03524e-04 | 1.02 | 2.70832e-03 | 1.65 || 1.51884e-05 | 2.73 | 1.97315e-03 | 1.96
32 | 1.01785e-04 | 1.00 | 1.05270e-03 | 1.36 || 2.96769e-06 | 2.36 | 5.01399e-04 | 1.98
64 | 5.09369e-05 | 1.00 | 4.79119e-04 | 1.14 || 7.01584e-07 | 2.08 | 1.26683e-04 | 1.98
128 | 2.54945e-05 | 1.00 | 2.33153e-04 | 1.04 || 1.77424e-07 | 1.98 | 3.19387e-05 | 1.99

Tablo 4.2 v1 = 0.005, v, = 0.001, a = 1 /1.

Tahmin Adimi1 Diizeltme Adimi
1/h L? — 2 CR L? — H* CR L? — 2 CR L? — H* CR
8 1.94534e-03 | - | 5.21231e-02 | - 1.19799e-03 | - | 5.18072e-02 | -
16 | 8.10025e-04 | 1.26 | 1.72017e-02 | 1.60 || 1.72664e-04 | 2.79 | 1.55092e-02 | 1.74
32 | 3.96054e-04 | 1.03 | 5.51475e-03 | 1.64 || 1.63580e-05 | 3.40 | 3.00804e-03 | 2.37
64 | 1.97319e-04 | 1.01 | 2.46784e-03 | 1.16 || 1.41591e-06 | 3.53 | 4.87807e-04 | 2.62
128 | 9.84947e-05 | 1.00 | 1.22070e-03 | 1.02 || 2.39417e-07 | 2.56 | 8.66997e-05 | 2.49

Tablo 4.3 v; = 0.00005, v = 0.00001, a = 1/v.

Tahmin Adimi1 Diizeltme Adimi
1/h L? — 2 CR L? — H* CR L? — 2 CR L? — H* CR
8 2.28773e-03 | - | 6.93553e-02 | - 1.59673e-03 | - | 6.85926e-02 | -
16 | 9.67960e-04 | 1.24 | 3.77867e-02 | 0.88 || 4.00720e-04 | 1.99 | 3.60697e-02 | 0.93
32 | 4.59428e-04 | 1.08 | 2.02999¢e-02 | 0.90 || 9.68945e-05 | 2.05 | 1.78679¢e-02 | 1.01
64 | 2.25652e-04 | 1.03 | 1.09554e-02 | 0.89 || 2.43767e-05 | 1.99 | 8.25683e-03 | 1.11
128 | 1.11834e-04 | 1.01 | 6.19037e-03 | 0.82 || 1.01257e-05 | 1.27 | 4.56130e-03 | 0.86
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Tablo 4.1-4.3 teorik bulgulari dogrulamaktadir, yani NS-w modeli birinci mertebeden ve
NS-w-C ise bu tablolarin ¢ogu i¢in ikinci mertebeden dogruluga sahiptir. Hem LES hem de
LES-C modellerindeki yakinsama oranlarinin yiiksek Reynold sayilarinda azalmasi bilinen
bir olgudur [31, 32]. Bu durumun muhtemel bir agiklamasi, olasi dogruluk sonuclarinin
sag taraflarinda v 3 ifadesinin olmasidir. Diizeltme adimi tahmin adimimin dogruluguna
bagh oldugundan, bu durum diizeltme adiminin dogrulugu icin daha kotii bir sonug
olusturmaktadir. Ancak NS-w-C c¢oziimiindeki (en ince 1zgaradaki) hatanin biiytikligi,
L?-normundaki NS-w hatasindan on kat daha kiigiiktiir. Ayrica, bir dnceki kaba 1zgara
seviyesindeki diizeltme ¢oziimiiniin dogrulugunun, en ince i1zgaradaki tahmin adiminin
dogrulugundan daha iyi oldugu goriilmektedir. Bu durum, kullanicinin NS-w-C modeli ile

istenen toleranst NS-w modeline gore cok daha hizli elde etmesini saglamaktadir.

4.2. Dairesel Engeli Gecen Akis

(1)-(6) icin tiirbiilans test problemlerinin yetersizliginde, dairesel bir cismin su yiizeyi
tizerinde yiiksek hizda ve algak irtifada uctugu bir ortami arastirmak Onerilmektedir. Bu
amacla; su bolgesi cismin ardinda gelismesi gereken girdap yolunu etkiler mi, eger dyleyse
yol nasil degisir ve NS-w ya da NS-w-C c¢oziimlerinin dogru olup olmadigina nasil karar
verilir, son olarak bu girdap yolu alt bolgelerde bir tutarli yapr yaratir mi, gibi sorular

sorulmalidir.

Bu amacla bir karsilastirma noktasi sunulmaktadir. Hesaplama acisindan maliyetli monolitik
bir yontem (iki bolgeyi ayristirmadan birlikte ¢dzen), tiirbiilans modellemesi olmadan daha
kiiciik zaman adimli ve daha ince bir 1zgara lizerinde kullanilmaktadir. Yiiksek olmayan
Reynold sayilar kullanildig1 takdirde bu durum “gercek ¢oziim” olarak goriilebilmektedir
clinkii bu ¢oziim ayrigtirma hatalarini veya tiirbiilans modellemesinden kaynaklanan hatalari

ortaya ¢ikarmamaktadir.

NS-w, NS-w-C ve zamanda ikinci mertebeden dogruluga sahip monolotik yOntem

MM-BDF nin nitel bir karsilagtirmasi su sekilde sunulmaktadir: Her (vy,;, gns) € (X[, QF)
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olmak iizere;

n+1 n—1
<3uh,i — duy AT U

N >+vz<w,: Vo) + b (uztl,u;:ﬂ () = @RV o)

—f—(V ! uz—l—l) th + K“/' n+1 n+1 Uh zds - (fn+1 Up 1) (24)
n+1 , n+1

esitligini saglayacak bir (up;, p; ) € € (X', Q") bulunmalidir.

Problem,

ul,l(oa Y, t) = U171(2.2, Y, t) -

’LLLQ(O, Yy, t) = U172(2.2, Yy, t) =

6 .
WAE sin(7t/8)y(0.41 — y),
0

list bolgede parabolik olarak giren akisin (ayn1 parabolik ¢ikis ile) (0.2,0.06) merkezli ve 0.05
yaricapli dairesel bir engeli gececegi sekilde yapilandirilmistir. Her iki bolge de 2.2 x 4.1
dikdortgenlerdir. Homojen Drichlet sinir kosullari, arayiiz hari¢ alt bolgenin duvarlarinda ve
tist bolgenin iist duvarinda uygulanmaktadir. Her iki bolgedeki akiskanlarin baslangic hizlar
stfirdir. 1y = le — 03, v, = 1 ve son zaman T=8 olarak belirlenmistir. Bilinmeyen sayilari

(# of DoFs) ve problem parametreleri de Tablo 4.4’te verilmistir.

Tablo 4.4 Problem parametreleri

# of DoFs (kalin 1zgara) | # of DoFs (ince 1zgara)
v & X v & X At o
MM X X X 39822 | - 5115 0.005 | -
NS-w 11786 | 11786 | 1547 X X X 0.1 |0.01
NS-w-C | 11786 | 11786 | 1547 X X X 0.1 |0.01

r degeri Sekil 4.1°den Sekil 4.3’e kademeli olarak arttirilmistir. Bu yolla bolgeler arasindaki

baglant1 giiclendikce, MM-BDF2’nin x > 1 i¢in basarisiz oldugu goriilmektedir.
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0,

.— 0.002591

—0.001943

0.001295

— 0.0006477

.— 0.000

NS-w-C
Sekil 4.1 k = 1 icin MM-BDF2, NS-w ve NS-w-C ile beklenen hiz biiyiikliikleri
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92

- —=0.6577

—0.4933

0.3288

—0.1644

.— 0.000

0,

-— 0.002852

—0.002139

0.001426

— 0.0007130

.— 0.000

NS-w-C
Sekil 4.2 k = 10 i¢in NS-w ve NS-w-C ile beklenen hiz biiyiikliikleri. (MM-BDF2 yakinsamiyor.)

Q,
-0.6503
m

—0.4877

0.3251

—0.1626

.— 0.000

0,

-—0.0] 104

— 0.008280

0.005520

— 0.002760

.— 0.000

NS-w-C

Sekil 4.3 £ = 1000 i¢in NS-w ve NS-w-C ile beklenen hiz biiyiikliikleri.
(MM-BDEF2 yakinsamiyor.)
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Hem NS-w hem de NS-w-C modelleri iist bolgede karsilagtirilabilir sonuglar iiretmektedir.
Girdap yolunun yoniindeki yataydan egimli yone olan degisimi yakalarlar ve bu, k = 1 i¢in
MM-BDF2 yontemi ile dogrulanmaktadir. Ancak, alt bolgeler arasindaki akis aligverisini
arttirdik¢ca, Sekil 4.1°den Sekil 4.3’e kadar alt bolgede daha fazla yapinin ortaya cikmasi
ve gelismesi beklenmektedir. NS-w-C modeli tam olarak bu tiir bir davranig1 gosterirken,
NS-w ¢oziimii ¢cok daha az tatmin edici olmaktadir ve alt bolgede ¢cok az akiskan yapisi

olusturmaktadir (Sekil 4.2, 4.3).

4.3. Bir Basamag1 Gecen Akis

Burada, bir basamak iizerinden gecen akista beklenen hiz biiyiikliiklerinin nitel davranislar
NS-w, NS-w-C ve MM ile karsilastirllmaktadir. Bu diizenleme, gercek hayattaki bir
simiilasyonda bir sahil dagi, ugurum vb. tanimi olabilmektedir. Benzer problemler i¢in

[6, 20, 33] calismalarina bakilabilir.

Bu diizenlemede; basamakta, iist bolgenin iist duvar1 ve alt bolgenin dikey duvarlari iizerinde
homojen Drichlet sinir kogullar uygulanmaktadir. Parabolik giren akis u; (0,y,t) = (4(y —
1)(2—y),0) ve ¢cikan akis uq (8, y,t) = (y(2—y)/2,0) iist bolgedeki akigt yonlendirmektedir.
Bu bolge sadece giren ve ¢ikan akisa sahip oldugundan ve diger sinirlarda normal yoniinde
akis olmadigindan verilen sinir deger sec¢imlerinin sikistirilamazlik kisitlamasiyla uyumlu

oldugu gosterilebilir:

V-uldx:/ ul-nd8+/ uy -nds = 0.
Q giren akig sinir ¢ikan akis sinir

Geriye kalan problem parametreleri ise 1o = 10, vy = be — 03, T" = 15, At = 0.01 ve

h =~ (0.2 olarak verilmektedir.

Sekil 5.1, k = 1 ile NS-w, NS-w-C ve MM ile elde edilen hiz konturlarim1 gdstermektedir.
Ust bolgede resirkiilasyon bolgesi basamagin arkasinda goriindiigiinden ve akiglarin degisimi
alt bolgede ters yonde donen bir girdap yaratilmasina yol agtigindan, kalitatif 6zellikleri

birbirleriyle uyumlu goriinmektedir.
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Ancak, x = 1000 se¢cmek bu uyumu bozmaktadir. NS-w-C ve MM benzer hiz
biiytikliikleri tiretirken, NS-w monolitik ¢oziimde gozlemlenmeyen ekstra sirkiilasyonlarla
birlikte gelmektedir (bkz. Sekil 5.2). Bu durum, NS-w-C modelinin (1)-(6) akiskan-akigkan
etkilesimi problemi icin en dogal rakibi olan NS-w modelinden daha iyi performans

gosterdiginin bir bagka kaniti olmaktadir.
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5 SONUCLAR

Bu calismada, iki akigkanin etkilesimi i¢in yeni bir tiirbiilans modeli sunulmustur. Bu
model, literatiirde genis yer bulan ve akigkan-akigkan etkilesimini ayristirma teknigi olan
geometrik ortalama yontemini kullanarak ve bu yontemi biiylik girdap simiilasyonun
en yeni iyelerinden NS-w-C ile birlestirerek yiiksek Reynold sayilarinda ¢6ziim
sunmaktadir. NS-w-C-GA olarak adlandirilan bu yontem, ¢esitli atmosfer-okyanus etkilesimi
modellerinde siklikla kullanilan lineer olmayan kenetlenme kosulu ile (1)-(6) test problemine
uygulanmistir.  Yeni modelin rakibi olarak goriilebilecek olan model [6] calismasindaki
NS-w-GA modelidir. NS-w-C-GA modelinde kullanilan hata diizeltme yonteminin, teorik
olarak hem modelleme hem de kenetlenme hatalarini1 azaltarak daha yiiksek dogrulukta
¢Oziim Urettigi gosterilmistir. Genel tahmin-diizeltme yaklagimina uygun olarak, hem tahmin
hem de diizeltme adiminin ¢oziimleri aym 1zgara lizerinde hesaplanmakta ve benzer bir
CPU zamani gerektirmektedir. Bu durumun sebebi, bu denklemler arasindaki tek farkin
diizeltme adiminin sag tarafinin degistirilmis olmasidir. Kabaca iki cekirdekli bir makine
ornek verilecek olursa, NS-w-C modeli; tahmin adimt i¢in bir ¢ekirdek, diizeltme adimi i¢in
ise diger cekirdek ile ve diizeltme adimi tahmin adiminin bir zaman diizeyi gerisinde kalacak

sekilde dogal olarak paralellestirilebilmektedir.

Diizeltme adiminin etkileri 4. boliimdeki {i¢ sayisal testin tiimiinde fazlaca vurgulanmustir.
[1k olarak Tablo 4.1-4.3’e bakilarak, NS-w-C modelinin “hesaplama ¢abas1 basina dogruluk”
degeri agisindan NS-w modelinden daha iyi performans sergiledigi ¢cikarimi yapilmaktadir.
Diizeltme adimi, ayni 1zgarayr kullanirken, hatanin 6nemli Ol¢iide azaltilmasina izin
vermektedir. Ayrica bu tablolardan, seyrek bir 1zgaradaki diizeltme adimi ¢6ziimiiniin
dogrulugunu elde etmek amaciyla tahmin adimi i¢in ¢cok daha sik bir 1zgaranin gerekliligi
ortaya ¢ikmaktadir. Bu durum, yalnizca tahmin adiminin (NS-w modeli) kullanilmasi
durumunda ayni kalitede sonuclarin elde edilmesi icin daha fazla hesaplama cabasi (CPU
zamani, depolama, bellek) gerekecegi anlamma gelmektedir. Ikinci olarak, NS-w-C

¢Ozlimiinlin NS-w c¢oOzlimiine gore niteliksel gelisimi, bir basamagi gecen akis ve dairesel
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bir nesnenin iist bolgede yiiksek hizda ve algak irtifada ucusu ile verilen iki test probleminde

acikca gosterilmisgtir.

Sekil 5.1 k = 1 icin beklenen hiz biiytikliikleri.
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MM
Sekil 5.2 k = 1000 i¢in beklenen hiz biiyiikliikleri.

40

Q,

1.040
- 0.7802
0.5201
[ 0.2601
0.000
Q.
0.01950
—0.01462
000074
[ 0.00487
0.000
Q,
1,040
-—0.7797
05198
[ 0.2599
0.000
Q
0.09189
— 0.06892
0.04595
[ 0.02297
0.000
oh
1.045
-—0.7841
0.5227
[ 02614
0.000
Q.

0.2885

—02164

0.1442

007212

o

0.000



[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

KAYNAKCA

J.L. Lions, R. Temam, and S. Wang. Models of the coupled atmosphere and ocean

(CAO I). Comput. Mech. Adv., 1:5-54, 1993.

J.L. Lions, R. Temam, and S. Wang. Numerical analysis of the coupled

atmosphere and ocean models (CAO II). Comput. Mech. Adv., 1:55-120, 1993.

D. Bresch and J. Koko. Operator-splitting and lagrange multiplier domain
decomposition methods for numerical simulation of two coupled Navier-Stokes.

Int. J. Appl. Math. Comput. Sci., 16:419-429, 2006.

E. Burman and M. A. Ferndndez.  Stabilization of explicit coupling in
fluid—structure interaction involving fluid incompressibility. Computer Methods

in Applied Mechanics and Engineering, 198(5):766-784, 2009.

J.M. Connors, J.S. Howell, and W.J. Layton. Decoupled time stepping methods
for fluid-fluid interaction. SIAM J. Numer. Anal., 50(3):1297-1319, 2012.

M. Aggul, A. E. Labovsky, and K. J. Schwiebert. Ns-w model for fluid—fluid
interaction problems at high reynolds numbers. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 395:115052, 2022.

M. Aggul and S. Kaya. Defect-deferred correction method based on a
subgrid artificial viscosity model for fluid-fluid interaction. Applied Numerical

Mathematics, 160:178-191, 2021.

M. Aggul. A grad-div stabilized penalty projection algorithm for fluid-fluid
interaction. Applied Mathematics and Computation, 414:126670, 2022.

D.A. Randall, R.A. Wood, S. Bony, R. Colman, T. Fichefet, J. Fyfe, V. Kattsov,
A. Pitman, J. Shukla, J. Srinivasan, R.J. Stouffer, A. Sumi, and K.E. Taylor.

Climate models and their evaluation., 2007.

41



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

P. A. Mooney, D. O. Gill, F. J. Mulligan, and C. L. Bruyere. Hurricane simulation
using different representations of atmosphere-ocean interaction: the case of irene.

Atmospheric Science Letters, 17:415-421, 2016.

J. Nelson, R. He, J. C. Warner, and J. Bane. Air-sea interactions during strong

winter extratropical storms. Ocean Dynamics, 64:1233—-1246, 2014.

F. Lemarié, P. Marchesiello, L. Debreu, and E. Blayo.  Sensitivity of
ocean-atmosphere coupled models to the coupling method: example of tropical

cyclone erica. Doctoral dissertation, 2014.

S. D. Nicholls and S. G. Decker. Impact of coupling an ocean model to wrf

nor’easter simulations. Monthly Weather Review, 143.12:4997-5016, 2018.

J.-W. Bao, J. M. Wilczak, J.-K. Choi, and L. H. Kantha. Numerical simulations
of air-sea interaction under high wind conditions using a coupled model: A study

of hurricane development. Monthly Weather Review, 128:2190-2210, 2000.

F. O. Bryan, B. G. Kauffman, W. G. Large, and P. R. Gent. The ncar cesm
flux coupler. Tech. Report NCAR/TN-424+STR, National Center for Atmosphere
Research, 1996.

F. Lemarié, E. Blayo, and L. Debreu.  Analysis of ocean-atmosphere
coupling algorithms: Consistency and stability. Procedia Computer Science,

51:2066-2075, 2015.

N. Perlin, E. D. Skyllingstad, R. M. Samelson, and P. L. Barbour. Numerical
simulation of air-sea coupling during coastal upwelling. J. Phys. Oceanography,

37:2081-2093, 2007.

C. Bernardi, T. Chacon-Rebello, M. Gomez, and R. Lewandowski. A model
of two coupled turbulent fluids, part ii: Numerical approximations by spectral

discretization. SIAM Jour. Num. Analysis, 40:2368-2394, 2002.

42



[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

J. Connors. An ensemble-based conventional turbulence model for fluid-fluid

interaction. IJNAM, 15:492-519, 2018.

M. Aggul and A. Labovsky. Approximate deconvolution models for turbulent
fluid-fluid interaction problems. Computers & Mathematics with Applications,

117:113-126, 2022.

W. Layton, C. Manica, M. Neda, and L. Rebholz. Numerical analysis and
computational comparisons of the NS-alpha and NS-omega regularizations.

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 199:916-931, 2010.

W. Layton, I. Stanculescu, and C. Trenchea. Theory of the NS-w model: a
complement to the ns-a model. Communications on pure and Applied Analysis,

10(6):1763-1777, 2011.

M. Aggul, J. Connors, D. Erkmen, and A. Labovsky. A defect-deferred correction
method for fluid-fluid interaction. SIAM J. Numer. Anal., 56:2484-2512, 2018.

A. Labovsky. Approximate deconvolution with correction: A member of a new
class of models for high Reynolds number flows. SIAM Journal on Numerical

Analysis, 58(5):3068-3090, 2020.

Y. Batugedara, A. Labovsky, and K. Schwiebert. Higher temporal accuracy
for LES-C turbulence models. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 377:113696, 2021.

V. John. Finite element methods for incompressible flow problems. Springer

Series in Computational Mathematics, 51, 2016.

L.R. Scott S.C. Brenner. The mathematical theory of finite element methods.

Texts in Applied Mathematics, vol. 15, Springer-Verlag, New York, 1994.

J. G. Heywood and R. Rannacher. Finite-elements approximation of the
nonstationary Navier-Stokes problem part iv: Error analysis for second-order
discretization. SIAM J. Numer. Anal., 27(2):353-384, 1990.

43



[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

M. Gunzburger and A. Labovsky. Effects of approximate deconvolution
models on the solution of the stochastic navier-stokes equations. Journal of

Computational Mathematics, 29:131-140, 2011.

W. Bangerth, D. Davydov, T. Heister, L. Heltai, G. Kanschat, M. Kronbichler,
M. Maiera, B. Turcksin, and D. Wells. The deal.ii library, version 8.4. Journal of
Numerical Mathematics, 25:135-141, 2016.

M. Aggul, S. Kaya, and A. Labovsky. Two approaches to creating a turbulence
model with increased temporal accuracy. Applied Mathematics and Computation,

358:25-36, 2019.

M. Aggul. Defect correcting extrapolation technique for oseen and navier—stokes

flows. Computers & Mathematics with Applications, 80:1029-1049, 2020.

M. Aggul, E. G. Eroglu, A. Labovsky, and S. Kaya. A projection based variational
multiscale method for a fluid—fluid interaction problem. Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering, 365:112957, 2020.

44



