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OZET

HELSON-BEURLING TEOREMI VE
UYGULAMALARI

Gizem TAS
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Dog¢. Dr. Ugur GUL
Eyliil 2018, 62 sayfa

Bu tezde L? uzaymin kaydirma operatorii altinda degismez kalan kapali
alt uzaylarini karakterize eden Helson-Beurling teoremini ele aliyoruz. Ayni
zamanda Helson-Beurling teoreminin uygulamalari olarak D. Sarason’un yaptigi
Volterra operatoriiniin degismez alt uzaylarinin karakterizasyonunu, A. Katavo-
los ve S. Power’in yaptiklari L?(R)’nin ¢arpim ve 6teleme operatorleri altinda
degismez kalan kapali alt uzaylarinin karakterizasyonunu ve yine A. Katavo-
los ve S. Power’m yaptiklar1 L?(IR) nin garpim ve dilasyon operatorleri altinda
degigsmez kalan kapali alt uzaylarinin karakterizasyonunu da ele aliyoruz.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzaylar1, Kaydirma Operatorii, Tek yonli
kaydirma, Cift yonlii kaydirma, Degismez alt uzaylar.



ABSTRACT

HELSON-BEURLING THEOREM AND ITS
APPLICATIONS

Gizem TAS
Master’s thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ugur GUL
September 2018, 62 pages

In thesis we treat the celebrated Helson-Beurling Theorem which charac-
terizes the closed subspaces of L? which are invariant under the shift operator.
We also treat the characterization of invariant subspaces of the Volterra op-
erator as an application of Helson-Beurling Theorem due to D. Sarason, char-
acterization of multiplication and translation invariant subspaces of L?(R) as
an application of Helson-Beurling theorem due to A. Katavolos and S. Power
and characterization of multiplication and dilation invariant subspaces of
L?*(R) as an application of Helson-Beurling theorem due to A. Katavolos and
S. Power.

Key words: Hilbert Spaces, Shift operator, Unilateral shift, Bilateral
shift, Invariant subspaces.
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1 GIRIS

Bu tezin amaci1 Hilbert uzaylarinda operator teorisinin en onemli konu-
larindan biri olan degismez alt uzaylarla ilgili bir derleme yapmaktir. Bir
Hilbert uzay1 operatorii verildiginde onun degismez alt uzay latisini karak-
terize etmek onemli bir problemdir. Ancak bugiine kadar ¢ok az sayida op-
eratoriin degismez alt uzay latisleri bilinmektedir. Bunlarin en onemlileri
kaydirma (shift) ve Volterra operatorleridir. Bu tezde bu iki énemli op-
eratoriin de degismez alt uzaylarinin karakterizasyonlarina yer verilmistir.
Kaydirma operatoriiniin degismez alt uzaylarini karakterize eden Helson-
Beurling Teoremi Operator Teorinin en onemli sonuglarindan biridir. D.
Sarason 1960’larda bu 6nemli sonucu kullanarak ve Paley-Wiener teoremi
yardimiyla kaydirma operatorii ile Volterra operatorii arasinda beklenmedik
ve sik bir baglant1 kurdu ve bu sayede Volterra operatoriiniin degismez alt
uzaylarmin ¢ok sik bir karakterizasyonunu verdi (bakiiz [13]). Katavolos ve
Power, Helson-Beurling teoremini kullanarak 1997 yilinda L*(R) iizerinde
etki eden iki 6nemli operator sinifi olan ¢arpma ve Gteleme operatorleri
altinda ayn1 anda degigmez kalan kapali alt uzaylari karakterize ettiler (bakiniz
[7]). Bu iki yazar aym teknikleri kullanarak 2002 yilinda L?*(R)nin bu sefer
hem carpma hem de dilasyon (garpmaya gore 6teleme) operatorleri altinda
degismez kalan kapali alt uzaylar karakterize ettiler (bakimz [8]). Bu tez bu
sonuclarin bir derlemesinden olugmaktadir.

Tezin 1. kismi bu “Girig” kismudir. Tezin 2. kisminda gerekli olacak
olan Fonksiyonel Analiz ve Kompleks Analiz 6n bilgileri verilmistir. Ozellikle
Hardy uzaylar1 teorisine detayl bir girig yapilmigtir. Ust yar1 diizlemin Hardy
uzay1 ve Paley-Wiener teoremi detayli bir sekilde verilmigtir. Ayrica iist yari
diizlem iizerindeki i¢ fonksiyonlarm (inner functions) karakterizasyonu de-
tayli bir gekilde verilmistir. 2. kisimda [3],[4],[10],[5] ve [12] kaynaklarmdan
onemli olciide faydalanilmigtir. 3. kisimda Helson-Beurling teoremi ve is-
pat1 verilmigtir. Bu kisim [6]'ten alinnugtir.  Ayrica Helson-Beurling teo-
remi kullanilarak H? {izerinde etki eden kaydirma operatoriiniin eslenigi S*'in
degismez alt uzaylarinin karakterizasyonuna yer verilmigtir. 4. kisimda D.
Sarason’un Paley-Wiener teoremi ve Helson-Beurling teoremini kullanarak
yaptig1l Volterra operatoriiniin degismez alt uzaylarinin karakterizasyonu ver-
ilmigtir. Bu kisum [13)’den alinmigtir. 5. kisimda Katavolos ve Power’'mn
carpma ve Oteleme altinda degismez kalan kapali alt uzaylarin karakteriza-
syonu verilmigtir. Bu kisim [7]’dan alinmigtir. Tezin 6. ve son kisminda yine
bu iki yazarin bu sefer carpma ve dilasyon altinda degismez kalan kapali alt
uzaylarin karakterizasyonu verilmigtir. Bu kisim [8]’den almmigtir.



2 ONBILGILER

2.1 Fonksiyonel Analizin Temel Teoremleri

Bu béliimde ele aliman konular [12] kaynaginda detayh olarak mevcuttur.
Asagida ele alinan bu konular esasen [12] kaynagindan almmigtir.

2.1.1 Zayif, Zayif* Topolojiler ve Alaoglu-Bourbaki Teoremi

Bu tezdeki biitiin vektor uzaylari C karmagik sayilar cismi iizerinden etki
eder. Bir X vektor uzay tizerinde

i-) [z <0Vz e X | |z[|=0<2=0
ii-) [z +yl <llzfl +[lyll  Vz,yeX
iii-) [[Ax|| = A ||z]] YVzee X, AeC

kogullarini saglayan ||.||: X — R fonksiyonu varsa X’e normlu uzay denir ve
(i)-(iii) kogullarim saglayan ||.|| fonksiyonuna X {izerinde bir norm ad verilir.
X ve Y normlu uzaylar iizerinde;

i-) Tz +y) =ANTx+Ty VAeC, z,y € X (dogrusallik)
ii-) 3C > 0 [|[Tz|ly < C||z|y , Vo € X (smurhbk)

kosullarini saglayan 7" : X — Y fonksiyonuna simirli dogrusal operator
denir. Biitiin sinirhi dogrusal operatorler uzay1

B(X,Y):={T:T:X — Y : T smirh dogrusal operator}
T :=inf{C > 0:||Tz|| < C|z|]|Vx € X}
ile bir normlu uzaydir. X normlu uzayinda;
Ve>0dNeN: Vnom>N |z, —zn| <e

kogulunu saglayan {z,} -, C X dizisine Cauchy Dizisi denir. Her Cauchy
dizisinin yakinsak oldugu normlu uzaylara ise Banach Uzayi denir. Eger Y
bir Banach uzay1 ise B(X,Y") de bir Banach uzayidir. Y = C 6zel durumunda
B(X,C) = X’ uzayma X’in ¢ifti(dual) denir.



X bir normlu uzay olsun. X’ :={®: X — C: ® dogrusal ve siirh} uzay
¢ifti lizerinde norm topolojisinden bagka iki tane daha farkh topoloji dikka-
timizi ¢eker. Bunlardan ilki ® € X’ icin

Usar,an. =1V € X' |U(x;) — (z))] <€, Vje{l,...,n}} C X' z1,...,0, € X
alt kiimelerinin taban tegkil ettigi zayif* topolojisi ve digeri ise 71, ...7,¢(X")’
icin

Vorme ={¥ e X :|r(®) —7;(V)| < e} C X'

alt kiimelerinin taban teskil ettigi zayif topolojidir. Zayif topolojinin zayif*
topolojisinden daha ince oldugunu gormek zor degildir, zira

1: X = X" (x) =2,2(6) = ¢(x)

kanonik gommesi altinda X, X”'in bir alt kiimesidir. 7% X’ lizerindeki zayif*
topolojisi olsun. Alaoglu-Bourbaki teoremi asagidaki gibidir:

Teorem 1 (Alaoglu-Bourbaki). X normlu bir uzay olsun. O halde
Bx :={¢ € X : ¢ <1}
kapaly birim yuvar, T tikizdur.

Alaoglu-Bourbaki teoremi topolojide Tikhonov teoremi olarak bilinen ve
herhangi bir tikiz topolojik uzaylar ailesinin kartezyen carpiminin da carpim
topolojisine gore tikiz oldugunu soyleyen genel ve kullanigh teoremin bir
sonucudur. Zayif* topolojisinin Hausdorff oldugunu gormek zor degildir,
gercekten ¢, € X' ve ¢ # ise dr € X > ¢(x) # ¥(zr) , o halde
e =|p(x) —Y(x)] > 0igin Uy p e MUy 4 e = @ olur.

Teorem 2 (Tikhonov). K,c; tikiz topolojik uzaylar olsunlar, o halde [] K,
el
kartezyen carpima carpim topolojisine gore tikizdwr. Carpim topolojisi,

e

projeksiyon fonksiyonlarina surekli yapan en kaba topoloji olarak tanimlanar.
Alaoglu Bourbaki Teoreminin agagidaki ispati [2]’den alimmigtir.
Ispat (Alaoglu-Bourbaki).

By :={reX:|z| <1}



X in kapaly birim yuvary ve Vo € By i¢in
D, ={ze€C:|z|] <1}

C’deki kapaly disk olsun.
P:= ] D,
Z‘EBX
kartezyen carpime carpim topolojisi ile donatilmas olsun. Bu topoloji ile P,
Tikhonov teoremi geregi tikiz bir topolojik uzay olur.

I': BX’ — P7F(¢) = H ¢($)

reBx

olsun. O halde T'’'nin birebir oldugu (¢ larn dogrusal olmasindan) agiktur.
{d:},er C Bxo bir net olsun oyle ki ¢, — ¢ zayf* topolojisinde yakinsasin.
O halde ¢,(z) — ¢(z), Yo € Bx olur ki bu da I'(¢,) — I'(¢) , P de demektir.
Yani T sireklidir. Ayrica I'(Bx:) C P de kapalidur:

{T(@)} e € T(Bx)

bir net olsun dyle ki I'(¢p,) — 1 € P olsun. ¥ = [] ¥(z) ve Vo € By ,

z€Bx
o () = Y(x) 2,y ve x +y € By ise o (z+y) = v(x+y), o(r) = (),
Gu(y) = ©(y) ve ¢ (x+y) = du(x) +du(y) oldugundan P (z+y) = P(z)+¥(y)
ve A € C, z € Bx ve \, € Bx ise benzer sekilde (Ax) = Mp(x) oldugu
gorilir. O halde .

]

sekilde tanwmlanan bir fonksiyon igin Y € X' ve hatta ¥ € By olur ve
['(¢) = ¢ saglanawr. Yanip € T(Bx) olur. T7!: T'(Bx:) — By da sireklidir.
I'(¢a) = [(¢) P'de yakinsasin. O halde Ya € Bx i¢in ¢o(x) — ¢(x) olur.

Herhangi bir x € X i¢in x = ||z|| o7 Ve 1oy € Bx oldugundan,

Y X = Coi(a) = ||z ()

Xz

$a(®) = 2]l da( ) = Iz T (T (a) (@) = 2] TTHT()(x)) = ¢(x) =

[l
Vo — ¢ (Bx,7) de yakinsar. Yani ' bir homeomorfizmadir. Buradan da
['(Bx/) C P kapalr oldugundan ve P tikiz Hausdorff oldugundan T'(Bx:) de
tikizdur. O halde (Bx:, 7*) da tikizdur.

Bir X Banach uzay1 ve Y C X alt uzay1 verilsin. Y'nin X’in normuna
gore kapanigt X’in Y'yi igeren butin kapali altuzaylarmmn kesigimi olarak
tanimlanir ve Y ile gosterilir.



2.1.2 Banach Uzaylarinda Operatorler:Neumann serisi

Bu kisumdaki igerik [9)’den alinmigtir. Yukarida tanimlanmig olan B(X,Y)
siirli dogrusal operatorler uzayi, X = Y durumunda B(X) seklinde gosterilir.
S, T € B(X) i¢in ST : X — X, ST(z) = S(T'(x)) seklinde tanimlanmir ve bu
operatore S ve T' operatorlerinin carpimi denir. Ayrica

ST < SIT

esitsizligi saglanir. O halde T € B(X) operatoriiniin kendisi ile n kere
carpimi 7" igin || T™ ||<|| T ||™ esitsizligi gegerlidir. Bir T € B(X) op-
eratorii verildiginde bir S € B(X) operatorii bulunabiliyorsa ki ST =TS = [
saglanir, T operatoriine tersinir denir(Burada [ birim operatoridiir(/(z) =
r Vz € X)). Bu durumda S’ye T’nin tersi denir ve S = T~! ile gosterilir.
Bir T € B(X) operatorii i¢in

(I-T)I+T+T?*+..+T") = (I+T+T°+..+T"I-T)=I-T""" (1)

ozdegligini gormek zor degildir. Bu dzdeglikten eger || T ||< 1 ise I — T"nin
tersinir oldugunu séyleyen Neumann teoremi ¢ikarilabilir:

Neumann Teoremi. X bir Banach uzay, ve T' € B(X) bir operatér olsun.
Eger | T ||< 1 ise I — T tersinirdir ve I — T 'nin tersi (I —T)!

(1-1) =3 T (2)

seklinde bir seri toplama olarak bulunur.

Ispat. Yukaridaki (1) nolu ozdeslikten S, := 3 ._, T* seklinde tanamlandiginda
(I = T)S, =1—T"" elde edilir(Burada T° = I kabul ediliyor). T op-

eratérinin normu || T ||= X < 1 olsun. Eger n > m ise ti¢gen egitsizligi
kullanilarak . .
ISn=Sml=I > TFI< > 1T
k=m+1 k=m+1
o SR LA R
k=m-+1 k=m+1

elde edilir ki bu da || S, — Sm ||— 0, n,m — oo demektir. Yani {S,}>>, C
B(X) bir Cauchy dizisidir ve B(X) bir Banach uzay oldugundan bir S €
B(X) vardwr ki lim S, = S olur. Ayni zamanda (1) nolu ézdeslikten

lm(l —T)S, =lmS,(I —T)= (I -T)S=S(I -T) =1

3



elde edilir. Yani S = (I —T)™" ve

S = i "
k=0
dar.

Neumann Teoremindeki (2) nolu 6zdeglige “Neumann Serisi” denir.

2.1.3 Hilbert Uzaylar:

Bir H vektor uzay1 iizerinde,
i-) (z,2) >0 Ve e H ,(z,2) =0 2 =0

ii-) (A\v+y,2) =Nz, 2) +(y,2) Vo,y,z€ H, A€ C

111_) <Iay> = <y7ZL’> V%y €H

kogullarini saglayan bir (.,.) : H x H — C fonksiyonu varsa, bu sartlari
saglayan (.,.) fonksiyonuna H tizerinde bir i¢ ¢carpim denir.

Lemma 3 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). H bir i¢ ¢carpim uzay: olsun. O
halde

[z, y)* < (z,2).y,y) Vz,yeH

saglanar.

Cauchy-Schwarz esitsizliginin dogal bir sonucu olarak ||z]| = (z,z)z
seklinde tanimlanan fonksiyonelin H iizerinde bir norm oldugunu goézlemleriz.
Eger bir i¢ carpim uzay1 H | ||z|| : = (z, a7>% normuna gore bir Banach uzay:
oluyorsa, H’ye bir Hilbert Uzay1 denir.

Hilbert uzaylarinin en 6nemli 6zelliklerinden biri de kendine egli (dual)
olmasidir yani esli uzayimin kendisi ile karakterize edilebilmesidir. Bu énemli
ozellik Riesz Gosterim Teoremi olarak ifade edilir:

Riesz Gosterim Teoremi. H bir Hilbert uzay ve ¢ : H — C sinarl
dogrusal bir fonksiyonel olsun. O halde;

¢(z) =(x,hy Ve H

kosulunu saglayan tek bir h € H vardar.



Riesz Gosterim Teoreminin ispati i¢in [12]’e bakilabilir. H; ve Hy Hilbert
uzaylarinda tanimli birebir, orten U : H; — H, dogrusal operatori

(Uzy,Uxq)p, = (x1,x2), V1,20 € Hy

kosulunu saghyorsa, H; ve Hy'ye izometrik izomorf denir.

Iki Hilbert uzayinm izometrik izomorf olmalar1 ayni i¢ carpim yapisina sahip
olmalar1 anlamina gelir.

H bir Hilbert uzaymda {e;},., C H tamml alt kiimesi

1, egeri=j
0, eger i # j

(ei,e5) = 0ij = {

kosulunu sagliyorsa bu alt kiimeye ortogonal denir.

H bir Hilbert uzay1 olsun ve {e;},., C H ortogonal alt kiimesi verilsin. Vi € I
i¢in |le;]] = 1 oluyorsa bu alt kiimeye ortonormal denir.

Bir K = {e;},.; C H ortonormal alt kiimesi i¢in J = {f;},., C H ortonormal
ve J O K = J = K kosulu saglaniyorsa {e;},.,’ye maksimal ortonormal
denir. Maksimal ortonormal alt kiimelere ortonormal taban da denir.

Bir Hilbert uzay1r H'nin bir alt kiimesi M C H verildiginde M+ := {x € H :
(x,y) =0 Vy € M} seklinde tamimlanir. Eger M C H bir alt uzaysa M*'e
M'nin ortogonal tiimleyeni denir. Her durumda M bir alt uzay olsun veya
olmasin, M+ C H her zaman kapal1 bir alt uzay olur.

Ortonormal tabanlar1 asagidaki ozellik karakterize eder:

Bir {e,},e; C Hortonormal kiimesi ortonormal tabandir <= ({e,},c;)* = {0}

Bir H Hilbert uzayimin sayilabilir ortonormal tabani varsa H’ye ayrilabilir
denir. Bir Hilbert uzayinin ortonormal tabaninin kardinalitesi Hilbert uzayin
karakterize eder. Daha matematiksel olarak ifade etmek gerekirse; H; ve
H, izometrik izomorftur ancak ve ancak H;’in herhangi bir ortonormal ta-
baninin kardinalitesi ile Hy'nin herhangi bir ortonormal tabaninin kardi-
nalitesi ayni ise. Bu durumda bir H Hilbert uzayimin ortonormal tabaninin
kardinalitesi sonlu ise H, C™ kartezyen uzayina izometrik izomorftur. Burada
n € N H'nin herhangi bir ortonormal tabaninin kardinalitesidir. Eger H’nin
ortonormal tabaninin kardinalitesi sonsuz ise agagidaki teoremi elde ederiz:



Teorem 4. H ayrilabilir bir Hilbert uzay: ve sonsuz boyutlu ise (yani ortonor-
mal tabamn kardinalitesi sonsuz ise) H 1*(Z) ye izometrik izomorftur.

?(Z) = {f:Z—)C:ZA|f(i)|2<+oo}

iE€EZ

uzayindaki i¢ ¢arpim
(f,9) = f()g(i)
i€Z
seklinde tanimlanar.

H bir Hilbert uzay1 ve M, N C H altuzaylar ise M & N := M N (N)*+
seklinde tammmlamir. Bir T': H — H, Hilbert uzay1 H’den kendisine dogrusal
sinirli bir operator olsun. O halde

(Tx,y) = (x,T*y) Vax,ye H

kosulunu saglayan tek bir 7% : H — H smirh dogrusal operatorii vardir.
Bunu saglayan 7% : H — H smirh dogrusal operatoriine 7"nin eglenigi(adjoint)
denir. Eglenik doniistimleri agagidaki ozellikleri saglar:

o \T+S)=\T"+S*V\eC,VT,S € B(H)
o (T*)* =T VT € B(H)

e (ST)" =T*S*VS,T € B(H)

o | T*T ||=|| T |]* VT € B(H)

Burada;

B(H) :={T : H — H : T smrh dogrusal bir operatérdiir} biitiin smirh
dogrusal operatorlerin kiimesidir ve A, A € C'nin karmasik eslenigidir. Bir
T € B(H) simurh dogrusal operatorii eger || Tz ||=|| = || Vo € H saglaniyorsa
T’ye izometri denir. Hilbert uzaylar teorisinde en bariz olgulardan biri
agaghdakidir:

T € B(H) bir izometridir <= (T'z, Ty) = (z,y) Vx,y € H.

Bir T" € B(H) operatorii T*T = TT* = I kogulunu sagliyorsa bu operatore
birimsel (unitary) denir. Burada [z = z birim operatériidiir. Yukaridaki
olgunun bir sonucu olarak her birimsel operatoriin bir izometri oldugunu
gormek zor degildir.

Bir P € B(H) operatorii P* = P = P? kogulunu saghyorsa bu operatore
izdiigiim (projection) denir. Hilbert uzaylarindaki her izdiigiim operatoriiniin
goruntisi kapalidir.



Yani P € B(H) bir izdigiim ise P(H) := {Px : © € H} C H’in kapah
bir alt uzayidir. Bunun tersine verilen her kapali M C H alt uzayi icin
P(H) = M sartin saglayan tek bir P € B(H) izdiigiimii vardir. Bu 6zellik
Hilbert uzaylarim karakterize eder ve bu uzaylar1 diger Banach uzaylarindan
aywran en onemli 6zelliktir. Bu siraladigimiz olgular detayli bir sekilde [12]de
bulunabilir.

2.2 (")l(;ii Teorisi

Bu kisimda tezimiz icin gerekli oldugu kadariyla olcii teorisinin temellerini
ele alacagiz. Bu kisimdaki igerik [5]’den alinmigtir.

Bir bog olmayan X kiimesi verilsin. Bu X kiimesinin biitiin altkiimelerinin
ailesini P(X) ile gosterelim. Bu P(X) ailesine X’in “kuvvet kiimesi” denir.
Eger M C P(X) altkiimeler ailesi (i). her A € M i¢in (X \ A) € M ve (ii).
her {A4;}52, C M icin U2, A; € M sartlanm saghyorsa M’ye X iizerinde
bir o-cebri denir. Bir X kiimesi verilsin ve M, X iizerinde bir o-cebri olsun.
Bir 1 : M — R* U {+o0} fonksiyonu (i). u(@) = 0 ve (ii). {4;};55 € M,
Syle ki j # k iken A; N Ay = 0 igin p(U¥A4;) = Y77 u(4;) sartlarm
saghyorsa p'ye X iizerinde bir 6lgii denir ve (X, M, u) tiglisiine bir 6lgii
uzay1 denir.

Bir X kiimesi iizerinde verilen herhangi bir o-cebirleri ailesinin kesigimi
de bir o-cebridir. Bir & C P(X) altkiimeler ailesinin tiirettigi o-cebri M(S)
ile gosterilir ve S’yi igeren biitiin o-cebirlerinin kesigimi olarak tanimlanir.
Eger ozel olarak X ayrica bir topolojik uzay ise ve 7 C P(X) bu topolojik
uzaymn tabam ise B(X) := M(7)’ya X {izerindeki Borel o-cebri denir,
yani topolojinin tabam tarafindan tiiretilen o-cebrine Borel o-cebri denir.
(X, M, p) bir dlgii uzayr olsun. Eger X = U, FEj; dyle ki her j € N icin
E; € M ve u(E;) < oo saglaniyorsa pu Olglisiine o-sonlu denir. Bir v :
M — [—00, +0o0] fonksiyonu (i). v(0) =0, (ii) ¥ —oo ve +oo degerlerinden
sadece bir tanesini alabiliyor ve (iii).{A4;}]°} C M, Oyle ki j # k iken A; N
A = 0 i¢in V(Uj:“f/lj) = Z;;Oi v(A;) sartim saghyor ise v'ye X {izerinde
bir isaretli 6lgii denir. Bog olmayan bir X kiimesi, M X iizerinde bir o-
cebri ve X {lizerinde bir p isaretli Olctlisii verilmis olsun. Eger bir £ € M
kiimesi VF € M ve F' C E i¢in p(F) = 0 sartiu saghyorsa E kiimesine
w1 igin sifir kiimesi denir. Verilen iki isaretli ol¢ii g ve v igin X = EF'U F,
Ee M, Fe M, ENF =0 veE pigin, F de v igin sifir kiimeleri
olacak sekilde E ve F' altkiimeleri bulunabiliyorsa p ve v isaretli olgiilerine
birbirlerine gore tekil 6lgiiler denir ve pLv geklinde gosterilir. Bir (X, M, u)
Olcli uzayi tlizerinde bir p igaretli ol¢iisii verilmis olsun. Eger her £ € M i¢in
w(E) =0 = p(E) = 0 saglaniyorsa p’ya p’ye gore mutlak siirekli denir ve



> p seklinde gosterilir. Mutlak siirekli olgiilerin giizel bir karakterizasyonu
agagidaki “Radon-Nikodym Teoremidir”:

Radon-Nikodym Teoremi. (X, M, i) bir él¢i uzay: ve p bu él¢ii uzayinda
bir isaretli ol¢t olsun oyle ki i ve p o-sonlu olsunlar. O halde > p < Bir
[+ X — R antegrallenebilir fonksiyonu vardwr ki dp = fdu saglanar.

Radon Nikodym teoreminde gegen f fonksiyonuna p'nun p’ye gére Radon-
Nikodym tiirevi denir ve f = Z—Z seklinde gosterilir. Verilen bir isaretli
olciliniin 6l¢ii uzayindaki olciiye gore dekompozisyonunu veren teorem agagidaki

Lebesgue-Radon-Nikodym teoremidir:

Lebesgue-Radon-Nikodym Dekompozisyon Teoremi. (X, M, u) bir
ol¢ti uzayr ve v bu olgi uzayr tizerinde bir igaretli ol¢i olsun oyle ki p ve
v a-sonlu olsunlar. O halde j1’ye gore mutlak strekli olan tek bir o-sonlu
p isaretli ol¢ust ve p’ye gore tekal olan tek bir o-sonlu A isaretli ol¢tisu vardur
oyle ki v = p+ X\ saglanar.

Yukaridaki gerekli bilgiler [5]’den almmigtir. Merak eden okuyucu Lebesgue
Radon Nikodym teoreminin ispatini [5]’de bulabilir.

2.2.1 [? Uzaylar1 Ve ilgili Esitsizlikler

Bu kisimdaki igerik de [5]den alinmigtir. (X, M, pu) ve (Y, N,v) iki olgii
uzay1 olsunlar. Eger bir f : X — Y fonksiyonu U € N = f1(U) = {x €
X : f(x) € U} € M gartim saghyorsa f fonksiyonuna 6lgiilebilir denir.
Ozel olarak bir f : X — R fonksiyonu her U € B(R) icin f~(U) € M
sartii saghyorsa f’ye Borel 6lgiilebilir denir. Burada B(R), R'nin Borel
o-cebridir. Bir U € M kiimesinin karakteristik fonksiyonu y ile gosterilir
ve

1 eger z€U
xu(@) =

0 eger z¢U

seklinde tanimlanir. Eger f : X — R olciilebilir fonksiyonu sonlu sayida
deger aliyorsa yani f(X) = {f(x) € R: 2 € X} C R'nin sonlu bir alt kiimesi
ise sonlu tane Ay, Ag, ..., A\, € R ve sonlu tane Uy, U,,..,U, € M vardir ki
=1, Mexu, seklindedir. Bu durumda f'nin integrali [ f,

JEESD SEICA
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seklinde tanimlanir. Daha genel olarak bir f : X — R 6lgiilebilir fonksiyonu
icin eger p({z € X : f(z) < 0}) = 0 ise yani f hemen hemen her yerde
pozitif ise ve

sup({/g:g:Z)\kak,Uk eEM,g(x) < f(z) VeeX}<+oo

k=1

saglaniyorsa f’ye integrallenebilir denir. Bu durumda f’nin integrali [ f,

[ s [ 99— 3" M Ui € Moglo) < fa) Vo€ X)

seklinde tanimlanir. Bu tanimi pozitif olamayan gercel degerli fonksiyonlara
genigletmek miimkiindiir: Bir f : X — R 6l¢iilebilir fonksiyonu i¢in f*(z) :=
max{f(z),0} ve f~(z) := max{—f(z),0} seklinde tanimlansmlar. O halde
hem f* hem de f~ pozitif ve dlciilebilirdirler. O halde f : X — R ol¢iilebilir
fonksiyonu igin f* ve f~ fonksiyonlarimin ikisi birden integrallenebilir ise
f’ye integrallenebilir denir ve [ f,

[r=[r-]s

seklinde tamimlanir. Bir f: X — C fonksiyonu her U € B(C) i¢in f~1(U) €
M sartim1 saghyorsa f’ye Borel olciilebilir denir. Bir 0 < p < +o00 gercel
sayist i¢in LP(X, u) uzayi

LP(X,p):={f: X = C: f Boreldlgiilebilirdir ve | f |? integrallenebilirdir}

seklinde tanimlanir.
LP(X, p) kiimesinin noktasal toplama iglemi altinda kapal kaldigin1 gosteren
teorem Minkowski esitsizligi olarak bilinir:

Minkowski Esitsizligi. (X, M, u) bir dl¢i uzay ve f,g € LP(X, ) olsun.
O halde f+ g € LP(X, p) diir ve

I+ g <[l f 1+ 19l

esitsizlig saglanwr. Burada

S =

£ 1= ( /X | f(@) P du(z))
dir.
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Minkowski esitsizliginin bir sonucu olarak LP(X, u)’niin noktasal toplama
ve skalerle carpma iglemleri ile C tizerinden bir vektor uzay: oldugunu soyleyebiliriz.
Hatta Minkowski esitsizliginde gegen || f [l,:= ([ | f(z) |? du(w))%, LP(X, 1)
uzay1 iizerinde bir normdur ve LP(X, ) bu norm ile bir Banach uzayidir. Bu-
rada dikkat edilmesi gereken nokta, LP(X, ) uzayinda iki fonksiyonun egit
olmasi hemen hemen her yerde esit olmalar1 seklinde tanimlanir, yani f = g
& u{r e X : f(z) # g(x)}) = 0 dir. Bir p = 2 6zel durumunda L*(X, i),

(f.9) =[x f(x)g(x)dp(x) igearpimna gore bir Hilbert uzayidir. L uzaylar
ile ilgili bir diger onemli esitsizlik Holder esitsizligidir:

Holder Esitsizligi. (X, M, u) bir dl¢i uzay ve p,q € (1,400) olsun dyle
ki 213 + é =1 olsun. O halde f € LP(X,u), g € LYX,u) ise fg € LY (X, )
diir ve

I fg Il f ol g llq

esitsizligs gecerlidir.

Holder esitsizliginin bir sonucu olarak 1 < p < +oo i¢in (LP(X,pu)) =
LY(X, p), % + % = 1 sonucu gikar yani LP’nin ¢ifti(duali) ile L? birbirlerine
izometrik izomorfturlar. Bu izometrik izomorfizma su sekilde gergeklesir:
Verilen g € LYX,p) icin Ly : LP(X,pn) — C, Ly(f) = [y f(@)g(x)du(x)
olsun. O halde her L € (LP(X, u))" i¢in tek bir g € LY(X, p) vardir ki L = L,
olur. Bu kisimdaki teoremlerin ispat1 ve daha genis bilgi i¢in [5]’ye bakilabilir.

2.3 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi

Bu boéliimiin amaci tezde inceleyecegimiz analitik fonksiyon uzaylari igin
temel altyapi olugturmaktadir. Kompleks Fonksiyonlar Teorisi i¢in 6nerilen
kaynak [1]'dir. Bu kisimdaki igerik esas olarak [1]’den almmigtir. Kom-
pleks Fonksiyonlar Teorisinin en énemli sonucu kuskusuz ki Cauchy Integral
Formiiludiir. Bu tezde genel olarak birim disk

D:={zeC:|z| <1}
iizerindeki analitik fonksiyonlarla ilgilenecegiz. Bir f : D — C fonksiyonu

Vz € D icin
L fE) = 1)
h—0 h

— /')

limiti varsa f fonksiyonuna analitik denir. Bir

a:[0,1] - D,t € [0,1],a(0) = a(l)

12



kapali egrisi boyunca f: D — C fonksiyonu i¢in « tizerindeki ¢izgi integrali

/f(z)dz - ]f(a(t))-a’(t).dt

seklinde tanimlanir.
Cauchy Integral Formiilii: f : D — C analitik bir fonksiyon olsun.
Ohalde VzeD1>7r> |z ve 0 <t <1icin

2mi. f(z) = /%’%@) — pei2nt

integral formiilii gegerlidir.
Cauchy Integral formiiliiniin bir sonucu da Ortalama Deger Teoremidir:

Teorem 5. Ortalama Deger Teoremsa f : 1D — C analitik bir fonksiyon
ve z € D olsun. O halde ¥r € (0,1) ve

B(z,r):={weD:|z—w|<r}CD
¢

F() = %/f(zwei%de (1.1)

integral formili yazilabilir.

Ortalama deger teoreminin bir sonucu olarak Poisson Integral Formiilii
tiiretilebilir. Bunun i¢in verilen zp € D, := {z € C : |z| < r}’yi 0’a ve kendi-
sine bire bir orten bir gsekilde gotiiren

TQZ—Z
@r:D%Drv @T(Z):M

— 2o
fonksiyonlarina ihtiyacimiz olacaktir. Bu fonksiyonun tersi

r?(z + 2)
r2 + Zyz

Ui(2) = 97 (2) =
seklinde bulunur. Ayrica
V. (T,) = (T,) =T, , T,:={z€D:|z|=r}

oldugu rahatca gozlemlenebilir.
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Teorem 6 (Poisson Integral Formiilii). f: D — C analitik bir fonksiyon
olsun ve zy € D, olsun. (r < 1) O halde

2 2
z9 i0 r* — |z
do P. =
27TT/f T@ zo ) Zo(e ) |7"€i9 _ ZD|2

formiili gecerlidir.

Ispat. 9(2) == (f oy)(2) olsun. Buradan g(0) = f(1,(0)) = f(20) oldugu
aciktir. g , D, tzerine sturekli ve D, tzerinde analitiktir. O halde Ortalama
Deger Teoremi geregince;

2m
1
O pu— = —-— r
9(0) = () = 5 [ glre)dp = / F(Wrlre's
0
. . : : r2(re + )
-(re'?) |=r oldugund -(re’?) = re olur. Yani re? = ——— "2
| ¥.(re'?) |= r oldugundan . (re*?) = re' olur. Yani re R
olur ki burada her iki tarafin 0 ’ya gore turevi alinirsa
) ol 2 2
irei?d = rir _+.|ZO| )dcp =
(r 4+ Zoe'?)?
) ) 2
r(re :}-?0) _re (r :l— ,|Z0| ) o
r2 4 Zyet® (r + Zpei#)?
' 10,2 2 iQ (1.2 2
R e E P LAY
r2 — zyre? (r 4 Zge™®)
2( i
ip _ oy _ T (re” — z)
re or(re”) 2 aore®
or(re? — ) r? — |2/’
e = —————= yukaridaki denklemde yerine koyulursa; dp = ——————df
r — Zgre' |’I“619 — ZO|

esitligi elde edilir. Buradan ise;

27
1
9(0) = fl) = 5 [ glre)do = o / FlWr(re
0
2
1 0 dp Fre®)(r? — |z]?)
%/f(re —d9 = 27rr/ ]rele . ‘ do

elde edilir.
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2.3.1 Hardy Uzaylarina Giris

Hardy uzaylar ile ilgili en 6nemli kaynaklar [3],[4] ve [7]’dir. Bu boliimdeki
igerik bu kaynaklardan alinmigtir.

Temel Tanimlar ve Ozellikler

Tanim 7. Bir 1 < p < +oo igin H?(D) Hardy uzay

27 %
HP(D) := {f :D— C: f analitik ve sup {i/ |f(rei9)‘pd9} < —l—oo}
1>r>0 (27 0

seklinde tanimlanar.

Bu boliimde Hardy uzayr H?(D)'nin LP(T) uzayma (1 < p < +00)
gomiilebilecegini gorecegiz. Burada T := {z € C :| z |= 1} birim ¢ember
ve

2w
LP(T):={f:T—C: f O0lgilebilirdir ve / | f(e®) |P df < +o0}
0

gemberin LP uzayidir. LP(T) p > 1 igin

1 2T - 1
17 =G5 [ L] aoy?

normuyla bir Banach uzayidir. Ayrica H?(ID) uzay1 da

N }i
p= S — e”)| do
15 = sup {5 [ 1506

normu ile bir Banach uzayidir. Hardy uzay1 H?(ID)'nin L”(T)’ye gémiilmesinden
her f € HP(D) igin f*(e?) := lim,,;- f(re?) limitinin hemen hemen her
e € T noktasinda varolmasimi ve || f ||g»=| f* ||, saglanmasimi anlay-
acagiz. Burada ilk olarak gorecegimiz H?(D) uzay1 || f ||g» normu ile bir

Banach uzayidir:

Teorem 8. HP(D) uzayr 1 < p < +o00 igin

1 2 o\ (P }p
, = S — N do
Il i= sup {5 [ 1506

normu ile bir Banach uzayidar.

=
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Ispat. Oncelikli olarak H?(D) nin ||.|| ;;p normu ile normilu bir uzay oldugunu
gosterelim:
A € Cwve f € H?(D) olsun. Burada

A W w = (A1 2o

saglanwr. Simdi ise f,g € HP(D) olsun. Oncelikli olarak f+g € H? oldugunu
gorelim: Her 0 < r <1 i¢in Minkowsk: esitsizliginden

(/0 | e +g(re?) P o) < (/0 L frey e d9);+(/0 " glre?)  do)?

< f il + (1 g Nl

oldugu gorilir. Burada r tzerinden “supremum” alinarak || f+ g || gr< +00
oldugu gérilebilir, yani f + g € HP(D) dir. O halde Ye > 0 i¢in Ir € (0,1)
oyle ki

2
( / Fre®) + gre®)|” dB)s 2| £+ g e —¢
0

saglanir. Minkowski esitsizligi geregi

(/0 | e +g(re?) 1 o)t < (/0 | frey e d9);+(/0 " glre?) 1 do)’

oldugundan bu iki esitsizlik birlestirilerek

| F i+ 1 fle> / | f(re®) [P dB)? + ( / | g(re®) P do)?

2
2 (/0 | f(re®) + g(re®) P dO)r 2| f + g [l —e

elde edilir. Burada € — 0 alinarak

I f e+ g el f + 9 llae

bulunur ki bu da || f || ge nin HP(D) dzerinde bir norm oldujunu gésterir.

Simdi ise gostermemiz gereken, HP(D) uzayimin tam uzay oldugudur. Yani
{fu}r—, C H?(D) Cauchy dizisinin yani

/‘fn(reie) — fm(rew)‘pde) — 0, Yre(0,1) , n,m-— 400
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sartine saglayan { f,}°2, C HP(D) dizisinin HP (D) 'de yakinsadigina gostermeliyiz.
K, D’nin tikiz bir alt kimesi olsun, 3r € (0,1) igin

KcD,={zeD:|z|<r}

olur. Cauchy Integral Formiiliinden, Vz € K i¢in

£ul2) — /fn fn /fn re?) — fon(re?)rei?do
Jm( = o —z ~or re — z

oD,

olur. O halde
2 27 . .

1 fn(re®) — fon(rei®)redo 1 /‘fn(rew) — fm(rew)} rdf
_ - < —
[fn(2) = fm(2)] 2 / re — z — 2 |rei® — z|

0

saglanar. Holder egitsizliginden,

—/’fn re?) — fo(re’ ‘]re“’ d9< /!fn re’) = fm(re’ ’ d0)r ( /|7“6’9 z|q>

kibumda%—i—%zl , p>1 dir
c=inf{|re” —z| 1z € K} #0 olsun. O halde

Q=

1 < 1
lred — z| = 1

yazabiliriz. Buradan,

11
Fa2) = i /|fn 1) = Fu(re)dO)s < T~ ful,
olur. p =1 almirsa;
_/|fn 2)| d9< /|fnre fm're dQ‘
|7’€ZG

1
|fu(2) = fu(2)] <~ fu = fanll
olur. z € K keyfi oldugundan

sup{|fu(2) = fm(2)| : 2€ K} — 0 , n,m — +00
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yaziler.  Boylelikle {f,},—, € HP(D) dizisi, D’nin her tikiz alt kimesi
tzerinde dizgin yakinsak olur. Bu f(z) := lim f,(z) fonksiyonunun Weier-
n—oo

strass teoremi geregince keyfi bir z € D icin analitik oldugu anlamina gelir.
Son olarak lim ||f — fu|l, = 0 oldugunu gosterirsek ispatv bitirmis oluruz.
m—r0o0

Bu ise f € HP(D) demektir. Verilen € > 0 i¢in In € N dyleki
2

Vn,m >k, Vr € (0,1) /|fn7“e — fin(re |pd0P<e

olur. Tikiz alt kiime tzerinde f, — f yakinsamast dizgin oldugundan,

lim ( /‘fn re®) — fo(re’ ‘pdﬁ = /‘f re’ fm(Tew)‘de)% <e—=

n—o0

1f = fll, <€ Vm >k =
T [1f = full, = 0
elde edilir.

Poisson Integral formiiliinii f € H?(D) (p > 1) fonksiyonuna uygularsak
O<r<lvezeD,:={zeD: z|<r}ign

1 [ OV(r2_ | o |2
1 R
27 J, | re?? — z |2

f(z) =

elde ederiz. Simdi f € H?(D), 1 > p > 0 ve f,(2) := f(pz) olsun, o halde
f, : D — C fonksiyonu siirekli ve f, : D — C fonksiyonu analitiktir. Bu
durumda yukaridaki Poisson integral formiiliinde » = 1 alinarak herhangi bir
z € D igin

i o fP(ew?(l_ | z | ) f ( ) 1 . fP(eZG)(l _ rz)dg

27 J, | e — 2 |2 ’ o | e — reit |2

_ LT A=)

21 Jo | r—emit=0) |2

fo(2) =

d = (f, * P.)(e")

olur. Burada
1 1—1r2

o | emit — |2

Pr<€i0) _

esitligi ile tanmldr. Ayrica (f*g)(e) konvoliisyon ¢arpimidir ve genel olarak
f,9 € LY(T) igin

Feae) = [ R Mgean = [ el )i
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seklinde ifade edilir. Poisson Integral formiiliinii kullanmamizin nedeni ise
agagidaki lemma ile formalize ettigimiz P,’'nin yaklagim cekirdegi olma ozelligidir:

Lemma 9. 1 <p < 400 ve f € LP(T) olsun. O halde
lim || (B f) = f [[p=0
r—1

limiti vardar.

Bu lemmanin ispat1 i¢gin [4]’e bakilabilir. Burada 1 < p < oo i¢in
(LP(T)) = LYT) (p~*+¢* = 1) oldugu gozoéniine almwrsa f € LI(T)'yi L; €
(LP(T))', Ly(g) = 5 fo%g(ew)f(eie)dﬁ’ya esleyen egleme birebir 6rtendir.
Bu olguyu yukaridaki lemma ile birlikte kullanarak asagidaki teoremi elde
ederiz:

Teorem 10. 1 < p < +oo ve f € H?(D) olsun. O halde bir f* € LP(T) i¢in
lim || fr = f" [,=0
r—1

limiti vardr. Burada f,.(e?) := f(re®) ile tanvmhdar.

Ispat. Poisson integral formiliu geregi

fp(7"6w> : /0 = rQ)fp(eit) dt = (P, * fp)(eie)

~or | el —y |2

yazilabilir. Burada p < 1, f, € LP(T) ve f € H?(D) oldugundan {f,},<1 €
LP(T) de diizgiin sinarlder, yani || f, [[,<|| f |ar@) Yp < 1 saglanr. Ayrica
p > 1 oldugundan LP(T) = (LY(T)), I—lj—i-é =1 saglanr. Buradan da Alaoglu-
Bourbaki teoremi geregince {f,},<1 C LP(T) = (LY(T))" 'de zayifx dntikizdur
(yani zayfx topolojisindeki kapanmigy tikizdir). Bu ise bir f* € LP(T) wve
{fo;} S {fp} alt netiicin

Ly, (9) = Ly-(g) Vg€ LUT), p; =17
anlamina gelir. Burada

L) i= 5 [ T@ate)dt

olur. Simdi g(e®) := P,(e'") almirsa g € LY(T) olacagindan
Ly, (9) = (Prx fy)(€”) = fy(re”) = Ly-(g) = (B f)(€) p—17
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elde edilir. Ayni zamanda f, D, tzerinde sirekli oldugundan,
lim, - f,(re?) =lim, ;- f(pre) = f(re®) ya esit olur ve bu da f(re”) =
(P, % f*)(e") demektir. Biitiin bunlar yukaridaki lemma ile birlestirirsek;

hm_ | fr=f Hp_ hm_ | Px f*— f* ||p 0
r—1 r—1
esitligini elde ederiz.

Yukaridaki Teorem 10’da buldugumuz f* fonksiyonu f € H?(DD)’nin smir
deger fonksiyonu olmaya adaydir ancak hala su soruyu sorabiliriz:

” f* ||p:|| f ||Hp midir?

Bu sorunun cevabinin ”"evet” oldugunu yukaridaki Teorem 10’dan ve G. H.
Hardy nin eski bir teoreminden ¢ikarabiliriz:

Hardy Daisbiikeylik Teoremi. f : D — C fonksiyonu analitik olsun ve
0 < p < oo olsun. O halde

g(r) = My(r, f) = ( / ") e 1 do)?

fonksiyonu r’ye gére artandir yani her r1 > 1o i¢in g(r1) > g(re) saglanar.
Ayrica In(M,(r, f)), Inr’ye gére digbiikeydir yanilnr = Anry+(1— ) Inry,
0 < X < 1wery,r € (0,1) ise In(My(r, f)) < An(M,(r, f)) + (1 —
A In(M,(ra, f)) esitsizligi saglanar.

Hardy’nin bu teoremi ve detayl ispat1 [3]’te bulunabilir. O halde Hardynin

teoremi geregi lim, ,1- || fr ||,=| f ||gr olmahdir. Yukaridaki Teorem 10
geregi lim, - || fr—f* |l,= 0 oldugundan lim, ;- || f, |l,=[| f* ||, olmalidir.
Sonug olarak || f |[ge=| f* ||, oldugu goriiliir. Fakat Hardy uzaylarmin

klasik teorisinde, {f.} C LP(T) fonksiyonlarmin f* € LP(T) fonksiyonuna
daha kuvvetli bir gekilde yani noktasal yakinsadig1 gosteririlir:

Yani hemen hemen her € € T i¢in lim,_;- f.(e?) = f*(¢?) limiti vardir.
Hatta bu yakmsama sadece {re?}o.,; C D yaricap dogrusu boyunca degil
daha genig bolgelerde de gegerlidir.

Bir a > 1ve e € Tigin [y(e?) :={2z€D:| z—e" |<a(l —2])} olsun. Bu
[.(e")ye e € T'nin tegetsel olmayan yaklagim bélgesi (nontangential
approach region) denir. Burada re € T',(e) Vr € (0,1) oldugu aciktir.

P. Fatou'nun asagidaki teoremi Hardy uzaylar1 teorisinin bilinen énemli teo-
remlerinden biridir:
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Fatou Teoremi. 1 < p < +oo ve f € HP(D) olsun. O halde bir a > 1 igin

F(e?) := lim f(2)

z—vet? z€l (et?)

limiti hemen hemen her € € T igin vardir, F € LP(T) dir ve
lim, ;- || fr — F ||,=0"dur

Fatou'nun bu giizel teoreminin ispati i¢in [4)’e bakilabilir. O halde H?(ID)’yi
LP(T)'nin igine gémiilmiig bir sekilde diigiinebiliriz. Yani esasen HP(D),
LP(T)’nin kapali bir alt uzayidir ve f — f*, H?(D)’den LP(T)’ye izometrik
bir gommedir. Bu durumda,

"bir f € LP(T) igin ne zaman f aym zamanda H? (D) nin i¢gindedir?” sorusu-
nun cevabini F. Riesz’in ¢ok iinlii bir teoremi ile verebiliriz:

Riesz Teoremi. 1 < p < +oo ve f € LP(T) olsun. O halde asagidakiler
denktir:

o f € H?(D) yani bir F € H?(D) vardwr dyle ki lim, - || £ — f ||,=0
gergeklenir.

o f(n)= [ f(®)e ™dh =0Vn <0,n€Z

Riesz teoreminin ispat1 i¢in [3]’ye bakilabilir. Riesz teoreminde gegen
f (n), fnin n. Fourier katsayisidir. Ozet olarak Riesz'in teoremi H? fonksiy-
onlarini negatif Fourier katsayilar: sifir olan L” fonksiyonlar1 olarak karakter-
ize eder. Esas olarak bunlar z = ¢ degiskeni ile diigiindiigiimiizde analitik
polinomlarin LP’de kapanigindaki fonksiyonlardir. O halde

HP(T) == {p(z) = Y _ \;27 : A; € C} C L¥(T)

j=0

seklinde tamimlarsak ki buradaki kapanis || . ||, normuna goredir(yani A C
LP(T) icin A, A'min LP(T)’deki kapamigidir), f — f* gommesi HP(D) den
HP(T)’ye bir izometrik izomorfizma olur.

2.3.2 ig—D1§ Faktorizasyon

Bu boliimdeki igerik de [3], [4] ve [10] kaynaklarmdan alimmgtir. Asagidaki
Poisson Jensen formiilii ve ispati ise [1]'den alinmigtir:

Poisson Jensen Formiilii. f: D — C analitik fonksiyonu p < 1 igin,
Z(f)ND, = {20, 21, ..., 2n}
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ve
Z(f)={z€D: f(z) =0}
olmak “izere,
D,={z€D:|z| < p}

olsun. O zaman,

27
1 , ~
or [ 1og | £(oc)] a8 =10z |(0) + o 2
2 g P |Zk‘

formiili saglanar.
ispat. Eger bir F': D — C analitik fonksiyonu i¢in
VzeD,F(z) #0

oluyorsa log|F(z)| fonksiyonu harmoniktir ve

1 .
-~ / log | F(pc™)| d6 = log | F(0)|
gecerlidir. Eger {zo, 21, ..., 2n} ['nin |zx| < p olacak sekilde tekrarly sufirlar
15€
n 2 _
p° — Zg.2
,gp(z — Z)
fonksiyonunun |z| < p i¢in sifire yoktur. Ayni zamanda

FPlpe)] = H' O] ()

|pw—%|

olur. O halde,

7r 2m
1 i0 1 i0
%/log‘F(pe )|d0: %/log|f(pe )’d@zlog]F(0)| = log

=log|f(0 |—|—Zlog

‘ log | f(0 |+Zlog

(Bu da istenendir.)
Bu ise teoremin ispatiny bitirir.
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N = {f:]D)—>C: f analitik ve sup /log+}f(rei9)|d6’< +oo}

0<r<1
log* x = logx , eger x > 1
0,eger 0 <x <1

fonksiyonlarin sinifina Nevanlinna Sinife denir. Logaritma fonksiyonu i¢bikey
oldugundan,

27 2 2m
1 - 1 . 1 .
—/10gJr ‘f(rew)‘pde = —/p. log™ ’f(rew)‘ do < 1og+(—/ }f(re’eﬂp dh)
2 2 27

0 0 0
esitsizligi gecerlidir. Buradan da H? C N, yani V 0 < p < +o0 i¢in her
Hardy uzay1 H?(D) , A'nin i¢indedir.
Teorem 11. f : D — C analitik bir fonksiyon, f # 0 ve {z}r-, C D f’nin
sifir kumest olsun. O halde

2

1 : °°
sup —/1og}f(re“9)|d0 <+oo<:)21—|zk|<+oo

2
o<r<1 0 1

dir.

ispat. Poisson-Jensen Formiili geregi ¥r € (0,1) igin,

2T
1 )
%/logv(mw)‘cwzlog]f(0)|+ Z logé
0

|2k |<r
oldugundan,
2 o o
1 , 1
—/log ‘f(rezg)} df < 400 <= Zlog— = —Zlog |2 < 400
2 0 = lal k=1
Ayrica
1
lim —2 = 1
z—=1-1—x
oldugundan,

Zlog |2| < +00 <= Z(l — |zk]) < 400
k=1 k=1
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olur. (limit karsilastirma testi) O halde

_/log|fre ‘d9<+oo<:)2 1—|zi|) < 40

k=1

Bu durumda eger {z;},, C D, f € H?(D)nin (0 < p < 400) sifir

kiimesi ise
o0

Z(l — |zk]) < +o0

k=1

olmalidir. Sonsuz ¢arpimlar icin, ” H(pk(z)) sonsuz ¢arpiminin tikiz kiimelerde
k=1

diizgiin yakinsamas icin gerek ve yeter kosgul Z(l — pi(2)) serisinin tikiz

k=1
kiimelerde diizgiin yakinsak olmasidir.” ifadesini hatirlayalim.

Bu gozlem bize Blaschke Teoremini verir:

Teorem 12 (Blaschke Teoremi). {z;},o; C D ig¢in Z(l — |z]) < 400

k=1
saglansin. O halde

B(z) = H@.—Z’“ =

2k 1 —Zgz
oy Pk k
sonsuz carpyma D 'nin tikiz kumelerinde dizgun yakinsar.

Ispat. 0 < R < 1 olsun. O halde |z| < R igin

Lo ml a2 |Gt ] 2) (=) | 201 — )
2k 1 —Ekz Zk(l —EkZ) 1-R
ve .
Z 1—|z]) < 400
k=1
oldugundan
= E
1—
> - (D)

tikiz kiimelerde duzgin yakinsar yani her 0 < R < 1 i¢in

ER:{Z€D|Z|SR}
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kiimesinde duzgin yakinsar. O halde,
ﬁ Zk —Z )
P 1 — Zp2

fonksiyonu D ’de analitik bir fonksiyondur.

B fonksiyonuna Blaschke Carpyma denir. |z| < 1 i¢in

2 — 2
K <1

1—EkZ

oldugundan
2] <1=|B(2)| < 1

oldugu agiktir. O halde B sinirle analitik bir fonksiyondur. Eger f € H*(D)
ise yani f analitik ve

/ | f(re”)| df < +o0,Vr € (0,1)

ise
/1 (2) = [f(2)]
fonksiyonu D iizerinde alt harmoniktir yani
o’ |fl . 0*f
Alf]| = 2 + 3y > 0'dur.

Alt harmonik fonksiyonlarin en 6nemli 6zelligi eger U : D — R harmonik ve

U(z) = [f](2)
Vz2eT,={z€C:|z| =71}

ise
U(z) = [f(2),V]z] <7

olmasidir. O halde eger r; > ry > 0 ise ve U : D — R harmonik ve

U(z) = |f1(2),¥ |z[ = m

sartini sagliyorsa,

27 27 2
1 i0 1 i0 1 i0
— = —_— p— = — >
27T/U(rle )db 27r/ | f(rie”)| d6 = U(0) 27T/U(7°2€ )do >
0 0 0
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2 2 2
1 i 1 i 1 )
Z%/{f(ﬁeeﬂd@j%/‘f(ﬁ@e)‘dez§/|f(7“2€9)}d9
0 0 0

olur. B € H'(D) oldugundan

B
i¢in 5 € H'(D) olur.
! T,={zeD: || =1}

iizerinde B, — B’ye diizgiin yakinsadigindan ve ‘Bn(ew)‘ = 1 oldugundan,

G

ve |B(e")| < 1 oldugundan, hemen hemen her § € [0,27] i¢in |B(e?)| = 1
olmaldir. Ozetlemek gerekirse f € H?(D) ise

Z(f) ={zhs ={z €D: f(2) = 0}

27 21
< i/ |B(e"”)| dd = i/ |B(e”)| do > 1
2w 2
0 0

kiimesi i¢in
(o.9]
> (1= <+
k=1

saglanir. Yani

O

S (1= 7Zk2)

Blaschke carpimi yakinsaktir. Bir f : D — C analitik fonksiyonu hemen
hemen her e € T icin lim,_,;- | f(re?) |= 1 sartim saghyorsa f’ye bir ig
fonksiyon denir. Blaschke ¢arpimlar: i¢ fonksiyonlarin énemli 6rnekleridir.
Bagka ornekleri ise tekil i¢ fonksiyonlardir: Eger birim ¢emberdeki Lebesgue
olciisti df’ya gore tekil bir dy Olciist varsa ki

1 r2m 5L9+zd (0)

f(z) = el
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seklinde yaziliyorsa f’ye tekil i¢ fonksiyon denir. Her i¢ fonksiyon bir
Blaschke carpimu ile bir tekil i¢ fonksiyonun ¢arpimi olarak yazilabilir. O
halde oyle bir analitik g : D — C fonksiyonu vardir ki

f(z) = B(2).9(2)

olur. Burada Vz € D, g(2) # 0 oldugunu gérmek zor degildir. Hemen hemen
her 6 € [0,27) i¢in |B(e”)| =1 oldugundan,

1 e = g1l v

esitligi saglanir. Buldugumuz bu sifir1 olmayan ” g” fonksiyonunun neye ben-
zedigini gorebilmemizi i¢cin Herglotz un asagidaki gosterim teoremine ihtiyacimiz
olacaktur:

Teorem 13 (Herglotz Gosterim Teoremi).
1. h : D — R,h(0) = 1 olacak sekilde pozitif bir harmonik fonksiyonu

icin T dizerinde bir p Borel olasilik 6l¢isii (u (T) = 1) varder dyle ki bu
fonksiyon

) = o [ P )autt

olarak yazilur.

2. Eger g : D — C, g(0) = 1 ve Vz € D,Re(g(2)) > 0 olacak sekilde
analitik bir fonksiyon ise T tzerinde bir p Borel olasilik 6l¢tisti(yani
w(T) =1 olacak sekilde) vardir ki bu analitik g fonksiyonu

2r
1 [et+ 2

21 ) et — 2
0

g(z) du(t),vz €D

seklinde yazilabilir.

it
e’ + z) _ Pz(ei(H—t))
z

Re(

it _
oldugundan (1) = (2) rahatlikla goriilebilir.
g(z) # 0 oldugundan

log(g(2)) : D — C

analitik bir fonksiyondur.
Re(log(g(2))) = log|g(2)]
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oldugundan Herglotz teoremini kullanabilmek i¢in log |g(z)|'1 iki pozitif har-
monik fonksiyonunun farki olarak yazabilmemiz gerekir:

2w
M) = 5 [P0 log" [g(e)]
0
ve
2
halz) = o [ P ) log” [g(e) | d
0
icin

i {—10gx,e§er0<x§1
log™ x = b
0,egerx>1

olsun. O halde
logz =log™ x —log™ z
oldugundan
log |g(2)| = h1(2) — ha(2)

yazilabilir yani hy ve hy pozitif harmonik fonksiyonlardir. ¢; = 1 — hy(0) ve
c2 = 1 — hy(0) olacak sgekilde tanimh ¢; ve ¢y igin
hi(2) = 1 + hi (2)
ve N
hQ(Z) = Co + hQ(Z)
=1

tammlayalm. Burada /;(0) = hy(0) ve hy, hy > 0 oldugu agiktir. Simdi

]’Ll ve hg’}/’i,
27
~ 1 -
(=) = o [ P )
0
ve )
~ 1 o
ha(2) = o~ P.(e")dps(t)

seklinde ifade edebiliriz. O halde ¢ = ¢; — ¢o ve dp = dpy — dps igin

2

1 .
log lg(2)] = ¢ + 5 [ Pu(e*)dutt
m
0
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yazabiliriz. Yani log (g(z)) fonksiyonu,

1 [et+ 2
| = — :
og (9(z)) = co + o | i

olarak yazilabilir.

1 o-sonlu igaretli bir 6l¢ti oldugundan df’ya gore bir Lebesgue- Radon-Nikodym
dekompozisyonuna sahiptir. Yani bir h € LY(T) i¢in du = hdt + du, ve
dus L dt saglanir ve sup(u,) kiimesinin Lebesque 6l¢iisti 0 olur. O halde,

2
1 lt—l-Z ; ezt+z
log (9(2)) =0 + 5 [ G tdt+—/ " 1)
0

olarak yazilir ki bu da

27 it 2 it
1 [fe" 4z . 1 [e"+z
— : heydt — | —————dus(t)
2w | et — 2 o | et — 27
0 e 0

Blaschke carpima,

e o = S5(z)

fonksiyonu tekil i¢ fonksiyon(singular inner function) ve

27 )

1 fet+2z
— . h(eit)dt
2w ) et — 2

0

faktorizasyonuna ise f’nin i¢-dis faktorizasyonu denir.
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2.4 Ust Yar1 Diizlemin Hardy Uzay1 ve Paley-Wiener
Teoremi

Ust yar1 diizlem
H={:=z+4+iyecC:Im(z)=y >0}
seklinde tammlanir. Ust yar1 diizlemi birim diske resmeden Cayley doniisiimii

zZ—1
z+1

C(z) =

seklinde tanimlanir. Cayley doniigiimii ayni zamanda H'nin siir1 0H = R’yi
D’nin siir1 0D = T’ye tek bir nokta haricinde bire bir ve orten olacak gekilde
resmeder. Yani C': R — T\ {1}, C(z) = £ bire bir, érten ve siireklidir.

Bu durumda ¥ = i—jrz olacagindan her iki tarafin #’ya gore tiirevi alinarak

‘ . 0

ied) = i(>—ydp = —' _da

T4 (x4 1)?
ve buradan da 0
4 +1
elde edilir. Yani T tizerindeki Lebesgue 6l¢iisti R tizerinde df = I%Cfl oOlctisiine
doniigiir. O halde bir f € L*(T) fonksiyonu ﬁ(lx -y f (ﬁ—;z) fonksiyonuna
eslenirse
1 27 -
i fve = (1 e = oz [ 17 P dp
T™Jo
1 [t rT—1i, 5 dr L[> 1 r—i, 1 T —1
== = — d
71'/_00 |f(x+z)| 1+ a2 71'/_00 a:—i—z'f(x—ki)x—l—if(x—l—z’)x
1 T —1 1 T —1
e ry G ey GriE®
1 r—1 2

~(l =56 o)

olacagindan ® : L*(T) — L*(R),
1 T —1

(f)(x) =

V(x + 1) x~|—z')

operatorii bir izometrik izomorfizmadir. O halde f, := ®(x,),
ind n

Xn(2) = Xn(€”) = ™ =z
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igin {fn}nez C L*(R)’nin bir ortonormal tabamdir. Birim ¢ember T’nin
Hardy uzayr H?*(T) nin

HX(T) :={>_Ajx;: A € C.k >0} C LX(T)

j=0

seklinde tammlandigim ve bu uzaym H- 2(D)’ye izometrik izomorfik oldugunu
hatirlayalm. Burada A C L*(T) igin A, A'min L*(T)’deki kapamsidir.
O halde {x,},/25, H?*(T) nin bir ortonormal tabanidir. Benzer sekilde R'nin

n=0>

Hardy uzay1 H*(R),

H*(R) := {Zk: Nifji N €Cok >0} C L*(R)

J=0

seklinde tammlanir. Aym sekilde {f,}29, H%(R)nin bir ortonormal ta-

n=0"
banidir. Birim diske benzer bir sekilde tist yar1 diizlemin Hardy uzay:

+o00
H*H):={f:H—C:f analitik ve sup/ | f(x +1dy) |* dz < oo}

y>0 0

seklinde tammlanir. Yukaridaki ®'nin H?(D)’den H?*(H)'ye bir izometrik
izomorfizma oldugunu gérmek zor degildir (bakimz [10]). Bu @ izometrik
izomorfizmasim kullanarak f*(z) := lim, ¢ f(z+iy) i¢in f* € L*(R) oldugunu
ve f — f* eslemesinin H?(H)’yi H*(R)’ye gotiiren bir izometrik izomorfizma
oldugunu gostermek zor degildir. Zira H?(H), ®~' altinda H*(D) ile bire bir
orten bir sekilde eslesir, H?(D) de H?(T) ile f’yi sinir degeri f*’ye gotiiren
esleme altinda aymdir, son olarak H?(T) de ® ile H?(IR)’ye bire bir érten bir
sekilde eslegir. Yani H?(H) ile H?*(R) esasen ayni uzaylardir.

Schwartz sinifi fonksiyonlar kiimesi S(R) ile gosterilir ve

m

SR)={fR=>C:feCyR) ve Vn,meN,supﬂx”flx—r{(a:)\: r € R} < oo}

seklinde tammlanir. Burada Cw(R), R den C’ye her mertebeden tiirevi
olan fonksiyonlarin kiimesidir. Schwartz smifi fonksiyonlarin kiimesi S(R) C

L*(R)’de yogundur, yani Ve > 0, f € L*(R) i¢in g € S(R) >

Hf—gmz(/fMMN@—g@H2m)5<a

o0

saglanir.
Herhangi bir f € S(R) fonksiyonunun Fourier doniigtimii

[e.o]

fwzwmw:[e%mmwx

[o.9]
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integrali ile tanimlanir. Fourier dontigtimii Schwartz sinifin1 kendisine bire
bir 6rten bir gekilde gotiiriir. Fourier dontigimiintin tersi f € S(R) igin

+oo

() = (FH)(0) = / 2 f (o) do

—00

formiilii ile verilir. Bu formiile “Fourier Tersinirlik Formiilii” denir. Iki tane
f, g € S(R) fonksiyonunun konvoliisyonu f * g,

+oo
(f xg)(x) == f(z —t)g(t)dt
seklinde tanmimlanir. Fourier doniigtimii konvoliisyonlar: ¢arpima dontigtiiriir.
Yani,

VigeSR),xeR (F(f*g))(x) = (F()x)(F(g)(x))

ozdesligi gegerlidir. Ayrica Fourier doniigiimii L? normu || . [|s’ye gore bir
izometridir, yani her f € S(R) i¢in

. too +00
| f 1= / F) e =] £ 2= / | f(@) [ de

o0 —0o0

ozdesligi gecerlidir. Schwartz siifi fonksiyonlar S(R) C L%*(R)’de yogun
olduklarindan dolay1 Fourier déniigiimii F : L*(R) — L*(R), L*(R) uzayna
L?(R)’den kendisine bire bir érten bir izometrik izomorfizma olarak tek bir
sekilde genigler. Fourier doniigiimii ve ozellikleri i¢in [14]’e bakiniz.

Verilen bir f € H*(H) ve z € H igin agagidaki Cauchy integral formiilii

gecerlidir: .
1 < f*(x)dx
f6) =5 [ S

= o

o0

ki burada f*(z) := lim,_o f(z + iy) smir deger fonksiyonudur. Bu formiiliin
ispat1 [10]’da vardir. Cauchy integral formiiliinden C : L*(R) — H?*(H),

() = = [ L)

:27m' _

, zeH

o T—Z

operatoriinii tiiretebiliriz. Burada H?(H) = H?(R)’i L*(R)’ye gomdiigiimiizde
keyfi f € L*(R) igin asagidaki denklik gegerlidir:
f € H*(R) <= hemen hemen her z € R igin

(CF) () = limC(f)w + iy) = S (@)
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limiti vardir.

Birim diskteki Hardy uzayr H?(D)’yi incelerken kullandigimiz en 6nemli
araclardan biri Poisson integral formiilii olmustu. Ust yar1 diizlemde de
bir Poisson integral formiilii ® : L*(T) — L*(R) izometrik izomorfizmas
kullanilarak tiiretilebilir: f : H — C siirekli ve f : H — C analitik ise

1 /*"" yf(t)

7)o @07

f(z)= z=c+iyeH

Poisson integral formiilii gegerlidir. Bu formiiliin ispati i¢in [10]’a bakimiz. O

halde birim diskin Hardy uzay1 i¢in yapilan Poisson integral formiilii iist yar:
diizlem i¢in de yapilabilir. Yani f € H?(H) i¢in

Loy fr()dt
fe) = W/oo (. —1)? +y?

z=x+1wy e H
formiilii gegerlidir. O halde f € H?(H) icin

L [™fdt 1 [T fr(t)dt
1) _/ _/oo t — (+iy)

" 2mi w t—z 2m

L[ (- 2) 4 i) ()t

i) (t— )+ y?
LTy ®dt T (= ) ()
27r(/_oo (x—t)2+y2+ /_Oo (:U—t)2+y2)
flz) | /*‘” (z —t)f*(t)dt

> Yo ) wotrr

esitligi yazilir. Buradan da

L[ e

f(z) = T ) o (x—1)%+y?

esitligi elde edilmis olur. O halde hemen hemen her x € R igin

ern L [T (=) fr)dt o [T fH(t)de
F@) =i floiy) = i [ SO0 L [ L

[e.9]

elde edilir. Son denklemdeki integral konvoliisyon tipi bir integraldir ve
Fourier dontisiimi altinda ¢arpima doner yani

F( ) w) = Fk* f*)(w) = Fk)(w) F(f*)(w)
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olur ki burada k(z) = -=’dir. Bu k fonksiyonun Fourier déniisiimii hesap-
landiginda
1 w>0

-1 w<O0

F(k) (w) = {

oldugu goriiliir. O halde hemen hemen her w < 0 i¢in F(f*)(w) = 0 ol-
mahdir. Yani f € H?(H) ise hemen hemen her w < 0 igin F(f*)(w) = 0
olur. Buradan supp(F(f*)) C [0,00) olmahdir. Fourier doniigimii L*de
tersinir oldugu igin tersi de gecerlidir:

Yani f € L*(R) ve hemen hemen her w < 0 i¢in F(f)(w) =0 ise f € H*(R)
olmalidir. Bu olguya Paley-Wiener Teoremi denir:

Paley Wiener Teoremi. f € L*(R) olsun. O halde asagqidakiler denktir:

o [ € H*(R)
e hemen hemen her w < 0 i¢in F(f)(w) = 0.

Paley Wiener Teoreminin bir diger ifadesi;
FH*(R)) ={F(f): f € H(R)} = L*((0,00)) = {f € L*(R) : [ |(~oc.0)= 0}

seklindedir.

2.5 Ust Yar:1 Diizlem Uzerindeki Tekil ig Fonksiyon-
larin Yapisi

Bu boliimde iist yar1 diizlemde tanimh [ : HH — C i¢ fonksiyonlarin in-
celeyecegiz. Bu fonksiyonlar I : H — C’ye taniml analitik ve hemen hemen
her z € R igin
I'(z) = imI(x + iy), |[I*(z)| = 1
y—0

sartini saglayan fonksiyonlardir. Problemimizi Cayley dontistimii

z—1
z+1

C:H—D,C(z)=

ile birim diske ¢ekecegiz. Cayley doniigimii C' : H — D’nin R = 0H’ye

r—1
T+

C:R—T\{1},C(z) =
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birebir orten bir gekilde genigledigini gormek zor degildir. Fakat burada
dikkat edilmesi gereken nokta C’'nin R’yi biitiin T’ye degil T\ {1}’e doniigtiirdigiidiir.
Cayley doniigiimiiniin tersinin
(1
C D 0 (w) = W)
1—w
oldugu goriiliir. Eger [ : H — C st yar1 diizlem tizerinde bir i¢ fonksiyon ise

I:D—>CI=I0cC"

fonksiyonu da birim disk D tizerinde bir i¢ fonksiyondur. Eger I'min H’de
sifir1 yoksa I'nin da yoktur. O halde D’deki tekil i¢ fonksiyonlarin karakter-
izasyonundan dolay1 bir p-Lebesque 6lgiistine gore

60
~ i(1+w) 7 ) Sotdun(9)
I - I _— e T
w =1 ()
seklinde tekil bir ol¢ii vardir. Burada

—1 (e +w -1 e +w e +w

— | = du(f) = — . du(6 , du(0

27r/el9—w (o) 2m /ele—w #()+/6Z9—w n(o)

T {1} T\{1}

seklinde yazildiginda bir a > 0 igin

—1 (e 1
e +wdﬂ(9):_a(ﬂ>

o | et —w 1—w
{1}

olur ve burada «, p'ntin 1 noktasindaki agirhigidir. Simdi yukaridaki inte-
grali degisken degistirme ile R’ye c¢ekelim. p oOlctisii T tzerindeki Lebesque
oOlctisiine gore tekil oldugundan R iizerinde fi-Lebesque olgiistine gore tekil

bir d7i(z)
mes
1y L T2

oOlciisti vardir. Buradan;

e +w oA w  x—itwr+iw

e —w T w T —1—wr —iw

1
- konulursa,

z
yazilir ve w =

Z+1
, z—1 L2 —1
:L’—Z'—i-wx—i-z'w_x_2+(2+i)x+z(z+z')_ 20242 wz+1
r—i—wr—iw S Z2—i 2i(z—2) il —=z
p-i- (e —iiy Mo e

- )T 2 ;
Z+1 Z2+1
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elde edilir. Buradan da

—1 [e? +w 1 e + w 1 [ zz+4+1 dp(zx)
du(f) =iz —— du(f) =i —
w(f) =iaz p(0) = iaz+ /i(z—x)l—i—m?

2 | e —w 2m e? — w T
T ™1} R

elde edilir. O halde I : HH — C bir tekil i¢ fonksiyon ise (yani H’de hig sifir1
yok ise) R tizerinde Lebesque 6lgiisiine gore tekil bir o dlgiisii ve o > 0 igin

olur.

3 HELSON-BEURLING TEOREMI

Bu bélumde ele alinan igerik [6] ve [11] kaynaklarimdan alinmistir.

T:={ze€C:|z|=1}
birim ¢ember ve

27

L*(T) :=<{ f: T — C: f dlgiilebilir ve/ |f(ei0)|2dc9 < 400
0

karesi integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1 olsun. L*(T) , (.,.) i¢ carpimi ile
bir Hilbert uzayidir:

1

(f,9) =5 / f(e%)g(e?)db.

Xn: T — C, x,(2) = 2" olsun. O halde {xy},c; C L*(T) nin bir ortonormal
tabamidir. Yani L?(T) nin ortonormal tabam

{ntner = {22270 1,2,2%, .}

iken H%(T) 'nin ortonormal tabani

{n}i2s = {1,2,2%,...,2", ...}

olur.
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S LX(T) — L*(T), (Sf)(2) = 2f(2)
operatoriinii ele alalim. Bu S operatoriine kaydirma (shift) operatori denir.
S(H*(T)) € H*(T) oldugundan S’yi H?*(T) {izerinde bir operator olarak
gormek de miimkiindiir. Yani

S H*(T) — H*(T), (Sf)(2) = 2/ (2)

seklinde tammlamak da miimkiindiir. Bu durumda S : L*(T) — L?*(T)
operatorii birimsel bir operator iken yani SS* = §*S = I iken

S: H*(T) — H*(T)

operatorii birimsel degildir. Her iki durumda da S bir izometridir yani;

2w
1 1

(5£.50) = 5 [ (SPERd = 5 [ (e "gemde —

o [ 7@ as = (f.0)

oldugundan,
(Sf.Sg)=(f9) . ¥f.g€L¥T)
saglanir.
M C L*(T) kapali alt uzay1 i¢in S(M) C M oluyorsa M’ye degismez (in-
variant) alt uzay denir. S bir izometri oldugundan herhangi bir M C L*(T)
kapali alt uzaymin S altindaki goriintiisii S(M) de kapal bir alt uzaydir.

Helson-Beurling teoremi
M C L*(T)

degismez alt uzaylarinin karakterizasyonu ile ilgilidir.
Teorem 14 (Helson-Beurling). M C L*(T) degismez bir alt uzay olsun. O
halde asagidaki durumlardan birt gecerlidir:

1. S(M) = M oldugu durumda bir EC T Borel él¢ilebilir kiimesi vardur
ki
M = xpL*(T) := {XEf fe LQ(T)}

olur. Burada "
A 1, egere’ e b
0\ . , €9

Xp(e”) = { 0, cejere? ¢ E

karakteristik fonksiyonudur.
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2. S(M) # M olduju durumda hemen hemen her 6 € [0,2) igin |g(e”)| =
1 sartina saglayan bir g € L*(T) vardir dyle ki

M =g.H*(T):={g.f: f € H*(T)}

seklindedur.
Ispat. 1. §*S = S5* = I oldugundan S(M) = M ise S*(M) = M olur.
O halde
Vi € Z,5"(M) = M
olur.

Vo € [0,27], T(e") =1

olsun. O halde Y € L*(T)’dir. Py : L*(T) — L*(T), M tizerinde
izdiisiim operatori olsun. Yani Py (L*(T)) = M , P}, = Py ve

Pi, = Py

olsun. q := Py (Y) ise ¢ € L*(T) olur. Ayrica Py (L*(T)) = M
oldugundan q € M olur. S™(M) = M oldugundan

Vn €Z,xnq €M

olur. O halde (Y — q) ile M ortogonal olduklarindan,

2

1
(T —=q,Xn-0) = X0, T — q) = %/(q —1q*)xndf = 0,¥n € Z

0

esitligi yazilir. {xn},ez, C L*(T) nin ortonormal tabani oldugundan
¢ — |qI> = 0 olmahdur. O halde V0 € (0,2x] icin

q(e”) =1

veya .
q(ew) — O
olmalidir. Yani ‘ A
E:={e” eT:q(") =1}

icin ¢ = xg dir.
Mp = xg.L*(T) := {xp.f : f € L*(T)}

olsun. O halde Mg C L*(T) 'nin kapal bir alt uzayrdir, ¥n € Z, q.Xn €

M oldugundan ve {xn},cz , L*(T) nin ortonormal tabani oldugundan

38



Mg C M olmahdir. g € (Mg)* N M olsun. Yani (g, f) =0 ,Yf € Mg
ve g € M olsun. O halde

27
1
Vn € Z,(gXn, 9) = %/ﬁqxndG =0
0

ve {Xn}ner C L*(T) nin ortonormal tabany oldugundan hemen hemen
her 6 € (0,27] i¢in g.¢q = 0’der. Yani hemen hemen her 0 € (0, 27]
g.q = 0 olmadwr. Ayni sekilde g € M i¢in ¥n € Z, xn.g € M wve
1 —qlLM oldugundan

21

Vn e Z, {((1—q),Xn-g) = %/ (1 —q) gxndf = 0 olmalidar. {Xn}nEZ C

0
L*(T) 'nin ortonormal tabani oldugundan hemen hemen her 6 € (0, 27]

icin (1 —q)g = 0 olmaldur. O halde (1 —¢q)g = 0 ve hemen hemen
her 6 € (0, 2] igin

9¢=0=(1-qg+g9q9=9=0
olur. Yani Mg C M wve

(M) N M ={0} = Mg =M
olmalidar.
. S(M)C M ve S(M) # M ise
S(M)*"n M #{0}

olur. g € S(M) N M ve g # 0 olsun. O halde g’yi llgll, = 1 olacak
sekilde secebiliriz. S bir izometri oldugundan

S(M)c M = S*(M) C S(M)
olur ve g L S*(M) olur. O halde
Wn>1,g L S"(M)

olur. Ayrica g € M oldugundan x,.g € S™(M) olur. O halde
1 27
> 1 g) = — 2 =
¥ 2 1(9.00) = - [ lof xadf =0
0
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olmalidir. Ayni sekilde,

27 21 2
1 1 1
Wn> 1,1 / 9] yudf = 0 — - / g b = = / g2y ndf = 0
2 2w 2w
0 0 0

olmalidvr. Bu durumda |g|2 ‘nin 0. Fourier katsayist haricinde bitin
Fourier katsayalar, 0 oldugundan |g|* sabit olmahdur. O halde |g| de
sabit olmalidir. ||g|l, = 1 oldugundan hemen hemen her 6 € (0, 27|
icin |g| = 1 olmaldwr. Bu durumda |g| = 1 oldugundan {g.xn}
L3(T) 'nin ortonormal bir kimesidir. Yani:

nez

2w 2 2w
1 1 ) 1
‘Xnry9-Xm) = 5 ng 7md9 = 5 nfmde = 5_ nfmde = 5nm
(9-Xns 9-Xm) Qﬁ/gxgx 27/\g|>< %/x
0 0 0

yazabiliriz.

N = <{9'Xn}nez> C L*(T) olsun. O halde S(N) = N oldugudan

N = xgL*(T)

seklinde olmahdir(1. durumdan). |g| = 1 oldugundan E =T ve N = L*(T)
olmalidir. Ayni sekilde N, = <{9-Xn ::)> = g.H*(T) olsun. O halde g € M
ve S (M) C M oldugundan

Yn>1, gxne M — N, C M

olmalidir. {g.Xn},cq C L*(T) 'nin ortonormal tabana oldugundan f € M igin
tek bir {\,} _, dizisi vardir ki

= Angxn

neL

nel

olur.
Vn > 1, <Q7an> =0

oldugundan
Vn>1, (X-n9 [)=0=(fix—n.9) =An=0
olur. O halde .
f= Z)\n.g.xn eN,

ne”
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olmalidir. O halde
MCN,=— M=N, :g.HQ(T)

olmahdwr. Ayrica g1,go € L*(T) fonksiyonlar |gi| = |go| = 1 ve hemen
hemen her 0 € (0, 2] i¢in

g1-H*(T) = g2.H*(T)
sartlariny saglhyor iseler
Gig H*(T) = |ou|* H*(T) = H*(T) = gig2H*(T)

olur. O halde Gigo analitiktir. Ayna sekilde Gzg, de analitiktir. O halde %
sabit olmalidar.

Helson-Beurling teoremindeki 1.durumu saglayan yani S(M) = M sartim
saglayan kapal alt uzaylarla S(M) C M ve S*(M) C M sartlari saglayan
alt uzaylar aymidir. Bu tiir alt uzaylara S tarafindan “indirgenen”
(reducing) alt uzay denir. Diger taraftan 2.durumu saglayan yani

S(M) £ M

sartini saglayan degismez kapali alt uzaylar S* altinda degismez degildirler.
Bu tiir degismez alt uzaylara “basit degismez” alt uzay denir. Daha genel
olarak bir T': H — H operatorii altinda degismez kalan M C H kapali alt
uzay1 ayni zamanda 7"nin eglenigi 7™ altinda da degismez kaliyorsa M’ye T'
tarafindan “indirgenen” uzay denir. Eger 7™ altinda degismez kalmiyorsa
T’nin “basit degismez” (simply invariant) alt uzay: denir.

3.1 Helson-Beurling Teoremi 11

Helson-Beurling Teoreminin bir sonucu da kaydirma operatorii S'nin eslenigi
(adjoint) S*'mn degismez alt uzaylarimin karakterizasyonudur.

Bir M C H kapal alt uzayn T' : H — H dogrusal operatorii altinda
degismez ise yani T'(M) C M ise her x € M~ igin

(T*z,y) = (z, Ty)y =0, Yye M
olur. T*x € M+ yani
M+ :={zeH:(z,y)=0 Yy M}

dik tiimleyen uzay1 da T* altinda degismezdir. (T*)" = T oldugundan bunun
tersi de dogrudur yani,
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M C H T altinda degismezdir <= M+ T* altinda degigmezdir
O halde Helson-Beurling Teoremi geregi

S:H? = H?, (S)(2) = 2f(2)
operatoriiniin degismez alt uzaylari

e ™,

Y] =1

ic fonksiyonu icin 1.H? seklinde oldugundan S* : H? — H? eslenik op-
eratoriiniin degigmez alt uzaylari

H? O (¢.H?) = H* N (.H?) "

seklinde olmalidir.
Bir 7 C B(H) operator ailesi altinda degismez kalan kapali alt uzaylar
ailesine T ’nin degismez alt uzay latisi denir ve

Lat(T)={MCH:T(M)CM VT €T}
seklinde gosterilir. Daha genel olarak
e AN(yANz)=(xAy)V(zAz)

xV(yANz)=(xVy A(xVz2)

kosullarim saglayan A ve V ikili iglemleri altinda kapali olan herhangi bir X
kiimesine latis denir.

Herhangi bir 7 C B(H) i¢in Lat(T) ,

Ml/\MQ I:MlﬁMQ

M1 V M2 = <M1 U M2> = (Ml + Mg)

igslemleri altinda bir latistir.
Burada

(MyUMs) :={ x4+ py: \ueC,xe My,ye M}

dir ve M ise M'nin H deki norma gore kapamsidir. Smirh analitik fonksiyon-
lar uzay1 H* < B(H?) , H? {izerindeki siirh operatorler uzayma ¢ — My
carpim operatorii olarak gomiilir. Yani ¢ € H* ile

My« H* — H?, (M f)(2) = 6(2).f (2)
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garpim operatorini ayni gorebiliriz. Bu kisimda Lat(H>) = Lat(S) oldugunuda
da gosterecegiz ki burada

S:H?* — H?* (Sf)(2) = 2.f(2)

kaydirma operatoriidiir:

Go € H® ¢o(2) = 2

icin S = My, oldugundan Lat(H*) C Lat(S) oldugu aciktir. Eger bir
(T} € B(H) dizisi varsa ki (T, f, g) — (T'f,g) ¥f,g € Hve T,,(M) C M,
o halde T(M) C M oldugu aciktir: g € M~ ise

VYneN (T,(h),9) =0= (T'(h),g9) =0

Vhe M= TheM=T(M)C M

olur. Polinom fonksiyonlar H* igerisinde zayif yogundurlar yani V¢p € H>
bir {p,},; 2 dizisi vardir 6yle ki

dir.

olsun. O halde Vn € N, M € Lat(S) ise T(M) C M olur. Bir f € H? igin

Vz € D, (T0f, kz) = pu(2)-f(2) = (0f k) = (Msf, 9)

olur. n — 400 oldugunda ise

Vf.ge H* (T,.f,g) = (Myf,qg)

olur. Burada ]
k.(w) = ——— k. € H?
(W) =10
z € D'nin iiretici cekirdek fonksiyonudur. Uretici cekirdek fonksiyonlar
H?de yogundurlar. O halde yukardaki argiiman (zayif operator topolo-
jide yakinsama) geregince My,(M) C M olmahdwr. Yani M € Lat(H*)

olmalidir. Yani

Lat(S) C Lat(H*) = Lat(S) = Lat(H>)
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olur. Aym sekilde

<{Zaje,\j ca; € C LA\ > 0}> C H*™
j=1

da zayif yogun oldugundan yazilabilir ve burada
ex, (7)== e Lat({My : A € R |\ > 0}) = Lat(H>) = Lat(S)

dir. Simdi
M, : H* = H? (Myf)(z) = ei’\z.f(z)

seklinde tamimlh M) igin eger M;, My € Lat(S) ve My C M, ise My =
UlHQ(R) ve MQ = UQHZ(R>

U1H2(R) g UQH2<R) = EQ.Ul.HQ(R) g ﬂQ.UQ.HQ(R) = ‘U2’2 H2<R) = H2(R>

olacagindan uy.u; € H*(R) olmahdir. Ayrica hemen hemen her yerde [ws.u;| =
1 olacagindan us.u; = ¢ bir i¢ fonksiyon olmahdir. Yani u, us unimodiiler
fonksiyonlari i¢in

ur. H*(R) C uy. H*(R)

ise bir ¢ € H* i¢ fonksiyonu vardir ki
Uy = Q.uy

seklinde yazilir.

4 VOLTERRA OPERATORU

Operator teoride en ¢ok caligilmig operatorlerden biri de Volterra operatoriidiir.
Volterra operatorii

Ve LA([0,1]) — L*([0,1]), (V f)(z) = /f(t)dt

seklinde tamamlanir. Daha genel olarak bir
k:[0,1] x[0,1] — C

integrallenebilir fonksiyonu icin

T

Vit L([0,1]) = L*([0,1]), (Vi f) () = //f(w, s)f(s)ds

0
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tiri integral operatorlerine de Volterra operatorleri denir. Ozel olarak;

1, egers<uw
k) = { 0, eger s > x

integrallenebilir fonksiyonu icin Vj, V' operatorii ile cakigir. Eger

// k(z,s)| de.ds < +o0

[0,1]x[0,1]

Vil < ( // (z,5)]> dz.ds)?

[0,1]x[0,1]

1se

oldugunu géstermek zor degildir ([9]’e bakiiz). O halde

1
V<—=<1
VI < 7
olur ki bu da
I+V:L*[0,1]) — L*(]0,1])
operatoriiniin tersinir oldugu anlamma gelir. ( Burada I : L?([0,1]) —

L?([0,1]) birim operatoriidiir, (If)(z) = f(x)) Buradan bir Neumann serisi

argiimani ile
+oo

(I+V)7=> (=)

n=0

oldugunu gormek miimkiindiir ki sagdaki seri operator normunda yakinsar.

Aym sekilde

V=I+V-I=I-IT-(I+V) ) '-I=

- (Z(—l)”((l V) - f>">) T

n=0
oldugundan V ve (I + V)~! operatorlerinin degismez alt uzaylar1 aynidir.
Yani bir
K C L*([0,1]
kapali alt uzay1 V altinda degigmez olmas igin gerek ve yeter kogul (I +V)~!

altinda degismez olmasidir. Bu boliimde Sarason’un yaptigi Helson-Beurling
teoremi yardimiyla V'nin degismez alt uzaylarimin karakterizasyonunu ele
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alacagiz.[13] Volterra operatorii V'nin en basta goze ¢arpan degismez alt

uzaylari
(0, 1]) = {f 1) /| = o}

seklindedir. Bu boliimde V'nin biitiin degismez alt uzaylarimin bu sekilde
oldugunu gosterecegiz. Bu bolimdeki igerik tamamen [13]'den alimmigtir.
Paley-Wiener teoreminin bir sonucu olarak

F (e H*(R)) = L*([1, +00])
oldugunu gorebiliriz.
L2([0,1]) = L*([0, +00]) © L*([1, +00]) = L*([0, +oc]) N (L*([L, +o0]))*
oldugundan
F (H*(R) © " H?*(R)) = L*([0, 4+00]) © L*([1, +o0]) = L*([0,1])

olur. Yani L?([0,1]) ile H*(R) © ¢ H?(R) uzaylar1 Fourier doniigiimii altinda
izometrik izomorflardir. Burada

F (e"H*(R)) = L*([1, +0o0])

oldugunu gosterelim:
f € H*(R) olsun. O halde eger t < 1 ise

+00 +oo
F(e™f) )= /e“f(s)e_mdx = /e_i(t_l)xf(x)dx =
S F(f)(E-1) =0

elde edilir. F izomorfik izomorfizma oldugundan
F (e H*(R)) = L*([1, +00])

olur. Burada Volterra operatorii V'nin Fourier dontigiimii altinda hangi op-
eratore dontiigecegi onemlidir. Bunun cevabini verebilmek icin Volterra op-
eratoriinii bir konvoliisyon tipi olarak goriiyoruz. Bunun i¢in evvela L2([0, 1])’yi
L?*(R)’ye gomelim:

L2([0,1]) — L*(R)

f(z) eger x € [0, 1]
(If)( ) { Oegegrx€[0 1]
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olsun. O halde 0.1]
1 eger x € |0,1
X[O,l](x) = { 5 0.1

0 eger z ¢ [0,1]
: B z
P(xou * 1()) (@) = P( / You (@ — DI (B)dt) = P / 1(£)(t)dt) =

~ [1it =)

P: L*(R) — L*([0,1]) ,

B | f(x) eger z € [0,1]
Pf=floy= { 0 eger x ¢ [0,1]

oldugunu goriiriiz. Yani
v L*([0, 1)) — L*([0,1])

operatoru
V= P(X[0,1] * ](f))

seklinde yazilir. Fourier dontigiimii konvoliisyonlari ¢arpima doniigtiirdiigiinden
Volterra operatorii Fourier dontigiimii altinda bir Toeplitz operatoriine dontigiir:
—1
f oVo JT" = PMF_l(X[O,l])
olur ki burada 4
P: H*(R) — H*(R) © e H*(R)

ortogonal izdiigiimii ve

Mz-1( : H*(R) © e H*(R) — H*(R)

X[0,1])
ise F~(xp0.1]) ile carpma operatoriidiir. Fourier tersinirlik formiiliinden

1 . )
itx e 1

- it e
F - xou) () =/et di =S} =

1T X
0

= w(x)

bulunur. Yukaridaki Toeplitz operatoriinii tist yar: diizlemin Hardy uzayindan
birim diskin Hardy uzayina gecirmek i¢in bir 6nceki boliimde ele aldigimiz

®: H*(T) - H*(R)
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izometrik izomorfizmasim kullanirsak

(I)il O.Fil (@) VO (I) = PMUJ i(1+z)

1—=z
elde ederiz. Burada

z+1 z+1

- 1
gp(z):zcu(l(lljj)):Z_i_l. ez—1 1] =(1- Yler—1 -1
2

z+1

oldugundan ve PM

z—1

=41 operatori
z+1ez_

z+1
HQ('JI‘) Oer— 1H2(’]I‘)

tizerinde sifir oldugundan

P loF loVoFod=PM, —1
142z

olur ki buradan da

P loF lo(I+V)oFod=PM ,
14z

elde edilir. 7 4+ V operatorii tersinir oldugundan
P loF lo(I+V) ' 'oFod=PM.
2
olmahdir. O halde (I+V)~!ile V'nin degismez alt uzaylar1 ayni oldugundan,
V'nin degismez alt uzaylar:

z+1 z+1
P.S: HQ(']I') Oe?— 1H2(']I') — HQ(']I') Oe?— 1H2(T)

operatoriiniin degismez alt uzaylariin
J=Fod
altindaki goriintiileridir ki burada

z+1
P H2(’]T) — HQ(']I') Oe?— 1H2(T)
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ortogonal izdiigimii ve

z+1
S HZ(’]I‘) ez — 1H2(T) — HQ(']I')

(SF)(z) = 2f(z)
z+1 z+1

kaydirma operatériidiir. Burada S(e? — 1 H?(T)) C e# — 1 H?(T) oldugundan
z+1

yani S, e?Z — 1 H?(T) alt uzaym degismez biraktigindan,

z+1
S* K = H*(T)o ez~ 1H*T)

alt uzaym kendisine gotiirtir yani
S*(K)C K

olur. O halde P.S : K — K operatoriiniin biitiin degismez alt uzaylari
S* : K — K operatoriiniin degismez alt uzaylarinin K icerisindeki ortogo-
nal tiimleyenleridir. Helson-Beurling teoreminden S*'in biitiin degismez alt

uzaylari
H*(T) ©¢.H*(T)

seklindedir. Burada 1 € H?(T) bir i¢ fonksiyonudur yani hemen hemen her
0 € [0,27) icin [¢(e”)| =1 olur. O halde

H*(T) ©4.H*(T) C K

olabilmesi icin
. H*(T) 2 1. H*(T)
olmalidir ki bu da v’nin 1’1 bolmesini gerektirir. Burada
z+1
P1(z) i=e? — 1

dir. Bir v i¢ fonksiyonunun 1 tekil i¢ fonksiyonunu bolebilmesi i¢in birim
disk D’de hig bir sifirinin bulunmamasi gerekir. O halde ¢)’nin kendisi de bir
tekil i¢ fonksiyondur ve Hardy uzaylarindaki i¢ dig faktorizasyondan dolay1




seklinde olmalidir ki burada p , T tizerinde Lebesque 0lciisti df’ya gore tekil
olan bir ol¢idiir. Ayrica ¥’'nin 1’1 bolebilmesi i¢in p'ntin §; Dirac Olgiisiine
gore mutlak siirekli olmasi gereklidir. O halde dy = a.dé; , 0 < a < 1
olmalhdir ki bu da

a(z+1)

T/J = %;%(@ =€ =t

olmalidir. Sonug olarak V'nin biitiin degigmez alt uzaylari

z4+1
Ko (H*(T)oe? — LHX(T)) = ¢ *(T) © 1 H*(T)

kapali alt uzaylarimin J = F o ® altindaki goriintii uzaylaridir ki bu da

= O}
[0,a)

ﬂ%ﬁ%@ewﬁﬂm»:L%wuwz{feﬁ«awwf

dir. Bunu bir teorem olarak ifade edelim:
Teorem 15.

1

L2((0,1)) == f:(O,l)—><C:/|f(t)]2dt<+oo

0

karesi integrallenebilir fonksiyonlarin uzayr olsun. O halde

VL L2((0,1)) — L*((0,1)), (Vf)(2) = /f(t)dt

Volterra integral operatorinin bitin degismez alt uzaylar

= 0}
[0,a)

L%WJﬂz{feﬁ«QD%f

seklindedur.

5 OTELEME VE CARPMA OPERATORLERI
ALTINDA DEGISMEZ KALAN ALT UZAYLAR

Tezin bu kisminda A > 0 igin
My : LX(R) = L*(R), (Myf)(z) = € f(2)
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carpim operatorleri ve p > 0 icin
D, : I*(R) = L*(R), (D,f)(x) = f(z — )

oteleme operatorleri altinda degismez kalan M C L?(R) kapah alt uzaylarim
karakterize edecegiz. Bu karakterizasyon [7] makalesinden alinmigtir. Boyle
bir M C L*(R) kapal alt uzay1r M) tarafinfan indirgenen bir alt uzay ise
Helson-Beurling teoremi geregi

M = xg.L*(R) = L*(E)
seklinde olmalidir. Burada £ C R'nin bir Borel alt kiimesidir.
VYu>0,D,(M) C M,

oldugundan
Yu>0mu+ECFE

olmahdir. Bu da bir a € R i¢gin F = [a,+00) olmasi demektir. O halde
M ler tarafindan indirgenen ve D,, altinda degismez kalan (X, 4 > 0) L*(R)
haricinde M C L?(R) alt uzaylar

M = X[a,+oo)'L2(R) = LQ([a> —|—OO)), acR

42
seklinde olmalidir. Bir s > 0 i¢in ¢s(z) = ez olsun. O halde
Vo € R, |ps(x)] =1

olur, yani ¢, bir inimodiiler fonksiyondur. Fakat ¢s ¢ H® yani ¢, tist yar1
diizlemde analitik degildir. Carpma operatoreri M) altinda basit degismez
kalan

M = ¢g.ex.H (R), ex(z) = ™ X\, 5> 0

kapali alt uzayim ele alalim:
DNM¢S = ¢5 (M)M¢SDN
oldugundan
Dy (M) = My, My, Dy (ex-H*(R)) = My, M, (ex.-H*(R)) € My, (ex.H*(R)) = M

olur yani M , D, altinda degismez kalir. Biitin My, A > 0 operatorleri
altinda basit degismez kalan ve D, altinda degismez kalan M C L*(R) alt
uzaylarinin hepsi yukaridaki gibidir. Bunu asagidaki teorem ile gosterecegiz
(Asagidaki teorem ve ispat1 [7]’den alinmigtir):
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Teorem 16. Bir M C L*(R) kapali alt uzayr X\ > 0 igin
My : L*(R) = L*(R), (Myf)(z) = €™ f(x)

operatorleri altinda basit degismez ve p > 0 i¢in (D, f)(x) = f(z—p) dteleme
operatorleri altinda degismez kaliyorsa, bir s > 0 ve A > 0 i¢cin

M = ¢,.ex.H*(R)

seklinde olmahdir. Burda ¢s(x) = e pe ex(x) = e “dir.

ispat. M C L*(R) , My operatorleri altinda basit degismez kaldigindan bir
u unimodiler fonksiyonu i¢in

M = u.H*(R)

olmahdur. Ayrica Vt > 0 igin Dy(M) C M oldugundan ve D;(M) C L*(R)
kapaly alt uzay: da M)y, ler altinda basit degismez oldugundan Dy(M) = u; H?(R)
seklinde olmalidir ki uy bir inimodiler fonksiyondur.

u H*(R) C uH?*(R)

oldugundan bir wy € H* i¢ fonksiyonu vardur ve bu fonksiyon u, = wy.u
seklindedir. Aymi zamanda

Dy(u.H*(R)) = u(x — t)H*(R) = wy.u. H*(R)
oldugunda bir c¢; € T sabiti i¢in
u(r —t) = cp.wy () u(x)
olmalidir. Burada w; yi renormalize ederek ¢, = 1 alabiliriz. O halde

_ule—s—t) _u@E—s-Hule-t) o

elde edilir. O halde 0 <t < swve0 <r <s—tiginw(xr—r), ws’i biler. Bu
da zy € H w; nin bir sifirt ise zo + r'nin VO < r < s — t i¢in w, 'nin sifirlar:
olmasi demektir. w, st yary dizlemde analitik oldugundan sifirlary yigilma
yapamaz o halde w; 'nin st yary dizlemde hi¢ bir sifirt olamaz. Yani w, tekil
bir i¢ fonksiyon olmak zorundadur:

. [ sz41 dp(s)
i3z e(lé s—z 5741

»

wi(z) = ae .2 € H
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seklinde olmalidir. Burada o, € R ve du L dx yani p Lebesque olgiisiine
gore tekildir. s >t >0 ve o', vev w, fonksiyonuna karsihk gelen parame-

treler olsun yani
f sz+1 dv(s)
! lR s—z 1+s2

wy(z) = a' e’ *e

seklinde ifade edilsin. O halde wi(z — 1) , ws(2) yi boldiginden

ws(z) —u
—— =¢ T
w(z —1)
olur ve burada u,, Re(u,) > 0 oldugundan st yardizlemde analitik fonksiyon-
dur. Biraz hesapla

Re(u(2) = (5~ 8) v+ | (du(s) — dp(s 1)

(s — )% + 12

elde edilir. Burada z = iy dir. Re(u,) pozitif bir harmonik fonksiyon
oldugundan dv(s)—du(s—r) > 0 pozitif bir 6l¢ii olmahdur. Ayrica 3 — >0
olmalidir. O halde her A C R Borel alt kimesi i¢in ve 0 < r < s —t i¢in
w(A —r) <v(A) olmaldur.

seklinde bir pg ol¢ist tanvmlayalim. f € Coo(R) , f >0 ve

/ f(x)dz =0

sS—

[ tina| =| 7f(rc)du(—7’) dz| = / [ f@de | dut-n)| =0

R

olsun. O halde

oldugundan dpg >> dx yani pg , dx ’e gore mutlak streklidir. Ayni zamanda
s—t
()] = | [ n(A = ryar| < v()(s—
0

ve dv L dx oldugundan dug L dx olur. Yani ug, dx Lebesque ol¢ustiniine
gore tekildir. O halde pg = 0 olmalidir ki bu da p = 0 olmasy demektir. O
halde

wy(2) = a(t).ePV=
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seklinde olmalidir. Burada
Wiys(x) = wi(z — 5).ws(x)
oldugu hatirlanirsa
afs + 1)eBErDe = o(1)ePO-0=9) o (5)eible)
yazilabilir. Buradan da
als +1t) = afs).at)e PH=

ve

B(s+1t) = B(s) + B(t)
elde edilir. Yani
= a(t)ew(t)'x

oldugundan x sabit tutulursa o’nin t’ye gore olculebilir bir fonksiyon oldugu
gorilur. Ayrica B artan ve dogrusal oldugundan bir p > 0 sabiti igin

B(t) = pt

olmalidir. Bir v fonksiyonu

seklinde tanimlandiginda
a(s+1t) = a(s)a(t)e

oldugu dikkate alinarak
V(s +1t) =v(s)v(t)

oldugu gorilir. ~ olgilebilir bir fonksiyon ve
VteR, |y(t)] =1

oldugundan v(t) = € seklinde olmalidir. Burada o € R’dir. O halde
a(t) = g5 +on)

ve
2
Lt
— el(pr +ot+ptx)
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olmalidir. Burada x = x¢ alinirsa

u(xg —t) = u(xo).ei(—péwtwmo)

esitligi dogru olur. xo — t’yi x ile degistirirsek yukaridaki ifade
g2 2
u(r) = c.e’ P = ceT?T N ()N = —0)

seklinde olur ve burada c € T ’dir. Genelligi kaybetmeden ¢ = 1 alabiliriz. Bu
durumda

L 2
isZ—

u(z) = e 7 (s = p)

olur ki bu da
M = u.H*(R) = ¢y.ex. H*(R)

olmasy demektir.

6 DILASYON VE CARPMA OPERATORLERI
ALTINDA DEGISMEZ KALAN ALT UZAYLAR

Tezin bu kisminda
My : L*(R) — L*(R), A > 0, (M, f)(2) = ™" f(x)

carpim operatorleri ve
Vi I2(R) = IA(R), > 0, (Vif)(x) = b f(c'2)

dilasyon operatorleri altinda degismez kalan M C L?(R) kapali alt uzaylarim
karakterize edecegiz. Bu karakterizasyon [8] makalesinden alinmistir. Boyle
bir M C L*(R) kapah alt uzay1 M, tarafindan indirgenen bir alt uzay ise
Helson-Beurling teoremi geregi

M = xg.L*(R) = L*(E)
seklinde olmalidir. Burada £ C R'nin bir Borel alt kiimesidir.
Vi(M) C M Vt>0

oldugundan
e'ECENYt>0

olmaldir. Bu da a,b > 0 igin E = [—a, b] olmasi demektir. O halde M,’ler
tarafindan indirgenen ve V; altinda degismez kalan (A, ¢ > 0) L*(R) haricinde
M C L?*(R) alt uzaylar

M = xg.L*(R) = L*([~a,b]),a,b >0
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seklinde olmalidir. Bir 6 € T igin up : R — C fonksiyonu

_J legerz>0
u@(x)—{ 0 eger x < 0

seklinde tanimlansin. O halde s > 0 igin
s, - R — Cags,e(x) = Ug(l’) |x|’55

seklinde tanimlanan g, ¢ fonksiyonu,

ezl eger > 0
gs’9<l’) = Q.Gisln\:ﬂ eger <0

seklinde ifade edilir. g5y fonksiyonunun unimodiiler oldugu yani
Ve e R, |gso(z)| =1

oldugu agiktir. (Burada 6 € T’dir.) O halde g, 4. H*(R) alt uzaylar1 Helson-
Beurling teoremi geregi M)’lar altinda basit degismez kalan alt uzaylardir.
Aym zamanda Vf € H?*(R) igin

Vi(gso-f) = € gs0.Vi(f)

ve

Vi(H*(R)) = H*(R)

oldugundan
Vi(gso-H*(R)) C gsp.H*(R)

‘dir. Yani g,9.H*(R) , Vi'ler altinda degismez kalir. Ayrica A\, p € R igin
exy : R\ {0} — C fonksiyonunu

e H(x> _ ei(/\er%)

seklinde tamimlansin. ey, € H* olabilmesi icin A > 0 ve u < 0 olmalidur.
Bu durumunda ey , br i¢ fonksiyon olur ki A > 0 ve p < 0 iken

exn-H*(R) C H*(R)

olur. Ayrica ey, 'niin tnimodiiler oldugu da agiktir. O halde e, ,.H*(R) ,
My’lar altinda basit degismez kalan alt uzaylardir.

V;.MA = M)\.Gt‘/;
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oldugundan ve
Vi(H*(R)) = H*(R)

oldugundan ¢, A, u > 0 i¢in

t ple”t-1)

Vi(ex, H2(R)) = eP'ei™s H2(R) = ey, (2). (N7 "5V HX(R) C ey, H2(R)

olur. A(e! —1) >0 ve u(e™* — 1) < 0 oldugundan
ei)\(et—l)m e ™

"dur. O halde
gsﬁ.e)\,sz(R)

kapali alt uzaylarn s € R, 8 € T, \,u > 0, M,’lar altinda basit degismez
ve Vi'ler altinda degismez kalir. Bu dort parametreye bagh kapal alt uza-
ylar ailesinden bagka M) ’lar altinda basit degismez ve V;’ler altinda degismez
kalan kapali alt uzaylar olmadigini agagidaki teoremle gosterecegiz. (Asagidaki

teorem ve ispat1 [8]’den alinmigtir):
Teorem 17. M C L*(R)”'nin

M,y : L*(R) — L*(R), A > 0, (M, f)(x) = e f(z)

carpim operatorleri altinda basit degismez kalan ve Vi : L*(R) — L*(R) ,
(Vif) (@) = ez f(etz) , t > 0 dilasyon operatérleri altinda defismez kalan
kapaly bir alt uzayr olsun. O halde \,;p >0, s € R ve 8 € T i¢in

M = gg.ex,. H*(R)
seklindedur.

Ispat. Helson-Beurling teoremi geregi M C L*(R) M)y lar altinda basit degismez
oldugundan bir u : R — C dnimodiiler fonksiyonu i¢in

M = u.H*(R)
seklinde olmalidir. Yt > 0 i¢in Vi,(M) de M)y lar altinda basit degismez kalur:
MA(Vi(M)) = Vi(M_(M)) C V(M)

O halde
V(M) = u,. H*(R)

seklinde olmaldyr. Burada uy bir tinimodiiler fonksiyondur. Ayrica

Vi(M) < M
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oldugundan
ug. H*(R) C u. H*(R)

ise bir w, € H™ i¢ fonksiyonu vardwr ki uy = uw, olur. Ayrica
Vi(M) =V, (uw.H*R)) = u(e'z)V;,(H*(R)) = u(e'z) H*(R) = u. H*(R) = wyu. H*(R)
oldugundan bir ¢, € T i¢in
u(el.x) = cpwpu(x)
olmalidir. Burada genelligi kaybetmeden ¢, = 1 alinabilir. O halde
u(e'.x) = wy(x).u(z)

olmalidir. Buradan da

(s+1) (s+1) ¢
u(e x w(e ) ulelx
ws—i—t(x _ ( ) o ( ) ( )

u(et.x)  u(x) = wg(e'z).wy(x) = wy(e’r).ws(z)

elde edilir. Buradan Nr > s+t i¢in wy(e*x) in wyyy yi boldigi sonucu ¢ikar.
O halde r > s+t i¢in sabit tutarsak bir hs i¢ fonksiyonu i¢in

Vz € H,

wi(€°z).hs(2) = w,(2)

olur. Eger zo € H , w; 'nin sifiry ise
we(e *z9) = wy(20).hs(e °2) =0,Vs <r —t

olur ve bu da w, i¢ fonksiyonunun sifirlarinin ygilma yapmast demektir. Bu
1se mumkin olamayacage i¢in w; nin H’de sifire olamaz. O halde

G
s4+1
wy(z) = aeP e ® ,z € H

seklinde olmalidir. Burada dp Lebesque olgistine gore tekil bir 6l¢i ve v >t
1¢in

. +1 dv(s)
! zﬂ/z (Zf == 52+1)
wy(z) =ae” e ®

1se bir onceki bolimdeki arguman geregi tekrardan wy, w, yi boldugunden
dv > dp(ef) VO < s <r—t ve



seklinde po olgisi R\ {0} 'da tanemlanabilir. pg dl¢isine gore mutlak sirekli
ve g < (r —t).v saglandigindan ve ayni zamanda Lebesque dl¢iisiine gore
tekil oldugundan 0 iermeyen A Borel alt kiimeleri i¢in,

r—t

po =0 = po(A) = /u(eS.A)ds = p(e®.A)=0,vse (0,r—t),ACR

0

yazilir. O halde
sup(u) = {0}

olmalidir yani
p(A) =~>0

eger 0 € A ve u(A) =0 eger 0 ¢ A olmalidir. Bu durumda

wy(z) = a.ePe E

seklinde olmalidir. Burada o, B ve v t’ye bagl oldugundan

—iy(t)

wy(z) = a(t).ePV e
seklinde yazilir. Burada o(t) € T , B(t),v(t) > 0 saglanar.
Weyt(7) = wy (e .2)w,()

ozdeslhginden

—iy(s+t) —i;y(t)

afs +1).ePErDT ¢ = a(t).ePV T o= a(s).ePBT e

ve buradan da
a(s+1) = als).a(t)
B(s+1t) = B(t)e’ + B(s)
Vs +1) =7(t).e” +(s)

bagintilar elde edilir. Burada v > t i¢in wy, w, yi boldiginden B(r) > [(t)
ve y(r) > v(t) olmaldir yani 5 ve v artan fonksiyonlardvr. Buradan da B ve
v nan turevlenebilir oldugu sonucuna variriz. Yukaridaki denklemlerde s = 0
alinarsa

A(0) =~(0) =0
elde edilir. Yukaridaki denklemde her iki taraftan B(s) ¢ikarldiginda

Bls +1) = Bls) = 6(1).e =
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elde edilir. Ayni sekilde
Y() =7(0).(1-e) =p(l —e™)
esitligi yazlir. Burada t > 0 i¢cin
B(t) > p(0) =0
oldugundan A > 0 olmalidwr. Ayna sekilde o > 0 olmalidir. O halde

u(e'z) (1—e

—_ — alt). i/\(et—l):c. i
wy(x) (@) a(t).e e
. ) ) u(e'z) . e .
oldugundan x sabit tutuldugunda @) ifadesi t 'ye gore olculebilir oldugundan
u(x
a fonksiyonu dlgilebilirdir. «(0) = 1 oldugundan « tirevlenebilir olur. O

halde 4
at)y=e"" ceR

seklinde olmalidir. Yani

(ot
T oy ie'—Dp
) _ ezatez(e 1))\12'6 z

olmalidir. Bir uy tinimodiler fonksiyonu

) ) i
uy(z) := eliohnle]) gire o5
seklinde tanimlansin. O halde
t t
u(e’r)  wui(e’z) wn(2)

olur. O halde

u(e'x).ui(z) = ui(e'z).u(x) = ule'z).uy (x).u(z) = ule'z) = ui(e'r).u(x).u (z) =




elde edilir. Yani

¢in
v(e'z) = v(x),Vt >0
ve hemen hemen her x € R i¢in saglar. Simdi
flt,z) = |v(e".x) — v (2)|
olsun. O halde ¥t > 0 i¢in bir A; C R vardwr dyle ki |[R\A;| =0 ve
Ve e Ay, f(t,x) =0,
O halde,
vVt >0, /f(t,x)dx =0 :>/ (/f(t,x)dx)dt) = 0 olur. Fubini-Tonelli
R

Rt R
teoremi geregi hemen hemen her x € R i¢in,

/(/f(t,x)dx)dt) _ /(/f(t,x)dt)dx _ /f(t,x)dt —0

olur. x1 > 0 ve o < 0 alalim oyle ki

f(t, l‘l)dt = f(t, ZL‘Q)dt =0
freee=]

olsun. O halde hemen hemen her t > 0 icin,

[t 1) = |v(e'ar) —v(21)] =0
flt,z2) = |v(e'.az) — v (22)| =0
saglamr. Eger x > 0 ve x < 0 ise v(z) = v(z1) ve v(z) = v(xe) saglanar. O
halde
B | l,egeraz>0 _
v(z) = u(x)u(x) = { 0. cjer z < 0 0] =1
saglanmalidir. Bu da
w(z) = (gop-x,) (@) = ug(z). 2|7 €M e

o () = 1,eger x >0
7100, ejerx <0

seklinde olmasi demektir.
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