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X, split TX simiti ile sonlu cisim üzerinde bir tam simpleksel simitli çe³itlem olsun. Bu

tez çal�³mas�, TX simitinin matrislerle parametrize edilen alt gruplar�ndan elde edilen

parametrik kodlar üzerinedir. Bu parametrik kodlar�n temel parametrelerini hesapla-

mak için bu alt gruplar�n s�f�rlayan ideallerinin üreteçlerini bulmak çok önemlidir. Tezin

giri³ bölümünde simitli kodlar�n önemi ve literatür taramas� verilmi³tir. Tezde elde edi-

len sonuçlar özetlenmi³tir. �kinci bölümde a�n simitli çe³itlemler için gerekli olan a�n

çe³itlem alt yap�s� olu³turulmu³tur.

Üçüncü bölümde simit tan�mland�ktan sonra, simitin karakter ve bir parametreli

alt grup kavramlar� verilmi³ ve kafesler ile ili³kilendirilmi³tir. A�n simit üzerinden a�n

simitli çe³itlem tan�m� verildikten sonra a�n simitli çe³itlemlerin farkl� in³alar� anlat�l-

m�³t�r. Rasyonel çokyüzlü konilerin temel konular� verilmi³ ve a�n simitli çe³itlemlerle

nas�l ili³kilendirildi§i aç�klanm�³t�r.

Dördüncü bölümde sonlu a�n çe³itlemler izomor�zmler ile yap�³t�r�larak a�n veya

projektif olmayan çe³itlemler olu³turulmu³tur. Bu bölüm bu çe³itlemlerin daha iyi kav-

ranmas� için projektif çe³itlemler ile ba³lam�³t�r. Fan olarak isimlendirilen güçlü rasyo-

nel çokyüzlü konilerin sonlu koleksiyonunun içerdi§i konilere kar³�l�k gelen a�n simitli

çe³itlemlerin nas�l yap�³t�r�ld�§� tarif edilmi³, böylece genel simitli çe³itlemler in³a edil-

mi³tir. Bu bölümün esas ve son amac� genel simitli çe³itlemlerin noktalar�n�n t�pk�



projektif uzayda oldu§u gibi homojen koordinatlar ile ifade edilebildi§ini göstermektir.

Verilen bir Q matrisi için, TX simitinin Q matrisinin sütunlar� taraf�ndan para-

metrelenen alt grubu TX,Q olsun. Be³inci bölümde TX,Q parametrik simitli kümesinin

s�f�rlayan idealinin üreteç kümesini belirleyen 3 metot verilmi³tir. Geli³tirilen ilk yön-

temde eliminasyon teoriden faydalan�lm�³t�r. Bu metot ile I(TX,Q) s�f�rlayan idealinin

üreteçlerini hesaplamak için bir algoritma ve bu algoritman�n Macaulay2 kodu yaz�l-

m�³t�r. Ayn� idealin üreteçlerini, bu ideali tan�mlayan kafesin baz� ile bulunan ba³ka bir

metot elde edilmi³tir. I(TX,Q) = IL olacak ³ekilde L kafesini bulmaya yönelik bir al-

goritma ve bu algoritmay� Macaulay2 program�nda uygulayan bir prosedür verilmi³tir.

Böylece I(TX,Q) idealinin tam kesi³im olup olmad�§� kolayca kontrol edilmi³tir. Bu bö-

lümde son olarak baz� ³artlar alt�nda, L kafesini kavramsal olarak belirleyen bir yöntem

elde edilmi³ ve Nullstellensatz (S�f�r Yeri) Teoremi sonlu cisim üzerinde kan�tlanm�³t�r.

Alt�nc� bölüm tezin esas amac� olan homojen polinom fonksiyonlar�n�n TX,Q kü-

mesinde hesaplanmas�yla olu³turulan Cα,Q parametrik kodlar� içermektedir. Bu amaca

yönelik önce lineer kodlar konusu anlat�lm�³t�r. Cα,Q parametrik kodun boyutu TX,Q

parametrik simitli kümesinin dereceli Hilbert fonksiyonu ile hesap edildi§inden dere-

celi Hilbert fonksiyonlar�n baz� özellikleri verilmi³tir. TX,Q alt grubunun parametrik

tan�m� kullan�larak, kodun uzunlu§una e³it olan TX,Q alt grubunun eleman say�s�n�

direk hesaplayan bir algoritma ve kodun minimum uzakl�§� için bir alt s�n�r elde edil-

mi³tir. Uygulama olarak, Hirzebruch yüzeyin simitten elde edilen parametrik kodlar�n

parametreleri hesaplanm�³t�r. Son olarak projektif uzaydan ba³ka bir simitli çe³itleme

geçmenin ayr�ca TX simiti yerine TX,Q parametrik alt grubunda çal�³man�n avantaj�n�

gösteren örnekler verilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Simitli çe³itlem, Parametrik kodlar, Hesaplama kodlar�, S�f�rla-

yan idealler, Simitli idealler, Dereceli halkalar, Çok dereceli Hilbert fonksiyonlar, Kafes

idealler
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mesut �AH�N
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Let X be a complete simplicial toric variety over a �nite �eld with a split torus TX .

This thesis is on parameterized codes obtained from the subgroups of the torus TX

parameterized by matrices. It is very important to �nd the generators of the vanishing

ideals of these subgroups to compute basic parameters of these codes. In the introduc-

tion part of the thesis, the signi�cance and a literature review of toric codes are given.

The results obtained in the thesis are summarized. The second chapter includes some

background of a�ne varieties required for the a�ne toric varieties.

In the third chapter, after de�ning torus, the concepts of character and one parame-

ter subgroup of a torus are presented, and are associated with lattices. After giving the

de�nition of toric variety, the di�erent constructions of a�ne toric varieties are expla-

ined. The basic topics of rational polyhedral cones are given and, their connections its

with a�ne toric varieties is explained.

In the fourth chapter, by gluing a�ne varieties with isomorphisms, abstract vari-

eties other than a�ne or projective varieties are constructed. This chapter starts with

projective varieties for a better understanding of these varieties. How to glue a�ne toric

varieties corresponding to elements in a �nite collection of strong rational polyhedral

cones, called fan, is described, and so general toric varieties are constructed. The main

and �nal purpose of this section is to show that the points of a general toric variety

iii



can be expressed with homogeneous coordinates as in projective space.

For a given matrixQ, denote by TX,Q the subgroup of the torus TX parameterized by

the columns of Q. In the �fth chapter, 3 algorithms are given to determine a generating

set of the vanishing ideal of TX,Q. Elimination theory is used in the �rst algorithm

developed. A Macaulay2 code is written to implement the algorithm. Another method

for �nding the generators of the same ideal using the base of the lattice describing this

ideal is obtained. An algorithm for �nding the lattice L such that I(TX,Q) = IL and a

procedure implementing this algorithm in the Macaulay2 program is presented. Thus,

it is easily checked whether the vanishing ideal I(TX,Q) is a complete intersection or not.

In this section, �nally, a method for conceptually determining the lattice L is obtained

and a Nullstellensatz Theorem is proven on a �nite �eld under some conditions.

The sixth chapter constitutes the heart of the thesis and includes parameterized

codes constructed by calculating homogeneous polynomial functions in the set TX,Q.

For this purpose, �rstly, basic topics of linear codes are explained. Since the dimension

of parametric code Cα,Q is calculated with multigraded Hilbert function of toric set

TX,Q, some properties of multigraded Hilbert functions are given. Using parametric

de�nition of the TX,Q, an algorithm directly computing the number of elements of the

subgroup TX,Q which is equal to the length of the code and a lower bound for the

minimum distance of the code is obtained. As an application, the basic parameters of

the parameterized codes obtained from the torus of the Hirzebruch surface are calcu-

lated. Finally, examples illustrating the advantage of passing from projective space to

arbitrary toric variety, in addition to working with parameterized toric set TX,Q instead

of the torus TX are given.

Keywords: Toric Variety, Parameterized codes, Evaluation codes, Vanishing ideals,

Toric ideals, Graded rings, ideals and modules,Multigraded Hilbert functions, Lattice

ideals
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1 G�R��

Hata düzeltme kodlar�, bilgilerin dijital ileti³im kanallar�nda güvenilir bir ³ekilde ile-

tilmesinde önemli bir rol oynar. Kod çözücünün hatalar� tan�mas�na ve düzeltmesine

izin verecek ³ekilde mesaj�m�z� kodlayarak, al�nan mesaj�n do§rulu§unu büyük ölçüde

art�r�labiliriz. Kodlama teorisinin amac�, mesaj� mümkün oldu§unca yüksek h�zla ve

yüksek do§ruluk oran�yla iletebilecek kodlar in³a etmektir. Bu amaca yönelik; mate-

mati§in çe³itli alanlar�na ait yap�lar� kullan�larak kodlar geli³tirilmi³tir. Kodlama te-

orisine cebirsel geometrik yakla³�m, cebirsel e§riler ile 1981'de V.D. Goppa taraf�ndan

geli³tirilmi³tir [1].

E§riler üzerindeki cebirsel geometrik kodlar kapsaml� ³ekilde çal�³�lm�³, fakat yüksek

boyutlu çe³itlemler ile elde edilen kodlar parametrelerinin hesaplanmas�n�n zorlu§u ile

merak uyand�ran bir ara³t�rma konusu olma özelli§ini korumaktad�r. Simitli çe³itlemler,

cebirsel geometri ve kombinatorik aras�ndaki ba§lant�lar� gösteren çok ilginç ve zengin

yap�lard�r. Böylece simitli çe³itlemlerden elde edilen kodlar�n parametrelerini kombina-

torik yap�lar arac�l�§�yla hesaplamak kolayla³m�³t�r, üstelik çok iyi parametrelere sahip

kodlar elde edilebilmektedir.

Fq sonlu cismi üzerinde simitli kodlar bir X simitli çe³itlem üzerindeki polinom

fonksiyonlar�n�n T ⊂ X simitinin rasyonel noktalar�nda hesaplanmas�yla elde edilen

hesaplama kodlar�d�r. �lk olarak, Hansen baz� politoplara kar³�l�k gelen iki boyutlu si-

mitli çe³itlemlerin özelliklerini kullanarak simitli kodlar� tan�mlam�³ ve parametrelerini

hesaplam�³t�r [2, 3]. Bu kodlarda polinomlar politoplar�n kafes noktalar�na kar³�l�k ge-

len monomlar�n lineer kombinasyonu oldu§undan kodlar�n boyutu politoplar�n kafes

noktalar�n�n say�s�d�r. Di§er yandan bu polinomlar iki boyutlu X simitli çe³itleminin

simitinin rasyonel noktalar�nda hesapland�§� için kodlar�n uzunlu§u (q − 1)2'dir. [4]

çal�³mas�nda Hansen taraf�ndan verilen simitli kod tan�m�ndan daha genel bir tan�m

verilmi³ ve F8 cismi üzerinde uzunlu§u 49, boyutu 11 olan kodlar aras�nda en büyük

minimum uzakl�§a sahip kodu in³a edilerek bilinen en iyi kod rekoru k�r�lm�³t�r. Bu

durum simitli kodlara yönelik çal�³malar� art�rm�³t�r. Genel durumlar�n aksine özel

durumlarda kodlar�n minimum uzakl�§�n� belirlemek çok zor bir görevdir, minimum

uzakl�k için baz� alt ve üst s�n�rlar farkl� metotlarla verilmi³tir [5�8].

Son zamanlarda simitli çe³itlemlerden elde edilen kodlar farkl� iki metotla genelle³-

tirilmi³tir. Birincisinde hesaplama yap�l�rken politoplar�n bütün kafes noktalar� yerine



baz� kafes noktalar�na kar³�l�k gelen monomlar�n üretti§i polinom fonksiyonlar� al�na-

rak kodlar üretilmi³tir. Bu metot ile elde edilen simitli kodlar�n alt s�n�f� ilk kez [9]

çal�³mas�nda daha iyi kodlar elde etmek için incelenmi³tir. Brown ve Kasprzyk bu yön-

temi kullanarak ayn� boyut ve uzunluktaki mevcut en iyi bilinen minimum uzakl�§�

a³an 7 lineer kod sergilemi³tir [10]. �kinci metot olarak polinom fonksiyonlar�n� simitli

çe³itlemin simiti yerine simitin herhangi bir Y alt kümesinde hesaplayarak kodlar in³a

edilmi³tir. Bu metot kullan�larak [11] makalesinde simitin tam kesi³im alt kümelerinde

tan�mlanan kodlar�n minimum uzakl�§�na alt s�n�r verilmi³tir. Bu yakla³�mda kodlar�n

parametrelerini hesaplarken Y kümesinin I(Y ) s�f�rlayan idealinin üreteçlerini belirle-

mek ve sonra I(Y ) idealinin Hilbert fonksiyonunun de§erlerini yorumlamak çok önem-

lidir. Bu amaca yönelik [12] çal�³mas�nda simitin tam kesi³im alt kümelerinin dereceli

Hilbert fonksiyonlar�n�n önemli özellikleri ke³fedilerek kodlar�n boyut ve uzakl�§�n�n

hesaplanmas� için kullan�lm�³t�r. Benzer ³ekilde X, projektif uzay ise s�f�rlayan ideal

kullan�larak minimum uzakl�k hesaplanabilir [13].

Renteria, Simis ve Villerreal bir Q matrisinin sütunlar� taraf�ndan parametrize edi-

len TX,Q simitin alt kümesini tan�mlam�³lar ve bu kümeler üzerinde hesaplanan he-

saplama kodunu parametrik kod olarak nitelendirmi³lerdir [14]. Ayr�ca bu çal�³mada

TX,Q simitli kümenin s�f�rlayan idealinin 1 boyutlu kafes ideali oldu§u ispatlanm�³ ve

ba§lant�l� gra�ara kar³�l�k gelen kodlar�n uzunlu§u hesaplanm�³t�r. Q kö³egen matris

oldu§unda projektif uzayda TX,Q kümesinin s�f�rlayan idealinin kafesi daha aç�k olarak

belirlenmi³tir [15]. TX,Q projektif simit oldu§unda, yani Q birim matris oldu§unda,

kodlar�n bütün parametreleri [16] makalesinde sunulmu³tur. Bu çal�³malardan sonra

parametrik kodlar farkl� aç�lardan incelenmi³tir, bkz [17�19]. Dias ve Neves taraf�ndan

kodlar projektif uzaydan a§�rl�kl� projektif simit üzerine genelle³tirilmi³tir [20]. Bu ça-

l�³mada a§�rl�kl� projektif simitin s�f�rlayan idealinin 1 boyutlu kafes ideali oldu§u ve

bir boyutlu a§�rl�kl� projektif simitli kodun MDS kod oldu§u ispatlanm�³t�r. �ahin daha

genel simitli çe³itlemler için parametrik kümelerin s�f�rlayan idealinin kafesi vermeden

kafes ideal oldu§unu ve simitin alt gruplar�n�n tam olarak paremetrik kümelerden olu³-

tu§unu kan�tlam�³t�r [21].

Bu tez çal�³mas�n�n amac� genel simitli çe³itlemlerin parametrik kümeleri üzerinde

hesaplanan kodlar�n paremetrelerini belirlemeye çal�³makt�r. Bu amaca yönelik ilk ola-

rak I(TX,Q) s�f�rlayan idealinin bir üreteç kümesini bulmak için bir algoritma sunan bir

2



teorem verilmi³tir [22]. Bu teorem [14] makalesinde projektif uzayda verilen Teorem

2.1'in genel versiyonudur. Bu algoritmay� uygulayan bir Macaulay2 kodu yaz�lm�³t�r.

�kinci olarak kar³�l�k geldi§i ideal I(TX,Q) s�f�rlayan ideali olan L kafesinin çok faydal�

bir tan�m� verilmi³ olup böylece I(TX,Q) idealinin üreteçleri L kafesinin bir baz� ile

elde edilmi³tir [23]. L kafesinin verilen bu tan�m� ile L kafesinin bir baz�n� ç�kt� olarak

veren bir algoritma ve bu algoritman�n Macaulay2 kodu verilmi³tir. L kafesinin di§er

avantaj�, I(TX,Q) s�f�rlayan idealinin tam kesi³im olup olmad�§�n� kontrol edilebilmesini

sa§lamas�d�r. Her I(TX,Q) ideali için L kafesinin üreteçlerini hesaplayan bir algoritma

sunulmu³, fakat kafesin kavramsal tan�m� baz� ³artlar�n varl�§�nda verilmi³tir. Bu ³artlar

alt�nda sonlu cisimler üzerinde S�f�r Yeri (Nullstellensatz) teoremi ispatlanm�³t�r [22].

TX,Q kümesinin parametrik tan�m�ndan yararlanarak TX,Q'nun eleman say�s�n� do-

lay�s�yla Cα,Q parametrik kodunun uzunlu§unu hesaplamak için direk bir yöntem sa§la-

m�³t�r [23]. Kodun uzunlu§unu hesaplamak için verilen ikinci yöntem projektif uzayda

geçerli olan [14, Önerme 3.3]'den esinlenilmi³tir. Kafes noktalar�n�n kodun uzunlu§unu

belirleyen bir politop tan�mlanm�³t�r, böylece daha genel simitli çe³itlemler için bu yön-

tem geli³tirilmi³tir. Ayr�ca bizim verdi§imiz politop daha basittir, dolay�s�yla daha h�zl�

bir ³ekilde kodun uzunlu§u hesaplanabilir.

Cα,Q parametrik kodun minimum uzakl�§� için TX,Q kümesinin parametrik tan�m�

arac�l�§�yla bir alt s�n�r verilmi³tir. Hirzebruch yüzeyin simitinden elde edilen kodla-

r�n parametreleri hesaplanm�³t�r. Son olarak kod in³a ederken projektif uzay yerine

daha genel simitli çe³itlemleri ve simit yerine parametrik alt kümeleri tercih etmenin

avantajlar�n� gösteren örnekler sunulmu³tur [23].
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2 AF�N ÇES�TLEMLER

Bu bölüm, tezin temel ö§elerinden olan simitli çe³itlemlerin anla³�lmas� için a�n çe³it-

lemler ile ilgili temel tan�mlardan ve ispats�z olarak teoremlerden olu³acakt�r.

2.1 S�f�rlayan �dealler ve A�n Çe³itlemler

Tan�m 2.1.1. K cismi verilsin. Kr kartezyen çarp�m�na (r-boyutlu) a�n uzay denir.

Verilen (p1, . . . , pr) ∈ Kr noktas�n� p ile gösterece§iz.

Tan�m 2.1.2. E ⊆ S = K[x1, . . . , xr] olmak üzere

V (E) = {p ∈ Kr | ∀ f ∈ E için f(p) = 0}

³eklinde tan�mlanan kümeye E kümesinin tan�mlad�§� a�n çe³itlem denir ve V (E)

ile gösterilir. E = {f1, . . . , fk} sonlu kümesi için V (E) a�n çe³itlemi V (f1, . . . , fk) ile

de gösterilebilir.

Örnek 2.1.3. K bir cisim olmak üzere K a�n uzay�n�n çe³itlemlerini bulal�m. K a�n

uzay� ve bo³ küme birer çe³itlemdir, çünkü V (0K) = K, V (1K) = ∅. K bir taml�k

bölgesidir, dolay�s�yla her f ∈ K[x] polinomunun en fazla derecesi kadar kökü vard�r [24,

Teorem 14.1.11]. Bu takdirde K a�n uzay�n�n kendisi hariç her çe³itlemi sonludur.

Di§er yandan pi ∈ K olmak üzere V ((x− p1)(x− p2) · · · (x− pk)) = {p1, p2, . . . , pk} her

sonlu alt küme çe³itlemdir.

E1, E2 ⊆ S ve E1 ⊆ E2 ise V (E2) ⊆ V (E1) oldu§u kolayca görülür. Bu tak-

dirde E kümesinin üretti§i ideal 〈E〉 olmak üzere V (E) ⊃ V (〈E〉) olur. Di§er yandan

fi ∈ E, gi ∈ S olmak üzere 〈E〉 idealinin herhangi bir eleman�
∑
i

figi sonlu toplam ³ek-

lindedir, dolay�s�yla V (E) ⊆ V (〈E〉) sa§lan�r. Sonuç olarak her a�n çe³itlem bir ideal

taraf�ndan tan�mlanabilir. Ayr�ca polinom halkalar�ndaki Hilbert baz teoremi [25, Te-

orem 4, s.74] gere§ince her ideal sonlu üreteçli oldu§u için bütün a�n çe³itlemler, sonlu

say�da polinomun ortak çözümlerinin kümesi ³eklinde olacakt�r.

Örnek 2.1.4. K = Fq herhangi bir sonlu cisim olsun. Bu takdirde I = 〈xq1−x1, . . . , x
q
r−

xr〉 ⊂ S idealinin tan�mlad�§� çe³itlem V (I) = V (xq1 − x1, . . . , x
q
r − xr) = Kr olur.
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Örnek 2.1.5. R2 a�n uzay�nda birim çember V (x2+y2−1) a�n çe³itlemi ile verilebilir.

Benzer ³ekilde konikler de a�n çe³itlemdir. Fakat her e§ri a�n çe³itlem de§ildir. y =

sinx e§risinin a�n çe³itlem olmad�§�n� gösterelim: Varsayal�m ki y = sinx e§risi a�n

çe³itlem olsun. Bu durumda en az bir f ∈ R[x, y] polinomu vard�r öyle ki her p ∈ R

için f(p, sin p) = 0. g = g(x) = f(x, 0) ³eklinde tan�mlan�rsa, her k ∈ Z için g(k2π) =

f(k2π, 0) = f(k2π, sin k2π) = 0 olur ki g ∈ R[x] polinomunun sonsuz say�da kökü

vard�r. Bu bir çeli³kidir ve ispat sonlan�r.

Önerme 2.1.6. [26] {Ii}, S polinom halkas�n�n herhangi bir idealler ailesi olmak

üzere a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) V (0) = Kr, V (1) = ∅.

(ii) V (I1) ∪ V (I2) = V (I1 ∩ I2) = V (I1I2).

(iii)
⋂
i

V (Ii) = V (
∑
i

Ii).

Örnek 2.1.7. K bir cisim olmak üzere Kr a�n uzay�n�n her noktas� bir çe³itlemdir.

Gerçekten, her p ∈ Kr için V (x1 − p1, . . . , xr − pr) = {p} olur. Sonlu say�da a�n

çe³itlemin birle³imi de a�n çe³itlem oldu§u için Kr uzay�n�n her sonlu kümesi a�n

çe³itlemdir.

Önerme 2.1.6 gösteriyor ki herhangi V (I) a�n çe³itlemi üzerinde

{A ⊆ V (I) | V (I) \ A, a�n çe³itlem}

kümeler ailesi bir topolojidir ve bu topolojiye Zariski topoloji denilmi³tir. W ⊆

V (I) kümesinin kapan�³� W , W kümesini kapsayan V (I) çe³itleminin en küçük alt

çe³itlemidir. Bir a�n çe³itleminin aç�k kümelerine yar� a�n çe³itlem denir.

Bir ideal ile bir a�n çe³itlem tan�mland�§� gibi bir a�n çe³itlemde S halkas�nda bir

ideal tan�mlar:

Tan�m 2.1.8. Her Y ⊆ Kr kümesi için

{f ∈ K[x1, . . . , xr] | ∀ p ∈ Y için f(p) = 0}

alt kümesi bir idealdir. Bu ideale Y 'nin s�f�rlayan ideali denir ve I(Y ) ile gösterilir.
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Örnek 2.1.9. K cismi sonsuz ise I(Kr) = {0} oldu§u kolayca görülür. K = Fq için

I(Kr) = 〈xq1−x1, . . . , x
q
r−xr〉 e³itli§ini ispatlayal�m. ” ⊃ ” kapsamas� a³ikard�r. I(Kr)

idealinden bir f polinomu alal�m. f polinomuna bölme algoritmas�n� uygulayal�m:

f = f1(xq1 − x1) + · · ·+ fr(x
q
r − xr) + g.

x1 > x2 > · · · > xk lex monom s�ralamas�n� [25, Tan�m 3, s. 56] al�rsak xqi − xi

bölen polinomlar�n�n ba³ terimi xqi olur ve bölme algoritmas�ndan, g polinomunun her

monomu her i ∈ {1, . . . , r} için xqi monomlar�na bölünemez [25, Teorem 3, s. 64].

Dolay�s�yla derxi(g) ≤ q−1 elde edilir. Bu yüzden [27, Lemma 2.1] gere§i g = 0, çünkü

g ∈ I(Kr). Sonuç olarak I(Kr) ⊂ 〈xq1−x1, . . . , x
q
r−xr〉 kapsamas� da ispatlan�r. Benzer

³ekilde K = Fq ise I((K∗)r) = 〈xq−1
1 − 1, . . . , xq−1

r − 1〉 e³itli§i de gösterilir.

Örnek 2.1.10. K2 a�n düzleminde I({(0, 0)}) = 〈x, y〉 olur. 〈x, y〉 idealindeki her

polinom g(x, y)x+h(x, y)y format�nda oldu§undan ispat�n bir yönü aç�kt�r. Di§er kap-

samay� ispatlamak için, f(0, 0) = 0 e³itli§ini sa§layan bir f ∈ K[x, y] polinomu ala-

l�m. Bu durumda f polinomunun sabit terimi s�f�r olaca§�ndan dolay� f ∈ 〈x, y〉 olur

ki istenendir. Benzer ³ekilde Kr a�n uzay�nda bir p noktas�n�n s�f�rlayan idealinin

〈x1−p1, . . . xr−pr〉 ideali oldu§u gösterilir, bu ideal maksimaldir [25, Önerme 9, s.201].

K herhangi bir cisim ise tek elemanl� a�n çe³itlemin ideali maksimal idealdir, tersi ise

cebirsel kapal� cisim üzerinde geçerlidir.

Önerme 2.1.11. [25, Önerme 10, s.202] K cebirsel kapal� bir cisim ise S polinom

halkas�nda I idealinin maksimal olmas� için gerek ve yeter ko³ul I = 〈x1−p1, . . . xr−pr〉

olacak ³ekilde p ∈ Kr eleman�n�n var olmas�d�r.

Yukar�daki önerme gere§i K cebirsel kapal� bir cisim ise maksimal idealler ile tek

elemanl� çe³itlemler aras�nda birebir örten e³leme vard�r.

Önerme 2.1.12. [25] Y1, Y2 ⊂ Kr olmak üzere a³a§�daki ifadeler geçerlidir.

(i) Y1 ⊆ Y2 =⇒ I(Y2) ⊆ I(Y1) .

(ii) I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2)

(iii) J1 ⊆ I(V (J1))

(iv) I(Y1) = I(Y1)
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(v) Y1 = V (I(Y1))

V = {V ⊂ Kr | V a�n çe³itlem} ve I = {I ⊂ S | I, ideal} olmak üzere F1 : I →

V, I 7→ V (I) dönü³ümü iyi tan�ml�d�r. Fakat birebir de§ildir. E§er cisim kapal� de§ilse

birçok idealin a�n çe³itlemi bo³ kümedir: p ∈ R olmak üzere Ip = 〈p〉 = R[x], I2 =

〈1 + x2〉 ideallerinin a�n çe³itlemleri bo³ kümedir. E§er K cismi kapal� olursa sadece

polinom halkas�n�n kendisi bo³ kümeyi temsil edecektir:

Teorem 2.1.13. [25, Teorem 1, s. 170](Zay�f Nullstellensatz) K cebirsel kapal� cismi

ve I ⊆ S ideali verilsin. Bu takdirde V (I) = ∅ olmas� için gerek ve yeter ko³ul I = S

e³itli§inin sa§lanmas�d�r.

K cisminin cebirsel kapal� seçilmesi bu dönü³ümün birebir olmas� için yeterli de-

§ildir: Her a, b pozitif tam say�s� için V (xa1, x
b
2) = {(0, 0)}. Dolay�s�yla her a, b pozitif

tam say�s�na kar³�l�k gelen V (xa1, x
b
2) çe³itleminin ideali ayn�d�r: I(V (xa1, x

b
2)) = 〈x, y〉.

A³a§�da verilen radikal ideal tan�m� arac�l�§la bu e³itlikler genellenecektir.

Tan�m 2.1.14. Verilen I ⊆ K[x1, . . . , xr] ideali için

√
I = {f | ∃z ≥ 0 tam say�s� için f z ∈ I} ⊇ I

kümesi de bir idealdir ve bu ideale I idealinin radikali denir [25, s. 175]. E§er I =
√
I

ise I idealine radikal ideal denir.

Teorem 2.1.15. [25, Teorem 6, s. 176](Güçlü Nullstellensatz) K cebirsel kapal� bir

cisim ve J ⊆ K[x1, . . . , xr] bir ideal olmak üzere I(V (J)) =
√
J.

F2 : V → I, V 7→ I(V ) dönü³ümü iyi tan�ml�d�r. K cismine ba§l� olmadan F2

dönü³ümü her zaman birebirdir, çünkü V (I(V )) = V . Her çe³itlemin s�f�rlayan ideali

radikal oldu§undan bu dönü³üm örten de§ildir [25, Sonuç 3, s. 176]. V (I) = V (
√
I) e³it-

li§i F1 dönü³ümünün birebir olmad�§�n� gösterir, örten oldu§u aç�kt�r. F2 dönü³ümünün

de§er kümesini ve F1 dönü³ümünün tan�m kümesini
√
I = {I ⊂ S | I radikal ideal}

radikal idealler kümesine k�s�tlayal�m. Ayr�ca K cismini cebirsel kapal� alal�m. Bu du-

rumda her I radikal ideali için I(V (I)) =
√
I oldu§undan F2 dönü³ümü örtendir.

Ayr�ca F1 dönü³ümü birebirdir: I, J idealleri için V (I) = V (J) olsun, dolay�s�yla
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I(V (I)) = I(V (J)). Di§er yandan I(V (I)) =
√
I = I, I(V (J)) =

√
J = J e³itlikle-

rinden I = J. Sonuç olarak iki dönü³ümde birebir ve örtendir, üstelik V (I(V )) = V ,

I(V (I)) =
√
I = I oldu§undan birbirlerinin tersidir.

K cismi kapal� de§ilse yukar�da verilen Nullstellensatz Teoremlerini uygulayama-

y�z, dolay�s�yla radikal idealler ve çe³itlemler aras�nda e³lemeden bahsedemeyiz. [28]

çal�³mas�nda benzer a³amalar sonlu cisimlere uyarlanm�³t�r. I(V ) s�f�rlayan idealinin

radikal ideal olmas� her zaman geçerlidir, yani K cismine ba§l� de§ildir. Bu nedenle

öncelikle sonlu cisim polinom halkas�n�n radikal idealleri incelenmi³tir.

Lemma 2.1.16. [28, Lemma 3.1.1] K = Fq olmak üzere her I ⊆ K[x1, . . . , xr] ideali

için

I + 〈xq1 − x1, . . . , x
q
r − xr〉

ideali radikaldir.

Bu lemmay� K[x1, . . . , xr] halkas�n�n 〈xq1−x1, . . . , x
q
r−xr〉 idealini kapsayan idealleri

radikaldir veya K[x1, . . . , xr]/〈xq1−x1, . . . , x
q
r−xr〉 bölüm halkas�n�n her ideali radikaldir

³eklinde de yorumlayabiliriz.

Teorem 2.1.17. [28, Teorem 3.1.3] K = Fq olmak üzere her I ⊂ K[x1, . . . , xr] ideali

için V (I) = ∅ olmas� için gerek ve yeter ³art 1 ∈ I + 〈xq1 − x1, . . . , x
q
r − xr〉.

Teorem 2.1.18. [28, Teorem 3.1.2] K[x1, . . . , xr] sonlu cisim üzerinde tan�ml� polinom

halkas� olmak üzere herhangi I ideali için I(V (I)) = I + 〈xq1 − x1, . . . , x
q
r − xr〉 e³itli§i

sa§lan�r.

K cismi kapal� ise maksimal idealer ile tek elemanl� a�n çe³itlemler aras�nda bire-

bir örten bir e³leme oldu§unu söylemi³tik. �imdi asal idealerin, a�n çe³itlemlerin bir

alt kümesi ile birebir örten e³lendi§ini gösterelim: V ⊆ Kr a�n çe³itlem olsun. E§er

her V1, V2 iki a�n çe³itlemi için V = V1 ∪ V2 olmas� V1 = V veya V = V2 olmas�n�

gerektiriyorsa V a�n çe³itlemine indirgenemez çe³itlem denir.

Önerme 2.1.19. [25, Önerme 3, s.198] K herhangi bir cisim olmak üzere V çe³itle-

minin indirgenemez olmas� için gerek ve yeter ³art I(V ) idealinin asal olmas�d�r.

Her I asal ideali için V (I) a�n çe³itlemi indirgenemez de§ildir. Örne§in I = 〈x1x4−

x2x3〉 ⊂ F2[x1, x2, x3, x4] ideali asald�r fakat V (I) ⊂ F4
2 çe³itlemi indirgenebilirdir. K
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cebirsel kapal� bir cisim ise her I asal ideali için V (I) indirgenemez bir a�n çe³itlemdir.

Sonuç olarak indirgenemez a�n çe³itlemler ile asal idealler V 7→ I(V ), I 7→ V (I)

dönü³ümleri ile birebir ve örten e³le³ir [25, Sonuç 4, s.199].

2.2 Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar

Tan�m 2.2.1. Herhangi bir V ∈ Kr a�n çe³itlemi için φ : V → K fonksiyonu en az bir

f ∈ S polinomunun V kümesine k�s�tlan�³�na e³it oluyorsa V üzerinde polinom fonk-

siyon denir. V üzerinde polinom fonksiyonlar�n�n kümesini P (V,K) ile gösterelim:

P (V,K) = {φ : V → K | ∃f ∈ K[x1, . . . , xr] için φ = f |V }.

S → P (V,K), f 7→ f |V halka homomor�zmas� örtendir ve çekirde§i I(V ) idealidir,

dolay�s�yla P (V,K) ∼= S/I(V ). f, g ∈ S olmak üzere f |V = g|V e³itli§inin sa§lanmas�

için gerek ve yeter ko³ul f − g ∈ I(V ). Böylece bir çe³itlemin üzerinde tan�ml� olan

polinom fonksiyonlar�n halkas� a³a§�daki ³ekilde de ifade edilir:

Tan�m 2.2.2. V bir a�n çe³itlem olmak üzere S/I(V ) bölüm halkas�na V a�n çe³itle-

minin a�n koordinat halkas� denir ve K[V ] ile gösterilir.

K[V ] bölüm halkas�n�n her denklik s�n�f� V üzerinde bir polinom fonksiyona kar³�l�k

gelir. Her f ∈ S için f + I(V ) ∈ K[V ] denklik s�n�f�n� f̄ ile gösterelim.

r pozitif tamsay� olmak üzere {1, . . . , r} kümesi tez boyunca [r] ile gösterilecektir.

K[V ] koordinat halkas� {xi + I(V ) | i ∈ [r]} taraf�ndan üretilen bir sonlu K-cebiridir.

Daha genel olarak her I ⊆ S ideali için S/I halkas� {xi + I | i ∈ [r]} taraf�ndan

üretilen bir sonlu K-cebiridir. Di§er yandan her sonlu üretilmi³ r boyutlu K-cebiri için

bir I ⊆ S ideali vard�r öyle ki K-cebiri S/I halkas�na izomorftur: A, {a1, . . . , ar} ⊂ A

kümesi taraf�ndan üretilen bir K-cebiri olsun. Bu takdirde A cebirinin her eleman�

{ab11 · · · abrr | b ∈ Nr} kümesinin elemanlar�n�n bir K-lineer toplam�d�r, yani

A =

{∑
i

cia
bi1
1 · · · abirr | bi ∈ Nr, ci ∈ K

}
.

φA : S → A, xi 7→ ai dönü³ümü örten halka homomor�zmas�d�r ve A ' S/ÇekφA.

Her sonlu üretilmi³ bir K-cebiri koordinat halkas� de§ildir. K cebirsel kapal� olmak

üzere A sonlu üretilmi³ K-cebiri, indirgenmi³ (nilpotent eleman� olmayan) ise koordinat
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halkas�d�r: A cebiri bir I ideali için S/I bölüm halkas�na izomorftur. Öte yandan A

cebiri indirgenmi³ oldu§undan, I radikaldir ve I = I(V (I)), dolay�s�yla S/I ' K[V (I)].

Bu yüzden sonlu üretilmi³ K-cebirinin koordinat halkas� olmas� için gerek ve yeter ³art

indirgenmi³ K-cebiri olmas�d�r [29, Teorem 1.25].

f, g ∈ S olmak üzere f/g geleneksel olarak Kn üzerinde rasyonel fonksiyon olarak

adland�r�l�r ve bu elemanlar K[x1, . . . , xr] taml�k bölgesinin kesirler cismini olu³turur:

K(x1, . . . , xr) = {f/g | f, g ∈ K[x1, . . . , xr], g 6= 0}

g fonksiyonun s�f�rland�§� yerlerde f/g bir fonksiyon tan�mlamaz. FakatKr a�n uzay�n�n

baz� yar� a�n çe³itlemlerinde iyi tan�ml�d�r. f/g rasyonel fonksiyonu Kr \ V (g) kümesi

üzerinde iyi tan�ml�d�r.

V bir indirgenemez a�n çe³itlem olmak üzere K[V ] koordinat halkas�n�n kesirler

cismi K(V ) ile gösterilir:

K(V ) = (K[V ] \ {0})−1K[V ] = {f̄/ḡ | f̄ , ḡ ∈ K[V ], g /∈ I(V )}

K(V ) cisminin elemanlar� V üzerinde rasyonel fonksiyon olarak adland�r�l�r. Benzer

³ekilde bu rasyonel fonksiyonlar V a�n çe³itlemi üzerinde iyi tan�ml� olmayabilir. V

a�n çe³itleminin baz� yar� a�n çe³itlemlerinde iyi tan�ml�d�r.

Tan�m 2.2.3. V bir indirgenemez a�n çe³itlem ve p ∈ V olmak üzere

OV,p = {f̄/ḡ ∈ K(V ) | g(p) 6= 0}

kümesi K(V ) cisminin alt halkas�d�r ve bu halkan�n elemanlar�na p noktas�nda düzenli

fonksiyon denir. U ⊆ V aç�k alt kümesinin her noktas�nda düzenli olan fonksiyona

U üzerinde düzenli denir. Bu fonksiyonlar�n olu³turdu§u halka O(U) ile gösterilir. Bu

durumda her p ∈ V için O(U) =
⋂
a∈U

OV,a ve K[V ] ⊂ OV,p oldu§u aç�kt�r.

p ∈ V olmak üzere mV,p = {f̄ ∈ K[V ] | f(p) = 0} kümesi K[V ] halkas�n�n bir mak-

simal idealdir, çünkü g 7→ g(p), K[V ]→ K dönü³ümü birebir halka homomor�zmas�d�r

ve K[V ]/mV,p ' K. K[V ] halkas�n�n mV,p maksimal idealindeki yerelle³tirmesi

(K[V ] \mV,p)−1K[V ] = {f̄/ḡ | f ∈ K[V ], g ∈ K[V ] \mV,p}
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OV,p halkas�d�r, dolay�s�yla OV,p yerel halkad�r. Tek maksimal ideali

mV,p = {f̄/ḡ ∈ K(V ) | g(p) 6= 0, f(p) = 0}.

Örnek 2.2.4. V = V (x1x4 − x2x3) ⊂ K4 olmak üzere φ = x1/x2 ∈ K(V ) rasyonel

fonksiyonunun U = {p ∈ V | p2 6= 0 veya p4 6= 0} ⊂ V aç�k kümesinde düzenli bir

fonksiyon oldu§unu gösterelim: U kümesi U1 = {p ∈ V |p2 6= 0}, U2 = {a ∈ V |a4 6= 0}

kümelerinin birle³imidir. Herhangi p ∈ U1 eleman� için

φ = x1/x2, x2(p) 6= 0

oldu§undan φ ∈
⋂

p∈U1

OV,p. �imdi U2 kümesinden bir p eleman� alal�m. I(V ) ⊇ 〈x1x4−

x2x3〉 oldu§u a³ikard�r, bu sebeple K(V ) cisminde x1/x2 = x3/x4. Bu durumda φ =

x3/x4 elde edilir ve x4(p) 6= 0 oldu§undan φ ∈
⋂

a∈U2

OV,a.

Yukar�daki örnekte φ fonksiyonunun bir noktadaki düzenli oldu§unu gösterirken

seçti§imiz temsilci ile sadece o noktadaki düzenlilik de§il bu noktay� kapsayan aç�k bir

küme üzerinde düzenlilik gösterilmi³tir. Yani örnekte U1, U2 aç�k kümelerinin her nok-

tas�ndaki düzenlili§i göstermek için farkl� temsilci kullan�lmam�³t�r. A³a§�daki lemma

düzenli fonksiyon tan�m�n�n� her noktada yerel temsilcilerle de§il bir noktan�n aç�k kom-

³ulu§unda yerel temsilcilerle uygulanabilece§ini veriyor. Sonuç olarak düzenli fonksiyon

tan�m� a³a§�daki gibi de verilebilir. �ki tan�m ile elde etti§imiz bir noktadaki düzenli

fonksiyonlar�n olu³turdu§u halkalar izomorftur [30, Teorem 3.2.c]. Bu tan�m ile düzenli

fonksiyon tan�m� a�n olmayan çe³itlemler için geni³letilebilir.

Tan�m 2.2.5. U bir yar� a�n çe³itlem ve p ∈ U olsun. Bu takdirde

∀ p′ ∈ Up için φ(p′) =
f(p′)

g(p′)
, g(p′) 6= 0

olacak ³ekilde f, g ∈ S polinomlar� ve Up ⊆ U aç�k kümesi varsa φ : U → K fonksiyonu

p ∈ U noktas�nda düzenlidir denir. E§er U kümesinin her noktas� için φ düzenli ise φ

fonksiyonuna U kümesinde düzenli denir.

Teorem 2.2.6. [30, Teorem 3.2] V bir indirgenemez a�n çe³itlem ve K cismi cebirsel

kapal� olmak üzere a³a§�daki ifadeler geçerlidir.
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(i) O(V ) ' K[V ].

(ii) p 7→ mV,p dönü³ümü K[V ] halkas�n�n maksimal idealleri ile V a�n çe³itleminin

noktalar�n� birebir ve örten e³ler.

K cismi cebirsel kapal� olmak üzere, K[V ] halkas�n�n maksimal idealleri ile V a�n

çe³itleminin noktalar� birebir ve örten e³le³ti§inden, V çe³itleminiK[V ] halkas�n�n mak-

simal ideallerinin kümesi ile ifade edebiliriz. Genel olarak, R bir de§i³meli halka olmak

üzere R halkas�n�n maksimal ideallerinin kümesine halkan�n maksimum spektrumu

denir ve Specm(R) ile gösterilir. Sonuç olarak V ' Specm(K[V ]).

Tan�m 2.2.7. V bir a�n çe³itlem ve g ∈ S olmak üzere

Vg = {p ∈ V | g(p) 6= 0}

kümesi V üzerindeki Zariski topolojisine göre aç�k bir kümedir ve bu kümeye temel

aç�k küme denir.

V a�n çe³itleminin temel aç�k kümelerinin olu³turdu§u aile V üzerindeki Zariski

topolojisinin bir taban�d�r [31, s. 17].

Önerme 2.2.8. [31, Lemma 2.1] K cismi cebirsel kapal� olmak üzere, Vg temel aç�k

kümesi üzerinde tan�mlanan düzenli fonksiyonlar�n�n halkas� K[V ] cebirinin {g, g2, . . . }

çarp�msal kümesine göre yerelle³tirmesidir:

O(Vg) = K[V ]g = {f̄/ḡi | f̄ ∈ K[V ], i ≥ 0} ⊂ K(V )

Örnek 2.2.9. (K∗)r = Vx1···xr = Kr\V (x1 · · ·xr), Kr a�n uzay�nda aç�k kümedir. Yu-

kar�daki önerme arac�l�§�yla (K∗)r aç�k kümesinin düzenli fonksiyonlar halkas� Laurent

polinom halkas�d�r:

O((K∗)r) = K[x1, . . . , xr]x1···xr = K[x±1 , . . . , x
±
r ]

Tan�m 2.2.10. V1, V2 bir a�n çe³itlem veya yar� a�n çe³itlem olsun. φ : V1 → V2

fonksiyonu a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa mor�zm denir:

(i) φ süreklidir.
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(ii) Her U ⊆ V2 aç�k kümesi için f ∈ O(U) ise f ◦ φ ∈ O(φ−1(U)) olmal�d�r.

φ birebir, örten ve φ, φ−1 mor�zm ise φ fonksiyonuna izomor�zm denir.

Önerme 2.2.11. [30, Lemma 3.6] V1 yar� a�n çe³itlem veya a�n çe³itlem ve V2 ⊆ Kr

bir a�n çe³itlem olsun. φ : V1 → V2 mor�zm olmas� için gerek ve yeter ³art her i ∈ [r]

için xi ◦ φ ∈ O(V1) olmas�d�r, burada xi : V2 → K, i. koordinat fonksiyonudur.

Yukar�daki lemmay� iki özel duruma uygulayal�m: V1 yar� a�n çe³itlem veya a�n

çe³itlem olmak üzere V1 kümesinden K cismine tan�mlanan bütün mor�zmler tam ola-

rak O(V1) halkas�n�n elemanlar�d�r. �kinci olarak V2 ⊆ Kr, V1 a�n çe³itlem olmak üzere

φ : V1 → V2 mor�zm olmas� için gerek ve yeter ko³ul her i ∈ [r] için xi ◦ φ ∈ K[V1]

olmas�d�r.

Örnek 2.2.12. V = V (f1, . . . , fk) ⊂ Kr ve g ∈ S olmak üzere, Vg aç�k kümesi V1 =

V (f1, . . . , fk, 1−gy) ⊂ Kr×K a�n çe³itlemine izomorftur. π : Kr×K→ Kr iz dü³ümü

fonksiyonu mor�zmdir, çünkü her i ∈ [r] için xi ◦ π polinomdur. Ayr�ca π iz dü³ümü

fonksiyonu birebirdir ve π(V1) = Vg. Di§er yandan

π−1 : Vg → V1, π
−1(x1, . . . , xr) = (x1, . . . , xr, 1/g(x1, . . . , xr))

fonksiyonu da x1, . . . , xr, 1/g(x1, . . . , xr) = y ∈ O(V1) oldu§undan Önerme 2.2.11 gere§i

mor�zmdir. Sonuç olarak Vg temel aç�k kümesi izomor�zm alt�nda ayr�ca kapal� bir

kümedir.

Bir V çe³itleminin O(V ), OV,p halkalar� izomor�zme ba§l� invaryantlar�d�r. V çe-

³itleminin yerine bu a�n çe³itleme izomorf bir yar� a�n çe³itlem veya bir a�n çe³itlem

al�rsak, bu kümelerin düzenli fonksiyon halkalar� da izomorftur.

Önerme 2.2.13. [30, Önerme 3.5] V1 yar� a�n çe³itlem veya a�n çe³itlem ve V2 ⊆ Kr

bir a�n çe³itlem olmak üzere a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) φ : V1 → V2 bir mor�zm ise her f ∈ K[V2] için φ∗ : K[V2]→ O(V1), φ∗(f) = f ◦φ

³eklinde tan�mlanan fonksiyon K-cebir homomor�zmas�d�r.

(ii) V1, V2 kümelerinin izomorf olmas� için gerek ve yeter ko³ul O(V1), K[V2] halka-

lar�n�n izomor�k K-cebiri olmas�d�r.

13



Teorem 2.2.6 ile bir indirgenemez a�n çe³itlemin koordinat halkas� ve düzenli fonk-

siyonlar halkas� izomorftur. Bu takdirde yukar�daki önermeden, iki a�n çe³itlemin izo-

morf olmas� için gerek ve yeter ³art koordinat halkalar�n�n izomor�k K-cebiri olmas�d�r.

Örnek 2.2.14. V1 = V (x1x2 − 1), V2 = V (x1
2 − x2

2 − 1) ⊂ K2 a�n çe³itlemlerinin

izomorf oldu§unu gösterelim.

K[x1, x2] → K[x1, x2]/〈x1
2 − x2

2 − 1〉

x1 7→ x1 − x2 + 〈x1
2 − x2

2 − 1〉

x2 7→ x1 + x2 + 〈x1
2 − x2

2 − 1〉

dönü³ümü örten K-cebiri homomor�zmas�d�r ve çekirde§i 〈x1x2 − 1〉 idealidir, dolay�-

s�yla

φ∗ : K[V1]→ K[V2], x1 7→ x1 − x2, x2 7→ x1 + x2

izomor�zmas�yla K[V1] ' K[V2]. Önerme 2.2.13 gere§i V1, V2 a�n çe³itlemleri izo-

morftur. �imdi φ∗ K-cebiri homomor�zmas�na kar³�l�k gelen izomor�zmay� bulal�m:

h1 = φ∗(x1), h2 = φ∗(x2) ∈ K[V2] oldu§undan Önerme 2.2.11'den

φ : V2 → V1, φ((p1, p2)) = (h1((p1, p2)), h2((p1, p2))) = (p1 − p2, p1 + p2)

mor�zmdir. Di§er yandan φ(V2) = V1 ve φ birebirdir.

Örnek 2.2.15. Örnek 2.2.12 ile (K∗)r = Kr\V (x1 · · ·xr) ⊂ Kr aç�k kümesi V (1 −

yx1 · · ·xr) ⊂ Kr+1 a�n çe³itlemine izomorftur. (K∗)r kümesinin koordinat halkas�

K[x1, . . . , xr]x1···xr = K[x±1 , . . . , x
±
r ]

Laurent polinom halkas�d�r. Dolay�s�yla K[V (1 − yx1 · · ·xr)] = K[x1, . . . , xr, y]/I(〈1 −

yx1 · · ·xr〉), K[x±1 , . . . , x
±
r ] halkalar� izomor�k K-cebiridir.

Bu alt bölümü a�n çe³itlemlerin kartezyen çarp�mlar�ndan bahsederek sonland�ra-

l�m. Her i ∈ [s], j ∈ [k] için fi ∈ K[x1, . . . , xr], gj ∈ K[y1, . . . , yn] olmak üzere V1 =

V (f1, . . . , fs) ⊆ Kr, V2 = V (g1, . . . , gk) ⊆ Kn a�n çe³itlemlerinin V1×V2 kartezyen çar-

p�mlar� Kr+n a�n uzay�nda a�n çe³itlemdir: Burada K[x1, . . . , xr], K[y1, . . . , yn] cebirle-

rini K[x1, . . . , xr, y1, . . . , yn] cebirinin alt cebiri olarak dü³ünelim. f1, . . . , fs, g1, . . . , gk ∈
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K[x1, . . . , xr, y1, . . . , yn] olmak üzere

V1 × V2 = V (f1, . . . , fs, g1, . . . , gk) ⊆ Kr+n.

Di§er yandan

I(V1 × V2) = I(V1) + I(V2) ⊆ K[x1, . . . , xr, y1, . . . , yn]

e³itli§i mevcuttur [32].

Önerme 2.2.16. [32, Önerme 2.3.10] V1 ⊂ Kr, V2 ⊂ Kn a�n çe³itlemleri indirgene-

mez ise V1 × V2 a�n çe³itlemi de indirgenemezdir.

2.3 Boyut

Bir a�n çe³itlemin boyutu topolojideki boyut tan�m� üzerinden tan�mlanm�³t�r. C ele-

manlar� bo³ kümeden farkl� bir kümeler ailesi olsun. C kümesinin ” ⊂ ” kapsama ba-

§�nt�s�na göre tam s�ral� olan alt kümesine zincir denir. Bir C ′ ⊂ C zincirinin uzunlu§u

|C ′| − 1 olarak tan�mlan�r. k uzunlu§unda bir zincir

C0 ⊂ C1 ⊂ · · · ⊂ Ck

³eklinde gösterilir.

Tan�m 2.3.1. V bir a�n çe³itlem ve τ , V üzerinde tan�mlanan Zariski topoloji olsun. τ

topolojik uzay�n�n boyutu, τ 'nun indirgenemez elemanlar�ndan olu³an zincirinin uzun-

lu§unun maksimumudur.

Zariski topoloji arac�l�§�yla bir a�n çe³itlemin boyutunu hesaplayabiliriz. Ayr�ca

Zariski topoloji Noetherian topoloji (Bir topolojik uzay�n her indirgenemez farkl� kapal�

alt kümelerinin azalan zinciri sonlu ise Noetherian denir.) oldu§u için her a�n çe³itlemin

boyutu sonludur [33, Lemma 2.13].

Örnek 2.3.2. K a�n uzay�n�n indirgenemez a�n çe³itlemleri bir elemanl� alt kümeleri

ve kendisidir, dolay�s�yla boyK = 1.

�imdi halkalar üzerinde boyut tan�m�ndan bahsedelim.
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Tan�m 2.3.3. R bir halka olmak üzere R halkas�n�n asal ideallerinin maksimum uzun-

luktaki zincirinin uzunlu§una R halkas�n�n Krull boyutu denir.

Tan�m gere§ince Noetherian bir halkan�n Krull boyutu sonludur.

Örnek 2.3.4. Her cismin tek asal ideali s�f�r ideali oldu§u için Krull boyutu s�f�rd�r.

Örnek 2.3.5. Z halkas�n�n maksimum uzunluktaki bir asal idealler zinciri z ∈ Z asal

olmak üzere {0} ⊂ 〈z〉 zinciridir, dolay�s�yla boyZ = 1. Genellersek her esas ideal

bölgesinin Krull boyutu 1'dir.

Örnek 2.3.6. S polinom halkas� için boyS = r, çünkü asal idealler kümesinde

{0} ⊂ 〈x1〉 ⊂ 〈x1, x2〉 ⊂ · · · ⊂ 〈x1, . . . , xr〉

zincirinin uzunlu§u maksimumdur [29, Sonuç 5.7].

Tan�m 2.3.7. P ⊂ R halkas�nda bir asal ideal olmak üzere P idealinin kapsad�§� R

halkas�n�n asal ideallerinin

P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Pk = P

zincirlerinin maksimum uzunlu§una idealin yüksekli§i denir ve htP ile gösterilir. E§er

I ⊂ R ideali asal de§ilse idealin yüksekli§i I idealini içeren minimum yüksekli§e sahip

asal idealin yüksekli§i ile tan�mlan�r, yani

ht I = min{htP | P asal veP ⊃ I}.

Teorem 2.3.8. (30, Teorem 1.8) R sonlu üretilmi³ bir K-cebiri ve taml�k bölgesi olsun.

P ⊂ R asal bir ideal olmak üzere

htP + boyR/P = boyR

Bir a�n çe³itlemin boyutu ile cebirde halkalar�n Krull boyutu koordinat halkalar�

üzerinden ili³kilendirilmi³tir.

Önerme 2.3.9. (30, Önerme 1.7) V bir a�n çe³itlem olmak üzere V a�n çe³itleminin

boyutu ile K[V ] koordinat halkas�n�n boyutu ayn�d�r.
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boyS = r oldu§undan Önerme 2.3.9 ile boyKr = r. Önerme 2.3.9 ve Teorem 2.3.8

gere§i verilen bir V ⊆ Kr a�n çe³itlemi için ht I(V ) + boy V = boy S = r e³itli§i elde

edilir.

Önerme 2.3.10. (30, Önerme 1.7) V bir aç�k küme olmak üzere boy V = boy V̄ .

2.4 Normallik ve Düzgünlük

Tan�m 2.4.1. R taml�k bölgesinin kesirler cismi F olsun. Verilen bir k ∈ F ele-

man� R[x] halkas�n�n bir monik polinomunun (ba³ katsays� 1 olan) kökü ise R üzerinde

tamd�r denir. F cisminin her tam eleman� R taml�k bölgesinin eleman� ise R taml�k

bölgesine normal denir.

Örnek 2.4.2. Her z ∈ Z eleman� Z üzerinde tamd�r, çünkü x−z ∈ Z[x] monik polino-

munun köküdür. Her z
z′
∈ Q \Z rasyonel say�s� Z üzerinde tam de§ildir. Varsayal�m ki

tam olsun. O zaman bir f(x) = c0 +c1x+· · ·+ck−1x
k−1 +xk ∈ Z[x] monik polinomunun

köküdür, yani

c0 + c1
z

z′
+ · · ·+ ck−1

zk−1

(z′)k−1
+

zk

(z′)k
= 0.

E³itli§in iki taraf�n� (z′)k−1 ile çarparsak

c0(z′)k−1 + c1z(z′)k−2 + · · ·+ ck−1z
k−1 +

zk

z′
= 0

elde edilir, buradan z
z′
∈ Z olur ki çeli³kidir. Sonuç olarak Z normaldir. �kinci bir

yol olarak Z esas ideal bölgesi oldu§u için tek türlü çarpanlar�na ayr�labilen bölgedir,

dolay�s�yla normaldir diyebiliriz [29, Önerme 8.8].

De§i³meli cebirde verilen normallik tan�m� cebirsel geometride bir a�n çe³itlemin

koordinat halkas�na uygulanarak a�n çe³itlemin normalli§i tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 2.4.3. V bir indirgenmez a�n çe³itlem olsun. K[V ] koordinat halkas� normal

ise V a�n çe³itlemine normal denir.

Örnek 2.4.4. K[x1, . . . , xr] polinom halkas� tamd�r, çünkü K cisim oldu§u için K[x1, . . . , xr]

tek türlü çarpanlar�na ayr�labilen bölgedir [24, Sonuç 16.2.11].

Örnek 2.4.5. V = V (x3
1−x2

2) ⊂ K2 olsun. x2/x1 rasyonel fonksiyonu x2−x1 ∈ K[V ][x]

monik polinomunun köküdür, çünkü (x2/x1)2 = x1. Bu sebeple x2/x1 ∈ K(V ) eleman�
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K[V ] üzerinde tamd�r, fakat K[V ] cebirinin eleman� de§ildir:

φ∗ : K[V ] = K[x1, x2]/〈x3
1 − x2

2〉 → K[t2, t3]; x1 7→ t2, x2 7→ t3

dönü³ümü K-cebir izomor�zmas�d�r. Varsayal�m ki x2/x1 ∈ K[V ] olsun. Bu takdirde

φ∗ (x2/x1) = t /∈ K[t2, t3] olur ki bu çeli³kidir. Sonuç olarak V normal a�n çe³itlem

de§ildir.

Önerme 2.4.6. [34, Önerme 3.0.11] V bir indirgenmez a�n çe³itlem olsun. V a�n

çe³itleminin normal olmas� için gerek ve yeter ko³ul her p ∈ V noktas� için OV,p yerel

halkas�n�n normal olmas�d�r.

Verilen V indirgenemez a�n çe³itlem normal de§il ise normalle³tirilebilir. K[V ] ko-

ordinat halkas�na K(V ) cisminin K[V ] üzerinde tam olan elemanlar� eklenerek normal

hale getirilir. V a�n çe³itlemininin normalizasyonu a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

K[V ]′ = {f ∈ K(V ) | f, K[V ] cebiri üzerinde tamd�r }

halkas�na K[V ] halkas�n�n integral kapan�³� denir. K[V ]′ halkas� normaldir ve sonlu

üretilmi³ indirgenmi³ K-cebiridir [29, Teorem 8.26]. Dolay�s�yla bir normal a�n çe³it-

lemin koordinat halkas�d�r, bu a�n çe³itlemi V ′ ile gösterelim. V ′ a�n çe³itlemine V

a�n çe³itleminin normalizasyonu denir. Do§al içerme fonksiyonuna K[V ]→ K[V ]′ ⊂

K(V ) kar³�l�k gelen V ′ → V mor�zmine normalizasyon dönü³ümü denir.

Tan�m 2.4.7. V bir a�n çe³itlem ve p ∈ V olsun. I(V ) = 〈f1, . . . , fk〉 ⊆ S olmak

üzere

Jp(f1, . . . , fk) =


∂f1

∂x1
(p) . . . ∂f1

∂xr
(p)

...
∂fk
∂x1

(p) . . . ∂fk
∂xr

(p)


matrisine p noktas�nda Jacobian matris denir. E§er bu matrisin rank� r − boy V

ise V a�n çe³itlemine p noktas�nda düzgün veya tekil olmayan denir. E§er V a�n

çe³itleminin her noktas� düzgün ise V 'ye düzgün a�n çe³itlem denir.

Bir polinomun de§i³kenlerinden birine göre k�smi türevi kavram� her cisim üzerinde

anlaml�d�r. Fakat cismin karakteristi§ine ba§l� baz� durumlar olabilir. Örne§in K cis-

18



minin karakteristi§i p > 0 ise f(x) = xp için ∂f/∂x = 0. Jp matrisinin rank� I idealinin

seçilen üreteçlerine ba§l� de§ildir [30].

Örnek 2.4.8. V = V (x3
1 − x2

2) ⊂ K2 a�n çe³itleminin p noktas� için Jp(x3
1 − x2

2) =[
3p1 −2p2

2

]
matrisinin rank� p = (0, 0) haricinde 1'dir. Ayr�ca boy V = 1 oldu§undan

V a�n çe³itleminin her p 6= (0, 0) noktas� düzgündür.

Düzgünlük yerel halkalar üzerinden tan�mlanabilir.

Tan�m 2.4.9. R bir Noetherian yerel halka, m ∈ R maksimal ideali olsun. k = R/m

olmak üzere boyR = boykm/m2 ³art� sa§lan�rsa R'ye düzenli yerel halka denir.

Burada m/m2 kümesi k kal�nt� cismi üzerinde vektör uzay�d�r, skalerle çarpma a ∈

m, r ∈ R için

(a+ m2)(r + m) = ar + m2

³eklindedir.

OV,p yerel halkas�n�n Krull boyutu V a�n çe³itleminin boyutuna e³ittir [30, Teorem

3.2]. Bu takdirde OV,p yerel halkas�n�n düzenli olmas� için

boy V = boyk(mV,p/m
2
V,p)

e³itli§i sa§lanmal�d�r, burada mV,p = {f/g ∈ OV,p | f(p) = 0}.

Örnek 2.4.10. V = Kr a�n çe³itleminin her noktas� için OV,p yerel halkas�n�n düzenli

oldu§unu gösterelim. mV,p = {f̄ ∈ K[V ] |f(p) = 0} = 〈x1−p1, . . . , xr−pr〉 oldu§undan

p ∈ Kn noktas� için k = OV,p/mV,p olmak üzere mV,p/m
2
V,p, k-vektör uzay�n�n bir

eleman�

r∑
i=1

(xi − pi)
fi
gi

+ m2
V,p =

r∑
i=1

(
fi
gi

+ mV,p

)(
(xi − pi) + m2

V,p

)
³eklinde ifade edilir, burada fi

gi
∈ OV,p. Böylece mV,p/m

2
V,p vektör uzay�n�n bir baz�n�

(xi − pi) + m2
V,p, i ∈ [r]

elemanlar� olu³turur. Sonuç olarak boyk(mV,p/m
2
V,p) = r elde edilir ki istenendir.

19



Teorem 2.4.11. [30, Teorem 5.1] V bir a�n çe³itlem olsun. Verilen bir p ∈ V noktas�

için OV,p yerel halkas�n�n düzenli olmas� için gerek ve yeter ³art V a�n çe³itleminin p

noktas�nda düzgün olmas�d�r.

V a�n çe³itleminin OV,p yerel halkas�n�n düzenli olmas� V a�n çe³itleminin p nokta-

s�nda düzgün olmas� ile paraleldir. Dolay�s�yla bir V a�n çe³itleminin düzgünlük tan�m�

a³a§�daki gibi de verilebilir:

Tan�m 2.4.12. V bir a�n çe³itlem ve p ∈ V olsun. OV,p yerel halkas� düzenli ise V

a�n çe³itlemine p noktas�nda düzgün denir.

Verilen bir V a�n simitli çe³itleminin düzgün olmayan noktalar�n�n kümesi V a�n

simitli çe³itleminin (
∂fi
∂xj

)
k×r

Jacobian matrisinin bütün (r−boy V )×(r−boy V ) alt matrislerinin determinantlar�n�

s�f�rlayan kümesidir, yani kapal� bir alt kümesidir [30, Teorem 5.3].

Önerme 2.4.13. [34, Önerme 1.0.9] Her düzgün indirgenemez a�n çe³itlem normal-

dir.
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3 AF�N S�M�TL� ÇES�TLEMLER

Bu bölüm a�n simitli çe³itlemlere ayr�lm�³t�r. A�n simitli çe³itlemlerin 2 temel ya-

p�s� vard�r: A�n simit ve a�n çe³itlem. A�n simitli çe³itlem tan�m� ilk olarak bu 2

yap� üzerinden verilecektir. Sonra a�n simitli çe³itlemlerin a�n yar�grup cebirleri ve

simitli idealler ile in³a edildi§ini görece§iz. Rasyonel çokyüzlü konilerden tan�mlanan

a�n yar�gruplar arac�l�§�yla a�n simitli çe³itlemleri rasyonel çokyüzlü konilerle ili³ki-

lendirilecektir. Bu bölümün geneli, simitli geometrinin en temel kaynaklar�ndan birisi

olan [34] kitab� kullan�larak olu³turulmu³tur. Bölüm boyunca K cismi cebirsel kapal�

kabul edilecektir.

3.1 A�n Simit

Tan�m 3.1.1. (K∗)n aç�k kümesine izomorf a�n çe³itleme n-boyutlu a�n simit denir.

(K∗)n aç�k kümesinin grup olmas� simite de grup yap�s�n� kazand�r�r.

Örnek 3.1.2. V = V (x2 − y) ⊂ K2 ise V ∩ (K∗)2 = {(t, t2) | t ∈ K∗} 1-boyutlu

bir simittir. φ(x) = (x, x2) ile tan�mlanan φ : K∗ → V ∩ (K∗)2 fonksiyonu birebir ve

örtendir. x1◦φ(x) = x ve x2◦φ(x) = x2 polinom fonksiyonlar� oldu§undan φ mor�zmdir.

Benzer ³ekilde φ−1 : V ∩(K∗)2 → K∗, φ−1(x, x2) = x fonksiyonu da mor�zm oldu§undan

V ∩ (K∗)2,K∗ izomorftur. V ∩ (K∗)2 simiti (t1, t
2
1)(t2, t

2
2) = (t1t2, t

2
1t

2
2) i³lemi alt�nda

gruptur.

T , n-boyutlu bir simit olsun. Simit ile ilgili baz� temel bilgileri vermeden önce, kafes

tan�m�ndan bahsedelim. Sonlu üretilmi³ serbest de§i³meli gruba kafes denir. Üreteç

say�s� kafesin rank�n� belirler, n rankl� kafes Zn grubuna izomorftur.

Tan�m 3.1.3. χ : T → K∗ fonksiyonu mor�zm ve grup homomor�zmas� ise T simitinin

karakteri denir ve

{χ : T → K∗ | χmor�zm ve grup homomor�zmas�}

grubuna da T simitinin karakter grubu denir.
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Örnek 3.1.4. Herm = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn, (K∗)n simiti için xm(t1, . . . , tn) = tm1
1 · · · tmnn

karakterini verir. Ayr�ca (K∗)n simitinin her karakteri bu ³ekilde tan�mlan�r, sonuç ola-

rak (K∗)n simitinin karakter grubu Zn grubuna izomorftur, dolay�s�yla

{χ : (K∗)n → K∗ | χmor�zm ve grup homomor�zmas�} = {xm |m ∈ Zn} ∼= Zn.

Bu karakterler (K∗)n simitinin koordinat halkas� K[x±1 , . . . , x
±
n ] Laurent polinom halkas�

için bir baz te³kil eder.

Herhangi bir T ∼= (K∗)n simitinin karakter grubu n rankl� bir kafestir. Karakter

grubunun izomorf oldu§u her kafese T simitinin karakter kafesi denir. Bu kafeslerden

biri M olmak üzere her m ∈ M eleman�na kar³�l�k gelen karakteri χm : T → K∗ ile

gösterelim.

Tan�m 3.1.5. λ : K∗ → T fonksiyonu mor�zm ve grup homomor�zmas� ise T simitinin

bir parametreli alt grubu denir ve

{λ : K∗ → T | λmor�zm ve grup homomor�zmas�}

grubuna da T simitinin bir parametreli alt gruplar grubu denir.

Örnek 3.1.6. Her u = (u1, . . . , un) ∈ Zn, (K∗)n simiti için t 7→ (tu1 , . . . , tun) bir

parametreli alt grubunu tan�mlar. Ayr�ca (K∗)n simitinin her bir parametreli alt grubu

bu ³ekilde tan�mlan�r, dolay�s�yla (K∗)n simitinin bir parametreli alt gruplar grubu Zn

kafesine izomorftur.

Herhangi bir T ∼= (K∗)n simitinin bir parametreli alt gruplar grubu n rankl� bir

kafestir. Bu kafese izomorf olan her kafese T simitinin bir parametreli alt gruplar

kafesi denir. N bir T simitinin bir parametreli alt gruplar kafesi olmak üzere her u ∈ N

eleman�na kar³�l�k gelen alt grubu λu : K∗ → T ile gösterelim.

m ∈ M ve u ∈ N olmak üzere T simitinin karakter grubundan ve bir paramet-

reli alt grubundan s�ras�yla χm, λu elemanlar�n� alal�m. χm ve λu dünü³ümleri grup

homomor�zmas� oldu§undan dolay� χm ◦ λu : K∗ → K∗ dönü³ümü de bir grup endo-

mor�zmas� ve mor�zmdir, dolay�s�yla Örnek 3.1.4 ile her χm ◦ λu için bir ` ∈ Z vard�r
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öyle ki χm ◦ λu : t 7→ tl. Bu takdirde

〈 , 〉 : M ×N → Z, (m,u) 7→ 〈m,u〉 = l

dönü³ümü bilineerdir. Sonuç olarak M ∼= HomZ(N,Z) ve N ∼= HomZ(M,Z), yani

M, N kafesleri birbirinin dual kafesidir.

Örnek 3.1.7. m,u ∈ Zn olmak üzere (K∗)n simitinin herhangi bir χm karakterini ve λu

bir parametreli alt grubunu alal�m. Bu durumda bilineer dönü³üm klasik iç çarp�md�r:

χm ◦ λu : K∗ → K∗, t 7→ t〈m,u〉

M ×N → Z, (χm, λu) 7→ 〈m,u〉

Her t ∈ T eleman� bir M → K∗, Z-modül homomor�zmas� tan�mlar: m 7→ χm(t).

Ayr�ca bütün homomor�zmalar bu ³ekilde olu³maktad�r, dolay�s�yla

HomZ(M,K∗) ' T.

Di§er yandan u⊗t→ λu izomor�zmas� ile çarp�m modülü simite izomorftur: N⊗ZK∗ '

T . Dolay�s�yla bir parametreli alt gruplar grubunun bir kafesi N olan bir simit TN ile

gösterilebilir.

Tan�m 3.1.8. Bir V indirgenemez a�n çe³itlemi a³a§�daki özellikleri sa§larsa simitli

a�n çe³itlem denir.

� V a�n çe³itlemi bir T simiti içerir.

� K�s�tlan�³� T simitinin çarpma i³lemi olacak ³ekilde bir ϕ : T × V → V cebirsel

etki vard�r, yani ϕ bir mor�zmdir ve V üzerindeki T simitinin grup etkisidir.

Örnek 3.1.9. Kr a�n uzay� simitli çe³itlemdir:

� (K∗)n ⊂ Kn simitini içerir.

� ϕ : (K∗)n × Kn → Kn, φ((t1, . . . , tn), (a1, . . . , an)) = (t1a1, . . . tnan) dönü³ümü

cebirsel etkidir:

1. Her i ∈ [n] için xi ◦ ϕ polinom fonksiyonu oldu§u için φ mor�zmdir.
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2. Verilen t, s ∈ (K∗)n ve (p1, . . . , pn) ∈ Kn için φ(t, s(p1, . . . , pn)) = φ(ts, (p1, . . . , pn)).

3. 1 ∈ K birim eleman olmak üzere φ((1, . . . , 1), (p1, . . . , pn)) = (p1, . . . , pn).

4. ϕ∣∣(K∗)n dönü³ümü (K∗)n simitinin çarpma i³lemidir.

Örnek 3.1.10. V = V (x1x2 − x3x4) ⊂ K4 a�n çe³itleminin a�n simitli çe³itlem oldu-

§unu gösterelim:

� T = V ∩ (K∗)4 = {(t1, t2, t3, t1t2t−1
3 ) | t1, t2, t3 ∈ K∗} kümesinin simit oldu§unu

gösterelim:

1. φ : (K∗)3 → (K∗)4, φ(x1, x2, x3) = ((x1, x2, x3, x1x2x
−1
3 ) fonksiyonu mor-

�zmdir, çünkü xi ◦ φ fonksiyonlar� düzenlidir.

2. φ birebir fonksiyondur ve φ((K∗)3) = T.

3. φ−1 : T → (K∗)3, φ−1(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3) dönü³ümü de polinom

fonksiyonlar�ndan olu³tu§undan mor�zdir. Sonuç olarak T , V taraf�ndan

kapsan�lan bir simittir.

� Yukar�daki örnekten ϕ : (K∗)4 × K4 → K4, ϕ((t1, t2, t3, t4), (p1, p2, p3, p4)) =

(t1p1, t2p2, t3p3, t4p4) dönü³ümü (K∗)4 simitinin K4 üzerinde bir cebirsel etkisi-

dir. Verilen t = (t1, t2, t3, t1t2t
−1
3 ) ∈ T ⊂ (K∗)4 noktas� için V = tV oldu§unu

gösterirsek bu etkiyi V üzerine k�s�tlayabiliriz: Her p = (p1, p2, p3, p4) ∈ V ⊂ K4

noktas� için

(x1x2 − x3x4)(tp) = 0

oldu§undan V ⊇ tV kapsamas� ispatlan�r. Bu kapsamada her t yerine t−1 al�rsak

V ⊇ t−1V elde edilir ki istenilen e³itlik ispatlan�r.

3.2 Simitli �dealler

Verilen bir M karakter kafesli T simiti için A = {m1,m2, . . . ,mr} ⊂M olmak üzere

φA : T → (K∗)r

t 7→ (χm1(t), . . . , χmr(t))

dönü³ümü tan�mlans�n. Bu dönü³üm mor�zm ve grup homomor�zmas�d�r. Üstelik T

simitinden (K∗)r simitine tan�ml� mor�zm ve grup homomor�zmas� dönü³ümler bu
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³ekilde tan�mlan�r. A³a§�da verilen önermeden ötürü φA((K∗)s) ⊆ (K∗)r kümesi simittir

ve TA ile gösterilir.

Önerme 3.2.1. T1, T2 simit ve φ : T1 → T2 mor�zm ve grup homomor�zmas� olmak

üzere φ(T1) bir simittir.

Önerme 3.2.2. TA ⊆ (K∗)r kümesinin Zariski kapan�³�n� YA ile gösterelim. Bu tak-

dirde a³a§�dakiler sa§lan�r:

(i) YA a�n simitli çe³itlemdir ve simiti TA'd�r.

(ii) ZA = {
r∑
i=1

mizi | zi ∈ Z}, TA simitinin bir karakter kafesidir.

(iii) boy YA = rankZA.

M = Zs ise A = {m1,m2, . . . ,mr} ⊂ Zs alt kümesi s × r boyutlu [m1 m2 · · ·mr]

tam say�lar matrisi ile temsil edilecektir, yani matrisin sütunlar�n�n kümesi Zs kafesinin

alt kümesi olarak dü³ünülecektir.

Örnek 3.2.3. A = [ 1 2 ] olmak üzere φA : K∗ → (K∗)2, t 7→ (t, t2) dönü³ümü mor�zm

ve grup homomor�zmas�d�r. Gör(φA) = TA = {(t, t2) | t ∈ K∗} kümesi bir simittir

ve Zariski kapan�³� YA = V (x2 − x2
1) a�n simitli çe³itlemidir. Her m ∈ ZA = Z için

χm : TA → K∗ karakteri (t, t2) 7→ tm ³eklinde tan�mlan�r. Her u = a ∈ N = Z için TA

simitinin bir parametreli alt grubu λu : K∗ → TA, λ
u(t) = (tu, t2u) ile tan�mlan�r.

YA kümesi ile sadece bir a�n simitli çe³itlem verilmemi³tir, ileride bütün a�n simitli

çe³itlemlerin tam olarak bu ³ekilde tan�mlanabilece§ini görece§iz. Verilen bir m =

(m1, . . . ,mr) ∈ Zr vektörü m+,m− ∈ Nr olacak ³ekilde m = m+ − m− tek türlü

yaz�l�r. Her a ∈ Nr say�s� için xa1
1 · · ·xarr monomu xa ile gösterilecektir. YA a�n simitli

çe³itleminin s�f�rlayan idealini vermek için kafes ideali tan�mlayal�m: a,b ∈ Nr olmak

üzere, xa − xb ∈ S = K[x1, . . . , xr] binomlar�n�n üretti§i ideale binom ideal denir.

L ⊆ Zr bir kafes olmak üzere

IL = 〈xa − xb | a− b ∈ L〉 = 〈xm+ − xm− |m ∈ L〉.

binom idealine kafes ideal denir.
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Teorem 3.2.4. [35] I, S halkas�nda bir binom ideal olsun. I binom idealinin kafes

ideal olmas� için gerek ve yeter ³art her i ∈ [r] için xi + I, S/I halkas�n�n s�f�rlayan

eleman� de§ildir.

[35] çal�³mas�nda kafes ideallerinin temel özellikleri verilmi³tir. Zr → M , ei 7→ mi

grup homomor�zmas�n�n çekirde§ini LA ile gösterelim. LA, Zr kafesinin bir alt kafesidir.

Önerme 3.2.5. YA ⊆ Kr simitli a�n çe³itleminin s�f�rlayan ideali ILA kafes idealidir.

YA = TA oldu§undan Önerme 2.1.12 ile TA simitinin s�f�rlayan ideali de ILA kafes

idealidir.

Örnek 3.2.6. A =

5 0 3

2 1 2

 için LA kafesi ÇekZA olur, buradan LA = Z{(3, 4,−5)}

elde edilir. ILA idealinin I = 〈x3
1x

4
2 − x5

3〉 idealine e³it oldu§unu kan�tlayal�m. I ⊆ ILA

kapsamas� a³ikard�r, di§er kapsaman�n ispat için bir f ∈ ILA eleman�n� alal�m ve

x3 > x2 > x1 lex monom s�ralamas�na göre bölme algoritmasn� uygularsak derx3(g) ≤ 4

olmak üzere f = (x3
1x

4
2−x5

3)h+g e³itli§i yaz�l�r. Bu e³itlikten g ∈ I(YA) elde edilir, do-

lay�s�yla g(t51t
5
2, t

2
2, t

3
1t

2
2) s�f�r polinomudur. g polinomunun ba³ monomu xa olmak üzere

g(t51t
5
2, t

2
2, t

3
1t

2
2) polinomunda ba³ monomdan gelen terimi s�f�rlamak için g polinomunun

bir monomu vard�r, yani g polinomunun bir xb monomu için (xa−xb)(t51t52, t22, t31t22) = 0.

Bu e³itlikten xa − xb ∈ ILA ifadesi sa§lan�r, yani a− b ∈ LA. g polinomunun her mo-

nomu için der(x3) ≤ 4 oldu§undan |a3 − b3| ≤ 4. LA kafesinde bu ³art� sa§layan tek

eleman s�f�r vektörü oldu§u için g = 0 olur ki f ∈ I, bu ispat� tamamlar. Sonuç olarak

I(YA) = 〈x3
1x

4
2 − x5

3〉 ve YA = V (x3
1x

4
2 − x5

3).

Verilen örnekte I(YA) idealinin üreteçleri LA kafesinin bir baz�n�n elemanlar�na

kar³�l�k gelen binomlardan olu³mu³tur, fakat bu durum a³a§�da verilen örnekte oldu§u

gibi her zaman geçerli de§ildir.

Örnek 3.2.7. A = [ 3 4 5 ] matrisinin çekirde§i

LA = {m ∈ Zr | 3m1 + 4m2 + 5m3 = 0} = Z{(2, 1,−2), (1,−2, 1)}

kafesidir. ILA idealinin I = 〈x2
1x2 − x2

3, x1x3 − x2
2〉 idealine e³it olup olmad�§�n� in-

celeyelim: I ⊆ ILA kapsamas� a³ikar oldu§u için I ⊆ ILA ifadesinin do§rulu§unun

26



incelenmesi ka�dir. f ∈ ILA eleman�na x2 > x1 > x3 lex monom s�ralamas�na göre

bölme algoritmas�n� uygularsak

f = (x2
1x2 − x2

3)h1 + (x1x3 − x2
2)h2 + g

e³itli§i yaz�l�r öyle ki g polinomunun monomlar� x2
1x2, x

2
2 monomlar�na bölünemez. Yu-

kar�da verilen örne§e benzer ³ekilde g polinomunun ba³ monomu xa olmak üzere g po-

linomunun xa− xb ∈ ILA olacak ³ekilde bir binomu vard�r. E§er bu ³art� sa§layan s�f�r

harici bir binom varsa kapsama do§ru de§ildir. x3
1−x2x3 ∈ ILA binomunun monomlar�

x2
1x2, x

2
2 monomlar�na bölünemez, sonuç olarak

ILA 6= 〈x2
1x2 − x2

3, x1x3 − x2
2〉.

x3
1 − x2x3 binomunu I idealine üreteç olarak ekleyerek

I = 〈x2
1x2 − x2

3, x1x3 − x2
2, x

3
1 − x2x3〉 ⊃ ILA

kapsamas�n�n varl�§�n� inceleyelim: Benzer ³ekilde bir f ∈ ILA eleman�n�n I idealinin

üreteçlerine bölümünden kalan g′ polinomunun ILA idealine ait bir xa−xb binomu olup

olmad�§�na bakal�m, yani a− b eleman�

{m ∈ Z3 | 3m1 + 4m2 + 5m3 = 0, |m1| ≤ 2, |m2| ≤ 1, (m1,m2) /∈ {(−2,−1), (2, 1)}}

kümesinin eleman� olmal�d�r. Bu küme sadece s�f�r eleman�n� ihtiva etti§i için g po-

linomu s�f�rd�r, böylece I(YA) = I(TA) = 〈x2
1x2 − x2

3, x1x3 − x2
2, x

3
1 − x2x3〉 ve YA =

V (x2
1x2 − x2

3, x1x3 − x2
2, x

3
1 − x2x3) ⊆ TA = {(t3, t4, t5) | t ∈ K∗}.

Bir IL kafes idealinin üreteçlerini L kafesinin baz ideali ile bulabiliriz. L kafesinin

herhangi bir Z-baz�n�n herm vektörünün tan�mlad�§� xm
+−xm− binomlar�n�n üretti§i

ideale L kafesinin kafes baz ideali denir. S polinom halkas�nda I ve J idealleri verilsin.

A³a§�da tan�mlanan ideale I'n�n J 'ye göre doygun ideali denir.

I : J∞ = {F ∈ S | ∃k ∈ Z∗ için F · Jk ⊆ I}

Lemma 3.2.8. [36, Lemma 7.6] L bir kafes olsun. L kafesinin bir baz idealinin,
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〈x1 · · ·xr〉 idealine göre doygun ideali IL kafes idealidir.

Tan�m 3.2.9. IL kafes ideali asalsa simitli ideal denir.

ILA kafes ideali asald�r, çünkü YA indirgenemez bir a�n çe³itlemdir, yani simitli

idealdir. Bu sebeple ³imdi simitli idealleri daha yak�ndan anlamaya çal�³al�m.

Önerme 3.2.10. [34, Önerme 1.1.11] I ⊆ S idealinin simitli ideal olmas� için gerek

ve yeter ³art binom ve asal ideal olmas�d�r.

L ⊆ Zr alt kafesinin rank� n olsun.

Sat(L) = {a ∈ Zr | ∃k ∈ Z∗ için ka ∈ L}

kafesine L kafesinin doygun kafesi denir, ayr�ca L = Sat(L) ise L kafesine doygun de-

nir. L kafesinin doygun olmas� için gerek ve yeter ³art Zr/L grubunun s�f�rlayan elema-

n�n�n olmamas�d�r. Böylece Zr/L grubunu belirleyerek L kafesinin doygun olup olmad�§�

ö§renilebilir. L matrisinin sütunlar� L kafesinin herhangi bir baz�n�n elemanlar� olsun. L

matrisinin Smith normal formu vard�r, yani PLK = kö³egen[d1, . . . dn, 0, . . . , 0] e³itli§ini

sa§layan P ∈ Mr×r(Z), K ∈ Mn×n(Z) unimodüler matrisleri (det(P ) = ±1, det(K) =

±1) mevcuttur. Burada her i için di do§al say� ve di|di+1 ³art� sa§lan�r. Sat�rlar� P

matrisinin son r − n sat�r� olan r − n × r alt matrisinin Z-çekirde§i Sat(L) kafesine

e³ittir, ayr�ca Zr/L ∼= Z/d1Z⊕ Z/d2Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ⊕ Zr−n denkli§i vard�r [36].

Teorem 3.2.11. L ⊆ Zr alt kafesinin rank� n olmak üzere a³a§�dakiler e³ de§erdir.

(i) IL simitli idealdir.

(ii) L kafesi doygundur.

(iii) Zr/L grubunun s�f�rlayan eleman� yoktur.

(iv) L = LA e³itl§ini sa§layan, r − n× r boyutlu bir A matrisi vard�r.

Sonuç olarak bütün simitli idealler I(YA) = ILA s�f�rlayan ideali formundad�r. Bu

takdirde her simitli ideal bir a�n simitli çe³itlem tan�mlar: V (I(YA)) = YA.

Örnek 3.2.12. φ : K2 → K3, (t1, t2) 7→ (t21, t1t2, t
2
2) ³eklinde tan�mlanan dönü³üm bir

mor�zmdir. I = 〈x1x3 − x2
2〉 ⊂ K[x1, x1, x3] olmak üzere

Gör(φ) = {(t21, t1t2, t22) | t1, t2 ∈ K} = V (I)
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oldu§unu gösterelim: Gör(φ) ⊆ V (I) kapsamas� aç�kt�r, di§er kapsamay� ispatlamak

için bir p = (p1, p2, p3) eleman� alal�m. Bu durumda p1p3 = p2
2 sa§lan�r. E§er p1 = 0

ise p2 = 0 olur. t1 = 0, t2 = p
1/2
3 al�rsak p = (0, 0, t22) elde edilir ki istenendir.

�imdi I(Gör(φ)) = I oldu§unu kan�tlayal�m. A =

2 1 0

0 1 2

 matrisinin çekirde§i LA =

Z{(1,−2, 1)} kafesidir. Örnek 3.2.6'da verilen ispata benzer ³ekilde I = ILA e³itli§i is-

patlanabilir, yani I simitli idealdir. Bu takdirde I asald�r ve I(Gör(φ)) = I(V (I)) = I.

Sonuç olarak YA = Gör(φ).

Bu durum her zaman geçerli de§ildir. B =

1 1 1

0 1 2

 olmak üzere ÇekZA = ÇekZB

e³itli§inden ötürü YB = YA = V (x1x3 − x2
2). Fakat B matrisinin sütunlar�n�n tan�mla-

d�§�

φ′ : K2 → K3, (t1, t2) 7→ (t1, t1t2, t1t
2
2)

mor�zminin görüntü kümesi YB a�n simitli çe³itlemine e³it de§ildir. Çünkü her p3 ∈

K için (0, 0, p3) noktas� YB a�n simitli çe³itleminin eleman� iken Gör(φ′) kümesinin

eleman� de§ildir.

Bu alt bölümü sonlu cisim üzerinde A = [m1 m2 · · ·mr] ∈ Ms×r(N) matrisinin

tan�mlad�§� TA simitinin s�f�rlayan idealini hesaplamak için bir yöntem veren a³a§�daki

teorem ile sonland�ral�m. Bu yöntemde kafes ideal arac�l�§�yla de§il eliminasyon teori

yard�m� ile s�f�rlayan ideal hesaplanm�³t�r.

Teorem 3.2.13. [17, Theorem 3.4] K = Fq olmak üzere S polinom halkas�n�n bir

geni³lemesi R = K[x1, . . . , xr, y1, . . . , ys] halkas� olsun. Bu takdirde

J = 〈{{xi − ymi}ri=1 ∪ {y
q−1
i − 1}si=1〉.

olmak üzere I(TA) = J ∩ S'dir.

3.3 A�n Yar�grup Cebirleri

Tan�m 3.3.1. M , n rankl� kafes ve A = {m1, . . . ,mr} ⊂M verilsin.

NA =

{
r∑
i=1

λimi | λi ∈ N

}
⊆M
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yar�grubuna a�n yar�grup denir. N{e1, . . . , er} = Nr ⊂ Zr en basit a�n yar�grup

örne§idir.

S herhangi bir a�n yar�grup olmak üzere

K[S] =

{∑
a∈S

λaχ
a | λa ∈ K

}

³eklinde tan�mlanan küme K-vektör uzay�d�r ve χa · χa′ = χa+a′ ³eklinde tan�mlanan

çarpmaya göre bir K-cebiridir. S = NA = {
∑r

i=1 λimi | λi ∈ N} ⊆ M olmak üzere

χm1 , . . . , χmr elemanlar� K[S] ⊆ K[M ] K-cebirinin üreteçleridir.

M kafesinin üreteçleri e1, . . . , en olmak üzere her ei için xi = χei al�rsak K[M ] =

K[x±1 , . . . , x
±
n ] Laurent polinom halkas�d�r. Bu yüzden her S ⊆ M a�n yar�grubu için

K[S] cebiri taml�k bölgesidir. Sonuç olarak K[S] sonlu üretilmi³ K-cebiri ve taml�k

bölgesi oldu§u için koordinat halkas�d�r.

T simitinin karakter grubunun kafesi M olmak üzere K[M ] = K[x±1 , . . . , x
±
n ] cebiri

T simitinin koordinat halkas�d�r. Dolay�s�yla T simitinin koordinat halkas� K[M ] ile

gösterilebilir.

Teorem 3.3.2. [36, Teorem 7.3] M , n rankl� kafes ve A = {m1, . . . ,mr} ⊂ M

verilsin. Bu takdirde K[NA] ve K[x1, . . . , xr]/ILA cebirleri K-izomorftur.

�spat 1. K[NA] cebirinin üreteçleri χm1 , . . . , χmr olmak üzere her i ∈ [r] için φA

mor�zmine kar³�l�k gelen K-cebir homomor�zmas�

φ∗A : K[x1, . . . , xr]→ K[M ], xi 7→ xi ◦ φA = χmi

³eklindedir. φ∗A homomor�zmas�n�n görüntü kümesi K[NA] cebiridir, φ∗A homomor�z-

mas�n�n çekirde§inin

ILA = 〈xu − xv | u− v ∈ LA〉 = 〈xu − xv | u1m1 + · · ·+ urmr = v1m1 + · · ·+ vrmr〉

ideali oldu§unu gösterirsek ispat tamamlan�r. xu − xv binomu ILA idealinin bir üreteci

olsun. u1m1+· · ·+urmr = v1m1+· · ·+vrmr gere§ince φA(xu−xv) = χm1u1 · · ·χmrur−

χm1v1 · · ·χmrvr = 0 olur ki ILA ⊆ ÇekφA sa§lan�r. �imdi di§er kapsamay� ispatlayal�m.

Varsayal�m ki ÇekφA * ILA olsun, bu durumda ÇekφA \ ILA 6= ∅ olur. ≺, S halkas�
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üzerinde bir monom s�ralamas� olmak üzere ÇekφA \ ILA 6= ∅ kümesinin ba³ monomu

en küçük olan polinomu f ve BM≺(f) = xa olsun. f(χm1 , . . . , χmr) = 0 sa§lan�r, çünkü

f ∈ ÇekφA dir. Bu yüzden f polinomunun ba³ monomu xa olmak üzere f polinomunun

bir xb monomu vard�r öyle ki xa−xb ∈ ILA ⊆ ÇekφA sa§lan�r. Dolay�s�yla f−(xa−xb)

polinomu ÇekφA \ ILA kümesinin eleman�d�r ve ba³ teriminin derecesi f polinomundan

küçüktür. Bu bir çeli³kidir ve dolay�s�yla ÇekφA = ILA olur ki istenendir.

Yukar�da verdi§imiz Teorem gere§ince K[NA], YA a�n simitli çe³itleminin koordi-

nat halkas�d�r. ZA, YA a�n simitli çe³itleminin simiti TA'n�n karakter kafesi oldu§undan

K[TA] = K[ZA]. Di§er yandan K[NA] halkas�n�n Krull boyutu YA a�n simitli çe³itlemi-

nin boyutuna e³ittir, yani boyK[NA] = boy YA = rankZA. Sonuç olarak Teorem 2.3.8

gere§i I(YA) = ILA idealinin yüksekli§i r − rankZA = rankLA.

Örnek 3.3.3. Örnek 3.2.6 için YA = V (x3
1x

4
2 − x5

3) a�n çe³itleminin koordinat halkas�

Teorem 3.3'den

K[NA] = K[χ5
1χ

2
2, χ2, χ

3
1χ

2
2] ' K[x1, x2, x3]/〈x3

1x
4
2 − x5

3〉.

A bir kafesin bir alt kümesi olmak üzere YA a�n simitli çe³itlemi, ILA simitli ideali

ve K[NA] a�n yar�grup cebiri yap�lar� incelenmi³tir. �imdi bu yap�lar� vermemizin esas

amac�na s�ra gelmi³tir, bu yap�lar�n hepsi ile bütün a�n simitli çe³itlemleri tan�mlaya-

biliriz.

Teorem 3.3.4. V bir a�n çe³itlem olmak üzere a³a§�daki ifadeler denktir.

(i) V a�n simitli çe³itlemdir.

(ii) Bir kafesin bir A alt kümesi için V = YA.

(iii) V bir simitli idealin s�f�rlayan kümesidir.

(iv) V a�n çe³itleminin koordinat halkas� bir a�n yar�grup cebiridir.

Örnek 3.3.5. Örnek 3.1.10'dan V = V (x1x2 − x3x4) ⊂ K4 a�n simitli çe³itlemdir.

� Z3 kafesinin A = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1,−1)} alt kümesi için için Önerme

3.2.2'de tan�mlanan YA kümesi V a�n simitli çe³itleminine e³ittir. Çünkü ILA =

〈x1x2 − x3x4〉.
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� I = 〈x1x2 − x3x4〉 binom ideali asal oldu§u için simitli idealdir ve V a�n simitli

çe³itlemini tan�mlar.

� K[NA] = K[x1, x2, x3, x1x2x
−1
3 ] a�n yar�grup cebiri K[x1, x2, x3, x4]/〈x1x2−x3x4〉

cebirine izomorf oldu§undan K[NA], V simitli çe³itleminin koordinat halkas�d�r.

3.4 Koniler ve A�n Simitli Çe³itlemler

N , n rankl� bir kafes olsun. Bu durumda Zn grubuna izomorftur, dolay�s�yla N kafesi

n rankl� serbest Z-modüldür. N kafesinin skalerlerini reel say�lar ile geni³letirsek NR =

N ⊗Z R ' Rn vektör uzay�n� verir.

Tan�m 3.4.1. A = {v1, . . . ,vr} ⊆ NR olmak üzere

σ = {v ∈ NR | v =
r∑
i=1

λivi, λi ∈ R, λi ≥ 0} ⊆ NR

kümesine çokyüzlü koni ve v1, . . . ,vr vektörlerine de σ konisinin üreteçleri denir,

σ = Koni(A) ile gösterilir. E§er A ⊆ N ise σ'ya rasyonel çokyüzlü koni denir.

Çokyüzlü koniler konvekstir, yani v,v′ ∈ σ iken λ ∈ [0, 1] için λv + (1− λ)v′ ∈ σ.

Bir koniyi kapsayan en küçük boyutlu vektör uzay�n�n boyutu koninin boyutu olarak

tan�mlan�r.

Örnek 3.4.2. σ = Koni(e1, e2, e1+e3, e2+e3) ⊂ R3 rasyonel konveks çokyüzlü konidir.

boy σ = 3 olur, çünkü σ konisinin üreteç kümesinin en fazla R-lineer ba§�ms�z eleman

say�s� üçtür.

N bir kafes olmak üzere {f : N → Z|f, Z−modül homomor�zmas�} = HomZ(N,Z)

kümesi de Zn grubuna izomorf bir kafesdir veN kafesinin dual kafesi denir.N kafesinin

duali M olmak üzere 〈, 〉 : M × N → Z, 〈f,v〉 = f(v) dönü³ümü Z-bilineerdir. NR =

N ⊗Z R vektör uzay�n�n duali MR = M ⊗Z R uzay�d�r.

Tan�m 3.4.3. σ ⊆ NR herhangi bir konveks çokyüzlü koni olmak üzere

σ∨ = {m ∈MR | her v ∈ σ için 〈m,v〉 ≥ 0} ⊆MR

konisine σ konisinin dual konisi denir.
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Önerme 3.4.4. Herhangi bir σ ⊆ NR konveks çokyüzlü konisi için a³a§�daki ifadeler

geçerlidir.

(i) σ∨ konveks çokyüzlü bir konidir.

(ii) σ rasyonel koni ise σ∨ dual konisi de rasyoneldir.

(iii) ((σ∨)∨) = σ.

m ∈MR olmak üzere iki küme tan�mlan�r.

Hm = {v ∈ NR | 〈m,v〉 = 0} ⊆ NR

kümesine hiperdüzlem

H+
m = {v ∈ NR | 〈m,v〉 ≥ 0} ⊆ NR

kümesine de kapal� yar�uzay denir. E§er σ ⊆ H+
m ise Hm kümesine destek hiper-

düzlemi ve H+
m kümesine de destek yar�uzay� denir. Hm destek hiperdüzlemi olmas�

için gerek ve yeter ³art m ∈ σ∨\{0} olmas�d�r. Ayr�ca, m1, . . . ,mr elemanlar� σ∨ dual

konisinin üreteçleri olmak üzere

σ =
r⋂
i=1

H+
mi
.

Bu durumda her konveks çokyüzlü koni sonlu say�da kapal� yar�uzaylar�n kesi³imidir.

Önerme 3.4.5. σ = Koni(v1, . . . ,vr) bir konveks çokyüzlü bir koni olmak üzere

σ∨ =
r⋂
i=1

H+
vi

e³itli§i mevcuttur.

Örnek 3.4.6. σ = Koni(2e1 − e2, e2) ⊂ R2 konisinin dual konisinin destek yar�uzay-

lar�n�n gra�kleri a³a§�da verilmi³tir:
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(a) H+
2e1−e2 (b) H+

e2

�ekil 1: σ∨ konisinin destek yar� uzaylar�

Önerme 3.4.5 gere§ince bu iki kümenin kesi³imi σ konisinin dual konisini verir.

(a) σ = Koni(2e1 − e2, e2)

−→

(b) σ∨ = Koni(e1, e2 + 2e1)

�ekil 2: σ ve dual konisi σ∨

Tan�m 3.4.7. σ ⊆ NR ' Rn konveks çokyüzlü bir koni ve m ∈ σ∨\{0} olmak üzere

τ = Hm ∩ σ = {v ∈ σ | 〈m,v〉 = 0}

çokyüzlü konisine σ konisinin yüzü denir ve τ � σ ³eklinde gösterilir. E§er τ 6= σ ise

düzgün yüzü denir ve τ ≺ σ ile gösterilir.

Bir konveks çokyüzlü koninin herhangi bir yüzü de konveks çokyüzlü konidir. Benzer

³ekilde rasyonel bir koninin her yüzü de rasyoneldir. �ki yüzün ara kesiti de yüzdür.

σ ⊆ NR konveks çokyüzlü konisinin i-boyutlu yüzlerinin kümesi σ(i) ile gösterilir. Bir

koninin bir boyutlu yüzüne �³�n, boy(σ)− 1 boyutlu yüzüne de yüzüt denir.

Önerme 3.4.8. σ = Koni(v1, . . . ,vr) ⊆ NR ' Rn bir konveks çok yüzlü bir koni olmak

üzere a³a§�daki ifadeler do§rudur.

(i) m1, . . . ,mr elemanlar� σ∨ dual konisinin üreteçleri olsun. Bu takdirde boy σ = n

ise σ konisinin yüzütleri i ∈ [r] olmak üzere Hmi
∩ σ konileridir.
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(ii) Her τ 6= σ yüzü, τ yüzünü kapsayan yüzütlerin ara kesitidir.

Önerme 3.4.9. σ ⊆ NR ' Rn bir konveks çokyüzlü koni olmak üzere a³a§�daki ifadeler

denktir.

(i) {0} ∈ σ(0).

(ii) σ ∩ (−σ) = {0}.

(iii) boy σ∨ = n.

(iv) σ konisinin kapsad�§� tek vektör uzay� s�f�r alt uzay�d�r.

Bu ³artlardan birini sa§layan konveks çokyüzlü koniye güçlü konveks denir.

Tan�m 3.4.10. σ ⊆ NR rasyonel çokyüzlü konveks konisinin ρ ≺ σ herhangi bir �³�n�

olmak üzere ρ ∩N ' N yar�grubunun tek üretecine ρ �³�n�n�n ilkel üreteci denir.

Lemma 3.4.11. σ ⊆ NR ' Rn rasyonel güçlü konveks çokyüzlü konisinin �³�nlar�

ρ1, . . . , ρr ve bu �³�nlar�n ilkel üreteçleri s�ras�yla v1, . . . ,vr olsun. {v1, . . . ,vr} kümesi

σ konisinin üreteç kümesidir.

Koni(e2) ⊂ R2 konisi rasyonel güçlüdür. Koni(e1,−e1, e2) dual konisi güçlü de§il-

dir. Sonuç olarak güçlü konveks çokyüzlü bir koninin duali güçlü konveks olmayabilir.

Maksimum boyutlu güçlü konveks çokyüzlü bir koninin duali güçlü konvekstir.

Tan�m 3.4.12. σ ⊆ NR konveks çokyüzlü bir koni olsun.

1. σ konisinin minimal üreteçleri N kafesinin bir baz�n�n alt kümesi ise σ konisine

düzgün denir.

2. σ konisinin minimal üreteçleri R-lineer ba§�ms�z ise σ konisine simpleksel denir.

Düzgün bir koni simplekseldir, fakat tersi do§ru de§ildir. Örne§in σ = Koni(e1, e1 +

3e2) ⊂ R2 konisi simpleksel iken düzgün de§ildir. Üreteçleri R-lineer ba§�ms�z oldu§u

için σ simplekseldir. Üreteçler Z-lineer ba§�ms�z fakat e2 eleman� e1, e1 + 3e2 eleman-

lar�n�n bir Z lineer kombinasyonu olmad�§� için Z2 kafesinin bir baz�n�n alt kümesi

olamaz, dolay�s�yla σ düzgün de§ildir.

Önerme 3.4.13. σ ⊆ NR konveks çokyüzlü bir koni olmak üzere a³a§�daki özellikler

mevcuttur.
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(i) σ konisinin �³�n say�s� boy σ ise σ simplekseldir.

(ii) σ düzgün bir koni de§il ise, σ konisini ihtiva eden her koni de düzgün de§ildir.

(iii) σ düzgün (simpleksel) bir koni ise her yüzü de düzgündür (simplekseldir).

σ ⊆ NR herhangi bir çokyüzlü koni olmak üzere σ∩N kümesinin herhangi bir nok-

tas�na σ konisinin kafes noktas� denir. Bir rasyonel çokyüzlü koninin kafes noktalar�

a�n yar�grup olu³turur.

Önerme 3.4.14. [34, Önerme 1.2.17] σ ⊆ NR rasyonel çokyüzlü konveks bir koni

olmak üzere Sσ = σ∨ ∩M a�n yar�gruptur.

Örnek 3.4.15. Örnek 3.4.6'dan σ1 = Koni(2e1 − e2, e2) ⊂ R2 konisinin duali σ1
∨ =

Koni(e1, e1 + 2e2) konisidir. σ1
∨ ∩ Z2 a�n yar�grubunun üreteçleri (1, 0), (1, 1), (1, 2)

kafes noktalar�d�r: σ1
∨ ∩ Z2 = N{(1, 0), (1, 1), (1, 2)}.

σ2 = Koni(e2) konisi için σ2
∨ ∩ Z2 = Koni(e1,−e1, e2) ∩ Z2 a�n yar�grubunun üre-

teçleri (1, 0), (−1, 0), (0, 1) kafes noktalar�d�r. σ2
∨ konisinin üreteçleri ile σ2

∨ ∩ Z2 a�n

yar�grubunun üreteçleri ayn� fakat σ1 konisi ile σ1
∨ ∩ Z2 a�n yar�grubunun üreteçleri

ayn� de§ildir.

(a) Sσ1 = σ1
∨ ∩ Z2 (b) Sσ2 = σ2

∨ ∩ Z2

S bir a�n yar�grup olmak üzere S∩(−S) = {∅} ³art�n� sa§larsa güçlü a�n yar�grup

denir. Güçlü a�n yar�grubunun minimal üreteç kümesi tektir, bu kümeye Hilbert baz

denir. Bu küme a³a§�daki önerme ile ifade edilmi³tir.

Tan�m 3.4.16. Bir S a�n yar�grubunun birm 6= 0 eleman�n�nm = m′+m′′, m′,m′′ ∈

S ³eklinde her yaz�l�³�nda, m′ ve m′′ elemanlar�ndan en az biri s�f�r ise m eleman�na

indirgenemez eleman denir.
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Önerme 3.4.17. S bir güçlü a�n yar�grup olsun. Bu takdirde

H = {m ∈ S |m indirgenemez}

kümesi a³a§�da verilen özellikleri sa§lar.

(i) H sonlu kümedir ve S a�n yar�grubunu üretir.

(ii) S a�n yar�grubunun H kümesini kapsayan bir üreteç kümesi yoktur.

σ maksimum boyutlu rasyonel çokyüzlü konveks koni ise σ∨ güçlü konveks rasyonel

çokyüzlü bir konidir, dolay�s�yla σ∨∩M güçlü a�n yar�gruptur. Bu takdirde σ∨∩M a�n

yar�grubunun H Hilbert baz� vard�r. H baz� σ∨ konisinin �³�nlar�n�n ilkel üreteçlerini

içerir, çünkü ilkel üreteçler indirgenemezdir. Üstelik H baz� σ∨ konisinin tek rasyonel

minimal üreteç kümesidir.

Her a�n yar�grup bir a�n simitli çe³itlem verdi§inden, Sσ a�n yar�grubu da koordi-

nat halkas� K[Sσ] cebiri olan a�n simitli çe³itlemini verir.

Teorem 3.4.18. σ ⊆ NR ' Rn rasyonel çokyüzlü konveks koni olmak üzere Uσ =

Specm(K[Sσ]) kümesi a�n simitli çe³itlemdir, ayr�ca Uσ a�n simitli çe³itleminin simiti

T olmak üzere

σ güçlü konvekstir ⇐⇒ T ' TN = N ⊗Z K∗ ⇐⇒ boyUσ = n.

Örnek 3.4.19. σ = Koni(2e1 − e2, e2) ⊂ R2 olmak üzere Örnek 3.4.15 ile Sσ =

σ∨ ∩ Z2 = N{e1, e1 + e2, e1 + 2e2}. Bu durumda

A =

1 1 1

0 1 2


için Uσ = YA. LA = Z{(1,−2, 1)} ve Lemma 3.2.8 gere§i simitli ideal ILA = 〈x1x3−x2

2〉 :

〈x1x2x3〉∞ = 〈x1x3 − x2
2〉. Sonuç olarak Uσ = V (x1x3 − x2

2) ve

K[Sσ] = K[χe1 , χe1+e2 , χ2e2+e1 ] ' K[x1, x2, x3]/〈x1x3 − x2
2 〉.

σ güçlü konveks bir koni oldu§undan T ' (K∗)2, dolay�s�yla Uσ a�n simitli çe³itleminin

simitinin bir parametreli alt gruplar grubu Z2 kafesine izomorftur. Di§er yandan Z2
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kafesinin duali de Z2 oldu§undan karakterler grubu da Z2 kafesine izomorftur.

Örnek 3.4.20. σ = Koni(0) ⊂ R2 konisinin duali σ∨ = Koni(±e1,±e2) konisidir.

Sσ = N{±e1,±e2} a�n yar�grubuna kar³�l�k gelen Uσ a�n simitli çe³itlemidir:

Uσ = Specm(K[x1, x2, x
−1
1 , x−1

2 ]) = V (x1x3 − 1, x2x4 − 1) ' (K∗)2.

Örnek 3.4.21. Farkl� koniler ayn� a�n simitli çe³itlemi verebilir. Örne§in σ1 = Koni(e1) =

σ1
∨ ⊂ R, σ2 = Koni(−e1) = σ2

∨ ⊂ R al�rsak ayn� simitli çe³itlemler elde edilir:

Uσ1 = Specm(K[x]) = K, Uσ2 = Specm(K[x−1]) = K.

Örnek 3.4.22. Her rasyonel çokyüzlü konveks koniye kar³�l�k gelen bir a�n simitli

çe³itlem vard�r, fakat tersi do§ru de§ildir. Örne§in S = N{2, 3} a�n yar�grubunun

tan�mlad�§� a�n simitli çe³itlem V = V (x3
1 − x2

2) olmak üzere S = σ∨ ∩ Z e³itli§ini

sa§layan σ ⊂ R çokyüzlü konveks koni yoktur. R vektör uzay� 4 farkl� rasyonel çokyüzlü

konveks içerir:

τ = Koni(0) = {0}, σ0 = Koni(e1) = R+, σ1 = Koni(−e1) = R−, σ2 = Koni(e1,−e1) = R.

Bu konilere kar³�l�k gelen a�n yar�gruplar�n hiçbiri S kümesine e³it de§ildir.

3.5 A�n Simitli Çe³itlemlerin Özellikleri

Bu alt bölümde a�n çe³itlemler için verilen baz� tan�mlar� ve özellikleri a�n simitli

çe³itlemler üzerinde inceleyece§iz.

Bölüm 2.4'te normal a�n çe³itlem tan�m� verilmi³tir. Normallik tan�m� ba³ta anla-

³�lmas� ve kullan�lmas� zor olarak görünür. Fakat simitli a�n çe³itlemler için ele al�n�nca

koniler arac�l�§�yla yorumlamak kolayla³m�³t�r. A³a§�da verilen teorem arac�l�§�yla bir

simitli çe³itlemin normal olup olmad�§� kolayca anla³�labilir. Öncelikle doygun a�n ya-

r�grup tan�m�n� verelim.

Tan�m 3.5.1. S ⊆M bir a�n yar�grup olsun.

Sat(S) = {m ∈M | ∃k ∈ N \ 0 için km ∈ S}

kümesine S a�n yar�grubunun doygun a�n yar�grubu denir. E§er Sat(S) = S ise
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S a�n yar�grubuna doygun denir.

Teorem 3.5.2. V a�n simitli çe³itlem verilsin. Bu durumda a³a§�daki ifadeler denktir.

(i) V normaldir.

(ii) Bir NA doygun a�n yar�grubu için V = YA.

(iii) Bir σ ⊆ NR rasyonel güçlü konveks çokyüzlü konisi için V = Uσ.

Örnek 3.5.3. Örnek 3.4.19'den V = V (x1x3 − x2
2) ⊂ K3 olmak üzere σ = Koni(2e1 −

e2, e2) ⊂ R2 için Uσ = V oldu§unu biliyoruz. σ rasyonel güçlü konveks çokyüzlü koni

oldu§undan dolay� V normal simitli çe³itlemdir. Di§er yandan V a�n simitli çe³itlemi

Örnek 3.2.12 ile V = YA'd�r, burada A = {(2, 0), (1, 1), (0, 2)}. NA a�n yar�grubu

doygun de§ildir, çünkü (1, 0), (0, 1) /∈ NA. Fakat V normaldir, bu durum yanl�³ a�n

kafesin seçilmesindendir. M = Z2 kafesi yerine ZA kafesi seçilirse (NA) a�n yar�grubu

doygundur.

Verilen bir S ⊆ M a�n yar�grubuna kar³�l�k gelen a�n çe³itlem V = Specm(K[S])

olsun.S a�n yar�grubunun herhangi bir sonlu üreteç kümesinin üretti§i koni Koni(S) ⊆

MR ve duali σ = Koni(S)∨ ⊆ NR olsun. Bu notasyonlar� kullanarak V a�n simitli

çe³itleminin normalizasyon dönü³ümünü verelim:

Önerme 3.5.4. σ güçlü konvekstir ve do§al içerme homomor�zmas�na K[S]→ K[Sσ]

kar³�l�k gelen Uσ → V mor�zmas� bir normalizasyon dönü³ümüdür.

Önerme 3.5.4'den K[S] halkas�n�n integral kapan�³� K[Sσ] halkas�d�r. Bu durumda

V = Specm(K[S]) a�n simitli çe³itleminin normalizasyonu Uσ a�n simitli çe³itlemidir

ve Sat(S) = Koni(S) ∩M = Sσ.

Örnek 3.5.5. A = {2, 3} ⊂ Z olmak üzere YA = V (x3
1−x2

2) ⊂ K2 a�n simitli çe³itlemi

normal de§ildir, çünkü NA doygun de§ildir. Koni(A) = Koni(2e1, 3e1) = Koni(e1) ⊂ R

oldu§undan Sat(NA) = N. Sonuç olarak K[V ] koordinat halkas�n�n integral kapan�³�

K[N] halkas�d�r ve V a�n simitli çe³itleminin normalizasyonu K a�n uzay�d�r.

Düzgün a�n simitli çe³itlemler de koniler arac�l�§�yla karakterize edilebilir.

Teorem 3.5.6. σ ⊆ NR bir rasyonel güçlü konveks çokyüzlü koni olsun. Bu takdirde

Uσ a�n simitli çe³itleminin düzgün olmas� için gerek ve yeter ³art σ konisinin düzgün

olmas�d�r.
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Rasyonel güçlü çokyüzlü konveks koninin her yüzü de rasyonel güçlü çokyüzlü kon-

veks koni oldu§undan her yüzü de bir a�n simitli çe³itlem tan�mlar. σ ⊆ NR bir rasyo-

nel güçlü çokyüzlü konveks koni ve τ � σ bir yüzü olsun. τ = Hm ∩ σ olacak ³eklinde

m ∈ σ∨ ∩M eleman� bulunur. Bu ifade K[Sσ] ve K[Sτ ] a�n yar�grup cebirleri aras�nda

a³a§�daki ili³kinin kurulmas�n� sa§lar.

Önerme 3.5.7. Yukar�daki gösterimler ile a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) Sτ = Sσ + Z{−m}.

(ii) K[Sτ ] a�n yar�grup cebiri K[Sσ] a�n yar�grup cebirinin {χm, χ2m, . . . } çarp�msal

kümesine göre yerelle³tirilmesidir, yani

K[Sτ ] = K[Sσ]χm .

Sonuç olarak Önerme 2.2.8 gere§i Uτ , Uσ a�n simitli çe³itleminin temel aç�k küme-

sine izomorftur, yani Uτ ' (Uσ)χm .

Örnek 3.5.8. σ = Koni(e1, e2) ⊂ R2, 2 boyutlu güçlü rasyonel çokyüzlü bir konidir,

ayr�ca σ∨ = σ. Önerme 3.4.8'den

σ(1) = {τ1 = (He1 ∩ σ) = Koni(e2), τ2 = (He2 ∩ σ) = Koni(e1)}.

σ, τ1 konilerine kar³�l�k gelen a�n simitli çe³itlemleri bulal�m:

σ → σ∨ → Sσ = N{e1, e2} → K[Sσ] = K[x1, x2]→ Uσ = K2

τ1 → τ1
∨ = Koni(±e1, e2)→ Sτ1 = N{±e1, e2} → Uτ1 = V (x1x2 − 1) ⊂ K3

A³a§�da verilen izomor�zm ile Uτ1 ' (Uσ)x1 = Uσ \ V (x1) elde edilir:

g : Uτ1 = {(p1, p2, p3) ∈ K3 | p1p2 = 1} = {(1/p2, p2, p3) | p2 6= 0} → (Uσ)x1 = K∗ ×K

g(p1, p2, p3) = (p2, p3) ∈ (Uσ)x1 .
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4 NORMAL S�M�TL� ÇES�TLEMLER

Bu bölümün ana amac� fanlar�n tarif etti§i normal simitli çe³itlemleri tan�mlamakt�r.

Tezin amac�na yönelik normal simitli çe³itlemlerin özellikleri verilecektir. Bu bölümde

kaynak belirtilmeden verilen iddialar, teoremler ve önermeler ispatlar� verilmeden [34]

kitab�ndan al�nm�³t�r. Bu bölümde K cismi cebirsel kapal� kabul edilecektir.

4.1 Projektif Çe³itlemler

Bu alt bölümde genel simitli çe³itlemlerin en basit klasik örne§i olan projektif çe³it-

lemleri ele alaca§�z.

Tan�m 4.1.1. Kn+1 \ {0} uzay�nda tan�mlanan

p ∼ p′ ⇐⇒ ∃λ ∈ K∗ 3 p′ = λp

ba§�nt� denklik ba§�nt�s�d�r. Bu denklik ba§�nt�s�na göre denklik s�n��ar�n�n kümesine

n-boyutlu Projektif Uzay denir. Bir di§er ifadeyle a�n uzayda orjinden geçen tüm

do§rular�n kümesi ³eklinde de tan�mlanabilir ve n-boyutlu projektif uzay Pn ile gösterilir:

Pn = Kn+1 \ {0}/ ∼ .

Her p ∈ Kn+1 \{0} eleman� Pn uzay�nda bir nokta tan�mlar, bu nokta p noktas�n�n

denklik s�n�f�d�r. p noktas�n�n denklik s�n�f� [p] = [p0 : · · · : pn] olmak üzere denklik

s�n�f�n�n elemanlar�na bu noktan�n homojen koordinatlar� denir.

�imdi çe³itlem tan�m�n� projektif uzaya geni³letelim. S = K[x0, x1, . . . , xn] poli-

nom halkas�ndan herhangi bir f polinomu ile projektif uzayda bir s�f�rlayan küme ta-

n�mlayamay�z. Örne§in f(x0, x1) = x2
1 − x0 ∈ K[x0, x1] alal�m. P1 projektif uzayda

[4 : 2] = [8 : 4] fakat f(4, 2) = 0, f(8, 4) = 8. Sonuç olarak projektif uzay�n bir

noktas�n�n farkl� homojen koordinatlar� için farkl� sonuçlar alabiliyoruz. Bu problemi

çözmek için S = K[x0, x1, . . . , xn] N-dereceli polinom halkas�n�n homojen polinomlar�

ile çal�³mak gerekmektedir. Bu sebepten k�saca dereceli halka kavram�n� ve çok temel

özelliklerini verelim.

Tan�m 4.1.2. R bir halka ve A bir grup olmak üzere a³a§�daki ³artlar� sa§layan R

halkas�n�n {Rα}α∈A alt gruplar� ailesi varsa R halkas�na A-dereceli halka denir.
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1. R =
⊕
α∈A

Rα

2. Her α, α′ ∈ A için RαRα′ ⊆ Rα+α′

Her α ∈ A için birim elman� haricinde Rα grubunun her eleman�na homojen denir.

Her f ∈ R eleman� fi ∈ Ri olmak üzere f = f1 +f2 + · · ·+fr ³eklinde yaz�l�r, bu yaz�l�³

tek türlüdür ve fi elemanlar�na f eleman�n�n homojen parças� denir.

Lemma 4.1.3. [37, Lemma 2.2.7] R =
⊕
α∈A

Rα, A-dereceli bir halka ve I ⊆ R bir

ideali olsun. Bu takdirde a³a§�daki ³artlar denktir.

(i) I ideali homojen elemanlar taraf�ndan üretilir.

(ii) Her α ∈ A için Iα = Rα ∩ I olmak üzere I =
⊕
α∈A

Iα.

(iii) f ∈ I olmas� için gerek ve yeter ³art f eleman�n�n her homojen parças� için

fi ∈ I.

Tan�m 4.1.4. R, A-dereceli bir halka ve I ⊆ R bir ideal olsun. I ideali yukar�daki

denk ³artlar� sa§larsa homojen ideal veya A-dereceli ideal denir. Homojen ideal-

lerin toplam�, çarp�m�, kesi³imi homojendir; ayr�ca homojen idealin radikal ideali de

homojendir.

Lemma 4.1.5. [37, Uyar� 2.2.9]R =
⊕
α∈A

Rα, A-dereceli bir halka ve I ⊆ R homojen

ideal olsun. Bu takdirde R/I bölüm halkas� A-dereceli bir halkad�r ve

R/I =
⊕
α∈A

(Rα/Iα).

Örnek 4.1.6. A bir grup ve A = {a1, . . . , ar} ⊂ A olsun. S = K[x1, . . . , xr] polinom

halkas�nda her xi de§i³kenin derecesi ai olmak üzere bir monom

der(xm) = der(xm1
1 . . . xmrr ) =

r∑
i=1

aimi ∈ NA

³eklinde derecelendirilsin. Sα, α dereceli monomlar�n üretti§i K-vektör uzay� olmak

üzere S A-dereceli bir halkad�r.

S = K[x0, . . . , xn] polinom halkas�nda her de§i³kenin derecesi der(xi) = 1 olmak

üzere her d ∈ N için Sd derecesi d olan monomlar�n üretti§i K-vektör uzay� olsun.
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Bu durumda K[x0, . . . , xn] N-dereceli bir halkad�r ve projektif uzayda bu halka ile

çal�³aca§�z.

Tan�m 4.1.7. I ⊆ S = K[x0, . . . , xn] homojen ideal ve f1, . . . , fk ∈ S homojen poli-

nomlar olmak üzere I = 〈f1, . . . , fk〉 olsun. Bu durumda

{[p0 : · · · : pn] ∈ Pn | fi(p0, . . . , pn) = 0, ∀ i ∈ [k]}

³eklinde tan�mlanan kümeye I kümesinin tan�mlad�§� projektif çe³itlem denir, V (I)

veya V (f1, . . . , fk) ile gösterilir.

Projektif çe³itlemlerin herhangi kesi³imi ve sonlu say�da birle³imi de projektif çe-

³itlemdir. Ayr�ca bo³ küme ve projektif uzay da projektif çe³itlemdir [30, Önerme 2.1].

Dolay�s�yla projektif çe³itlemlerin tümleyenlerinin kümesi Pn üzerinde bir topolojidir

ve bu topolojiye Zariski topoloji denilmi³tir. Bu topoloji V (I) projektif çe³itlemi

üzerine indirgenirse V (I) üzerinde de topoloji tan�mlar:

{A ⊆ V (I) | V (I) \ A projektif çe³itlem}

Bir projektif çe³itleminin aç�k kümelerine yar� projektif çe³itlem denir. W ⊆ V (I)

kümesinin kapan�³� W , W kümesini kapsayan V (I) projektif çe³itleminin en küçük alt

çe³itlemidir.

Tan�m 4.1.8. Y ⊆ Pn alt kümesi üzerinde s�f�r de§erini alan homojen polinomlar�n

üretti§i

I(Y ) = 〈f ∈ S | ∀ [P ] ∈ Y için f(P ) = 0, f homojen〉

homojen idealdir ve bu ideale Y 'nin s�f�rlayan ideali denir [25, Önerme 4, s. 380].

V bir projektif çe³itlem olmak üzere S/I(V ), N-dereceli halkad�r ve V projektif çe³it-

lemin homojen koordinat halkas� denir. K[V ] ile gösterilir: K[V ] =
⊕
d∈N

(Sd/I(V )d).

Tan�m 4.1.9. V = V (I) bir projektif çe³itlem olmak üzere I homojen idealinin Kn+1

a�n uzay�nda tan�mlad�§� V̂ = V (I) a�n çe³itlemine V projektif çe³itlemin a�n konisi

denir. V̂ a�n çe³itlemi

V = (V̂ \ {0})/ ∼= {[p] | p ∈ V̂ \ {0}}
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e³itli§ini sa§lar ve iki çe³itlemin koordinat halkalar� ayn�d�r K[V ] = K[V̂ ].

Rasyonel Fonksiyonlar: S polinom halkas�n�n bir i dereceli homojen polinomu

ile projektif çe³itlem tan�mlan�r, fakat Pn projektif uzay�nda veya herhangi bir alt

kümesinde bir fonksiyon tan�mlamaz. Çünkü projektif uzay�n�n bir noktas�n�n homojen

koordinatlar�nda farkl� de§er al�r:

[p0 : · · · : pn] = [λp0 : · · · : λpn] =⇒ f(p0, . . . , pn) 6= (f(λp0, . . . , λpn) = λif(p0, . . . , pn)).

Fakat f, g ∈ Si olmak üzere f/g fonksiyonu Pn uzay�nda iyi tan�ml� olmasa bile baz�

aç�k kümelerinde iyi tan�ml�d�r ve geleneksel olarak Pn projektif uzay�nda rasyonel

fonksiyon olarak adland�r�l�r:

{f/g | f, g ∈ K[x1, . . . , xr] | g 6= 0 ve der(f) = der(g)} ⊆ K(x1, . . . , xr)

Benzer ³ekilde V projektif çe³itlemin koordinat halkas�n�n elemanlar� V üzerinde bir

fonksiyon vermez. V üzerinde geleneksel olarak bir rasyonel fonksiyon koordinat hal-

kas�n�n dereceleri e³it olan iki polinomunun bölümü ile tan�mlan�r. V indirgenemez

bir projektif çe³itlem ve K(V̂ )0, K(V̂ ) cisminin 0 dereceli elemanlar�n�n kümesi olmak

üzere

K(V ) = {f/g ∈ K(V̂ ) | f, g ∈ K[V̂ ] = K[V ], g 6= 0 ve der(f) = der(g)} = K(V̂ )0

V projektif çe³itleminin rasyonel fonksiyonlar cismidir. K(V ) cismindeki fonksiyonlar

V kümesinin alt kümelerinde tan�ml� fonksiyonlard�r. �imdi noktada ve yar� projektif

çe³itlem üzerinde tan�ml� olan fonksiyonlar� verelim. Bu tan�m� a�n uzaya benzer ³ekilde

iki farkl� yol ile verece§iz, iki tan�mda elde edilen düzenli fonksiyon halkalar� birbirine

izomorftur [30, Teorem 3.4(b)].

Tan�m 4.1.10. V bir indirgenemez projektif çe³itlem ve p ∈ V olmak üzere

OV,p = {f̄/ḡ ∈ K(V ) | g(p) 6= 0}

kümesi K(V ) cisminin alt halkas�d�r ve bu halkan�n elemanlar�na p noktas�nda düzenli

fonksiyon denir. U ⊆ V alt kümesinin her noktas�nda düzenli olan fonksiyona U
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üzerinde düzenli denir. Bu fonksiyonlar�n olu³turdu§u halka O(U) biçiminde gösterilir.

Tan�m 4.1.11. U bir yar� projektif çe³itlem ve p ∈ U olsun. Bu takdirde

∀p′ ∈ Up için φ(p′) =
f(p′)

g(p′)
, der(f) = der(g), g(p′) 6= 0

olacak ³ekilde f, g ∈ S polinomlar� ve p ∈ Up ⊆ U aç�k kümesi varsa φ : U → K

fonksiyonu p ∈ U noktas�nda düzenlidir denir. E§er U kümesinin her noktas� için φ

düzenli ise φ fonksiyonuna U kümesinde düzenli denir.

Teorem 4.1.12. [30, Teorem 3.4(a)]Bir indirgenemez projektif çe³itlem üzerinde ta-

n�ml� düzenli fonksiyonlar sadece sabit fonksiyonlard�r, yani O(V ) = K.

A�n uzayda mor�zm tan�m� a�n ve yar� a�n çe³itlemler aras�nda verilmi³ti. �imdi

bu tan�m daha genelle³tirilerek a�n uzay ile projektif uzay ili³kilendirilecektir.

Tan�m 4.1.13. V1, V2 bir çe³itlem (a�n çe³itlem, yar� a�n çe³itlem, projektif çe³itlem,

yar� projektif çe³itlem) olsun. φ : V1 → V2 fonksiyonu a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa

mor�zm denir:

(i) φ süreklidir.

(ii) Her U ⊆ V2 aç�k kümesi için f ∈ O(U) ise f ◦ φ ∈ O(φ−1(U)) olmal�d�r.

φ birebir, örten ve φ, φ−1 mor�zm ise φ fonksiyonuna izomor�zm denir. Önerme

2.2.11 ve Önerme 2.2.13, V1 bir çe³itlem iken de geçerlidir:

Önerme 4.1.14. [30, Lemma 3.6] V1 çe³itlem ve V2 ⊆ Kr bir a�n çe³itlem olsun.

φ : V1 → V2 mor�zm olmas� için gerek ve yeter ³art her i ∈ [r] için xi ◦ φ ∈ O(V1)

olmas�d�r, burada xi, i. koordinat fonksiyonudur.

Önerme 4.1.15. [30, Önerme 3.5] V1 çe³itlem ve V2 ⊆ Kr bir a�n çe³itlem olmak

üzere a³ag�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) φ : V1 → V2 bir mor�zm ise her f ∈ K[V2] için φ∗ : K[V2]→ O(V1), φ∗(f) = f ◦φ

³eklinde tan�mlanan fonksiyon K-cebir homomor�zmas�d�r.

(ii) V1, V2 kümelerinin izomorf olmas� için gerek ve yeter ko³ul O(V1), K[V2] halka-

lar�n�n izomor�k K-cebiri olmas�d�r.

45



A�n Parçalar: Pn projektif uzay a�n uzaylar�n birle³imidir. Her i = 0, . . . , n için

Ui = Pn \ V (xi) = {[p0 : p1 : · · · : pn] | pi 6= 0}

olmak üzere

Pn =
k⋃
i=1

Ui.

Ayr�ca her i = 0, . . . , n için

φi : Ui → Kn, [p0 : p1 : · · · : pn] 7→
(
p0

pi
, . . . ,

pi−1

pi
,
pi+1

pi
, . . . ,

pn
pi

)

dönü³ümü izomor�zmdir [30, Önerme 3.3]. Dolay�s�yla her Ui kümesi Kn a�n uzay�na

izomorftur. Ui kümesinin koordinat halkas� yani üzerinde tan�ml� olan düzenli fonksi-

yonlar halkas�

K[Ui] = (K[x0, . . . , xn]xi)0 = K
[
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

]
.

V = V (f1, . . . , fk) ⊆ Pn bir projektif çe³itlem olsun. �imdi bir projektif çe³itlemin

a�n aç�k örtüsünden bahsedelim. Her

V ∩Ui = V

(
f1

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
, 1,

xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
, . . . , fk

(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
, 1,

xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

))

kümesi bir a�n çe³itleme izomorftur: Her j ∈ [k] için

gj(y1, . . . , yn) = fj(y1, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yn) ∈ K[y1, . . . , yn]

olmak üzere φi(V ∩ Ui) = V (g1, . . . , gk) ⊆ Kn. Ayr�ca bu kümeler V projektif çe³itle-

mini örter:

V =
k⋃
i=0

(V ∩ Ui).

V ∩Ui kümesine V projektif çe³itleminin a�n parças� denir. Bir V ∩Ui a�n parças�n�n

üzerinde tan�ml� düzenli fonksiyonlar halkas�

K[V ∩ Ui] ' (K[V ]xi)0 ' (K[x0, . . . , xn]xi)0/(I(V )xi)0
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[34, Lemma 2.0.3].

Örnek 4.1.16. V = V (x0x2 − x2
1) ⊂ P3 projektif çe³itlemini

U0 = P3 \ V (x0), U1 = Pn \ V (x1), U2 = P3 \ V (x2)

olmak üzere

V0 = (V ∩ U0), V1 = (V ∩ U1), V2 = (V ∩ U2), V3 = (V ∩ U3)

kümeleri örter. Bu kümeler, izomorf oldu§u a�n çe³itlemler ile a³a§�da verilmi³tir.

V0 '
{(

p1

p0
, p1

2

p0
2 ,

p3

p0

)
| p0 6= 0

}
= V (y2 − y1

2) ' K2

[p0 : p1 : p2 : p3] −−→
φ0

(
p1

p0
, p1

2

p0
2 ,

p3

p0

)

V2 '
{(

p1

p2
, p1

2

p2
2 ,

p3

p2

)
| p2 6= 0

}
= V (y2 − y1

2) ' K2

[p0 : p1 : p2 : p3] −−→
φ2

(
p1

p2
,
p2

1

p2
2
, p3

p2

)
V3 '

{(
p0

p3
, p1

p3
, p2

p3

)
| p3 6= 0

}
= V (y1y3 − y2

2) ⊂ K3

[p0 : p1 : p2 : p3] −−→
φ2

(
p0

p3
, p1

p3
, p2

p3

) .

Son olarak

V1 = V2 ∩ V0

oldu§undan ötürü V = V0 ∪ V2 ∪ V3. Di§er yandan a�n parçalar�n koordinat halkalar�

a³a§�da verilmi³tir:

K[V0] = K
[
x1

x0

,
x2

x0

,
x3

x0

]
/

〈
x2

x0

− x1
2

x0
2

〉
' K

[
x1

x0

,
x3

x0

]
,
x2

x0

7→ x2
1

x2
0

K[V2] = K
[
x0

x2

,
x1

x2

,
x3

x2

]
/

〈
x0

x2

− x1
2

x2
2

〉
' K

[
x1

x2

,
x3

x2

]
,
x0

x2

7→ x1
2

x2
2

K[V3] = K
[
x0

x3

,
x1

x3

,
x2

x3

]
/

〈
x0

x3

x2

x3

− x2
1

x2
3

〉
.

Projektif Uzaylar�n Kartezyen Çarp�m�: Kr,Kn iki a�n uzay�n Kr × Kn kar-

tezyen çarp�m� Kr+n a�n uzay� olarak tan�mland�§� için Kr × Kn çarp�m�nda çe³itlem

tan�mlarken de bir zorluk yoktur. Pn projektif uzayda S = K[x0, x1, . . . , xn] polinom
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halkas�n� de§i³kenlerin derecesi 1 olmak üzere her d ∈ N için Sd grubunu d toplam de-

receli monomlar�n üretti§i vektör uzay� alarak N-dereceli halka olarak kabul etmi³tik.

Pn×Pn′ iki tane projektif uzay�n çarp�m�nda ise N2-dereceli K[x0, x1, . . . , xn, y0, . . . , y
′
n]

polinom halkas� ile çal�³aca§�z öyle ki

derN2(x0) = derN2(x1) = · · · = derN2(xn) = (1, 0)

derN2(y0) = derN2(y1) = · · · = derN2(y′n) = (0, 1).

Projektif uzaya benzer ³ekilde Pn×Pn′ uzay�nda homojen polinomlar çe³itlem tan�mlar

ve çe³itlemlerin idealleri K[x0, x1, . . . , xn, y0, . . . , y
′
n] polinom halkas�nda homojendir.

Projektif Simitli Çe³itlemler: (K∗)n yar� aç�k a�n çe³itlemine izomorf projektif

çe³itleme n-boyutlu projektif simit denir. Pn projektif uzay�

TPn = Pn \ V (x0x1 . . . xn) = {[p0 : · · · : pn] | p0p1 . . . pn 6= 0}

= {[1 : t1 · · · : tn] | t1, . . . , tn ∈ K∗} ' (K∗)n

simitini içerir. Projektif uzay�n tan�m� gere§ince

TPn = (K∗)n+1/{(λ, λ, . . . , λ) | λ ∈ K∗}

³eklinde yaz�l�r. Sonuç olarak TPn simitinin karakter grubu

MTPn = {(m0,m1, . . . ,mn) ∈ Zn+1 |
n∑
i=0

mi = 0} ' Zn

kafesine izomorftur:

MTPn ' {χ : TPn → K∗ | χmor�zm ve grup homomor�zmas�}

(m0,m1, . . . ,mn) 7−→ χm([p0 : · · · : pn]) = xm(p0, . . . , pn) = pm0
0 · · · pmnn

Di§er yandan bir parametreli alt gruplar grubu da Zn+1/Z(1, 1, . . . , 1) ' Zn kafesine

izomorftur:

Zn+1/Z(1, 1, . . . , 1) ' {λ : K∗ → TPn | λmor�zm ve grup homomor�zmas�}

(u0, u1, . . . , un) + Z(1, 1, . . . , 1) 7−→ λu(t) = (tu1 , . . . , tun)
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A�n simitli çe³itlem tan�m� projektif uzaya benzer ³ekilde uyarlanabilir:

Tan�m 4.1.17. Bir V indirgenemez projektif çe³itlemi a³a§�daki özellikleri sa§larsa

projektif simitli çe³itlem denir.

� V simitli çe³itlemi bir TPn simiti içerir.

� K�s�tlan�³� TPn simitinin çarpma i³lemi olacak ³ekilde bir TPn × V → V cebirsel

etki vard�r.

Örnek 4.1.18. Pn projektif uzay� projektif simitli çe³itlemdir.

1. TPn ⊂ Pn simitini içerir.

2. ϕ : TPn × Pn → Pn, φ([1 : t1 : · · · : tn], [p0 : · · · : pn]) = [p0 : p1t1 : · · · : pntn]

dönü³ümü cebirsel etkidir.

Bölüm 3.2'de verilen φA dönü³ümünü hat�rlayal�m: BirM karakter kafesli T a�n simiti

için A = {m1,m2, . . . ,mr} ⊂M olmak üzere

φA : T → (K∗)r

t 7→ (χm1(t), . . . , χmr(t))

φA ile π : (K∗)r → TPr−1 dönü³ümlerinin bile³ke fonksiyonu ile projektif simitli çe³it-

lemler elde edilir.

Önerme 4.1.19. π ◦ φA dönü³ümününün görüntü kümesinin Pr−1 projektif uzayda

Zariski kapan�³�n� XA ile gösterelim. XA projektif simitli çe³itlemdir ve simitinin kafesi

Z′A kafesidir:

Z′A =

{
r∑
i=1

zimi |
r∑
i=1

zi = 0

}
.

π ◦ φA : T
φA−−→ (K∗)r π−−→ TPr−1 ⊂ Pr−1

t 7→ (χm1(t), . . . , χmr(t)) 7→ [χm1(t) : · · · : χmr(t)]

�imdi XA projektif simitli çe³itleminin X̂A a�n konisi ile YA a�n simitli çe³itleminin

ili³kisini verelim:

Önerme 4.1.20. Yukar�da verilen gösterimlere göre a³a§�daki ifadeler e³de§erdir:
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(i) X̂A = YA.

(ii) ILA = I(XA).

(iii) ILA kafes ideali homojendir.

(iv) 〈m1,u〉 = 〈m2,u〉 = · · · = 〈mr,u〉 = k olacak ³ekilde u ∈ N ve k ∈ N vard�r.

M = Zs kafesi için yukar�daki önermede verilen son ³art A = [m1 m2 · · ·mr] mat-

risinin Q üzerinden sat�r uzay�n�n (1, 1, . . . , 1) ∈ Zr eleman�n� içermesi ile denktir.

Örnek 4.1.21.

A =

2 1 0

0 1 2


matrisi için

π ◦ φA : (K∗)2 → TP2 ⊂ P2

(t1, t2) 7→ [t21 : t1t2 : t22]

dönü³ümünün tan�mlad�§� XA projektif simitli çe³itlemini bulal�m: I(YA) = ILA =

〈x1x3−x2
2〉 ⊂ K[x1, x1, x3] ideali homojendir ve Önerme 4.1.20 gere§ince XA = V (x1x3−

x2
2).

Örnek 4.1.22. A = [0 1 2 3] için I(YA) = ILA = 〈x3 − x2
2, x4 − x2x3〉 ideali homojen

olmad�§�ndan ötürü ILA 6= I(XA).

A′ =

0 1 2 3

1 1 1 1


olmak üzere XA = XA′, çünkü π(φA(K∗)) = π(φ′A((K∗)2)). Di§er yandan A′ matrisinin

sat�r uzay� (1, 1, 1, 1) eleman�n� ihtiva etti§i için ILA′ = 〈x1x3−x2
2, x

2
1x4−x3

2〉 = I(X ′A) =

I(XA) ve XA = V (x1x3 − x2
2, x

2
1x4 − x3

2).

Örnekte verilen matrise (1, 1, 1, 1) sat�r� ilave edilerek Önerme 4.1.20'de verilen ³art-

lar sa§lanm�³t�r, böylece XA projektif çe³itleminin s�f�rlayan ideali hesaplanm�³t�r. Bu

durumM = Zs kafesinin her alt kümesinde geçerlidir, yani verilen A = [m1 m2 · · ·mr]

matrisine (1, 1, . . . , 1) sat�r�n� ekleyerek elde etti§imiz matris A′ olmak üzere XA = XA′

ve I(XA) = I(YA′).
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Örnek 4.1.23.

A =

0 1 0

0 0 1


matrisinin tan�mlad�§� projektif simitli çe³itlem P2 projektif uzay�d�r, çünkü I(XA) =

I(YA′) = {0} ⊂ K[x1, x2, x3]. Benzer ³ekilde her i ∈ [r] için ei ∈ Zr olmak üzere

A = [0 e1 · · · er] ∈Mr×r(Z) matrisi için XA = Pr.

Son olarak a³a§�daki önerme ile verilenM kafesinin bir A = {m1,m2, . . . ,mr} ⊂M

alt kümesi için XA projektif simitli çe³itlemin a�n parçalar�, yani XA∩Ui yar� projektif

çe³itlemi izomor�zm arac�l�§�yla belirlenecektir.

Önerme 4.1.24. Ai = A−mi = {mj −mi | j 6= i} ve Si = NAi olmak üzere

XA ∩ Ui ' YAi = Specm(K[Si]) ⊂ Kr−1.

4.2 A�n Çe³itlemleri Yap�³t�rma

Projektif çe³itlemlerin a�n çe³itlemlere izomorf aç�k kümelerin birle³imi ³eklinde yaz�la-

bilece§ini son kesimde görmü³tük. Benzer bir yol ile sonlu a�n çe³itlemlerden projektif

çe³itlem veya a�n çe³itlem olmayan soyut çe³itlemler elde edilir. Böylece daha genel si-

mitli çe³itlemler in³a edilir. �imdi sonlu a�n çe³itlemler arac�l�§�yla genel bir çe³itlemin

in³as�n� verelim.

V1, . . . , Vr a�n çe³itlemleri ve i 6= j olmak üzere her i, j ∈ [r] için Vij ⊆ Vi aç�k

kümeleri verilsin. Her Vij, Vji aç�k kümeleri üzerinde tan�mlanan gij : Vij → Vji izomor-

�zmalar� a³a§�daki özellikleri sa§las�n:

(i) gij = g−1
ji .

(ii) Her i, j, k için gij(Vij ∩ Vik) = Vji ∩ Vjk.

(iii) Her i, j, k için Vij ∩ Vik kümesi üzerinde gij = gkj ◦ gik.

V1, . . . , Vr a�n çe³itlemlerinin ayr�k birle³imi üzerinde

p ∼ p′ ⇐⇒ p = p′ veya ∃ gij 3 p′ = gij(p)

tan�mlanan ba§�nt� denklik ba§�nt�s�d�r. X =
r⊔
i=1

Vi/ ∼ bölüm kümesine Çe³itlem

denir.
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A�n çe³itlemleri yap�³t�rarak elde edilen çe³itlemler projektif ve a�n uzaylar ile

birlikte ele al�nmay�nca soyut kalacakt�r. A³a§�da verilen örnekler tan�m� daha iyi an-

lamam�z� sa§layacakt�r.

Örnek 4.2.1. P2 = {[p0 : p1 : p2] | pi ∈ K} projektif uzay�n a�n parçalar� ve bu

parçalar�n izomorf oldu§u a�n çe³itlemler a³a§�da verilmi³tir:

U0 = {[p0 : p1 : p2] = [1 : p1/p0 : p2/p0] | p0 6= 0}
φ0' W0 = {(p1/p0, p2/p0) | p0 6= 0} = K2

U1 = {[p0 : p1 : p2] = [p0/p1 : 1 : p2/p1] | p1 6= 0}
φ1' W1 = {(p0/p1, p2/p1) | p1 6= 0} = K2

U2 = {[p0 : p1 : p2] = [p0/p2 : p1/p2 : 1] | p2 6= 0}
φ2' W2 = {(p0/p2, p1/p2) | p2 6= 0} = K2

1.W01,W10 kümeleriW0 veW1 a�n çe³itlemlerinin s�ras�yla temel aç�k kümeleridir:

W01 = (W0)y1 = {(p1/p0, p2/p0) | p0, p1 6= 0} ⊂ W0,

W10 = (W1)y1 = {(p0/p1, p2/p1) | p1, p0 6= 0} ⊂ W1.

W01, W10 temel aç�k kümeleri üzerinde tan�mlanan

g01 : W01 → W10, (p1/p0, p2/p0) 7→ (p0/p1, p2/p1)

g10 : W10 → W01, (p0/p1, p2/p1) 7→ (p1/p0, p2/p0)

dönü³ümleri izomor�zmad�r ve g01 = g−1
10 .

2. Benzer ³ekilde W0 ve W2 a�n çe³itlemlerinin s�ras�yla

W02 = (W0)y2 = {(p1/p0, p2/p0) | p0, p2 6= 0} ⊂ W0,

W20 = (W2)y1 = {(p0/p2, p1/p2) | p2, p0 6= 0} ⊂ W2

kümeleri temel aç�k kümeleridir ve

g02 : W02 → W20, (p1/p0, p2/p0) 7→ (p0/p2, p1/p2)

g20 : W20 → W02, (p0/p2, p1/p2) 7→ (p1/p0, p2/p0)
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dönü³ümleri izomor�zmad�r, ayr�ca g02 = g−1
20 .

3. Son olarak

W12 = (W1)y2 = {(p0/p1, p2/p1) | p1, p2 6= 0} ⊂ W1,

W21 = (W2)y2 = {(p0/p2, p1/p2) | p2, p1 6= 0} ⊂ W2

olmak üzere

g12 : W12 → W21, (p0/p1, p2/p1) 7→ (p0/p2, p1/p2)

g21 : W21 → W12, (p0/p2, p1/p2) 7→ (p0/p1, p2/p1)

dönü³ümleri izomor�zmad�r ve g12 = g−1
21 .

� W01, W10 temel a�n aç�k kümeleri U0 ∩ U1 kümesine izomorftur:

g01 : W01 ' U0 ∩ U1 ' W10

(p1/p0, p2/p0) 7−−→
φ−1

0

[p0 : p1 : p2] −−→
φ1

(p0/p1, p2/p1)

i 6= j olmak üzere her i, j için de Wij ' Ui ∩ Uj denkli§i benzer ³ekilde gösterilir.

� Her Wi a�n parças�n�n temel aç�k kümelerinin kesi³imi izomorftur:

W01 ∩W02 ' W10 ∩W12 ' W20 ∩W21 ' U0 ∩ U1 ∩ U2.

� W01 ∩W02 kümesi üzerinde g01 = g21 ◦ g02, g02 = g12 ◦ g02.

W10 ∩W12 kümesi üzerinde g10 = g20 ◦ g12, g12 = g02 ◦ g10.

W20 ∩W21 kümesi üzerinde g20 = g10 ◦ g21, g21 = g01 ◦ g20.

Bu izomor�zmalar çe³itlem tan�m�nda istenilen ³artlar� sa§lar. Sonuç olarak W0 =

W1 = W2 = K2 a�n uzaylar�

g01 : K∗ ×K→ K∗ ×K, (y1, y2) 7→ (1/y1, y2/y1), g10 = g−1
01 = g01

g02 : K×K∗ → K∗ ×K, (y1, y2) 7→ (1/y2, y1/y2), g20 = g−1
02 , g20(y1, y2) = (y2/y1, 1/y1)

g12 : K×K∗ → K×K∗, (y1, y2) 7→ (y1/y2, 1/y2), g21 = g−1
12 = g12
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izomor�zmas� ile yap�³t�r�l�rsa P2 uzay� elde edilir:

W0 tW1 tW2 = {(1, y1, y2), (y1, 1, y2), (y1, y2, 1) | y1, y2 ∈ K}

kümesinde

∀ y1, y2 ∈ K∗ ×K için (1, y1, y2) ∼ (1/y1, 1, y2/y1)

∀ y1, y2 ∈ K×K∗ için (1, y1, y2) ∼ (1/y2, y1/y2, 1)

∀ y1, y2 ∈ K×K∗ için (y1, 1, y2) ∼ (y1/y2, 1/y2, 1)

denklik ba§�nt�s�n�n ayr�k denklik s�n��ar�n�n kümesi

W0 tW1 tW2/ ∼= {(1, y1, y2) | y1, y2 ∈ K} ∪ {(0, 1, y2) | y2 ∈ K} ∪ {(0, 0, 1)}

³eklindedir ve bu kümenin P2 projektif uzay�n�

P2 = {[1 : y1 : y2] | y1, y2 ∈ K} ∪ {[0 : 1 : y2] | y2 ∈ K} ∪ {[0 : 0 : 1]}

verdi§i a³ikard�r.

Örnek 4.2.2. (A§�rl�kl� Projektif Uzay) ebob(w0, w1, . . . , wn) = 1 olmak üzere w0, w1, . . . , wn

pozitif tam say�lar� verilsin. Kn+1 \ {0} uzay�nda tan�mlanan

p ∼ p′ ⇐⇒ ∃λ ∈ K∗, 3 p′ = (λw0 , . . . , λw1)p

denklik ba§�nt�s�n�n denklik s�n��ar�n�n kümesine n-boyutlu A§�rl�kl� Projektif Uzay

denir ve P(w0, . . . , w1) ile gösterilir:

P(w0, . . . , w1) = Kn+1 \ {0}/ ∼ .

P(1, . . . , 1) a§�rl� projektif uzay� Pn projektif uzay�d�r. P(w0, . . . , w1) a§�rl�kl� projektif

uzay�n dereceli polinom halkas� her xi de§i³keninin derecesi wi olmak üzere N-dereceli

S = K[x0, x1, . . . , xn] polinom halkas�d�r. Bu takdirde xa monomunun derecesi

derN(xa) = a0w0 + · · ·+ anwn
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e³itli§i ile verilir. f homojen polinom ise f = 0 a§�rl�kl� projektif uzayda iyi tan�ml�-

d�r, dolay�s�yla homojen idealler ile çe³itlem tan�mlayabiliriz. �imdi P(1, 1, 2) a§�rl�kl�

projektif uzay�n�n çe³itlem oldu§unu gösterelim. Projektif uzaya benzer ³ekilde a§�rl�kl�

projektif uzay� da a�n çe³itleme izomorf a�n parçalar�n birle³imi ³eklinde yazabiliriz:

U0 = {[p0 : p1 : p2] | p0 6= 0}
φ0' W0 = {(p1/p0, p2/p

2
0) | p0 6= 0} = K2

U1 = {[p0 : p1 : p2] | p1 6= 0}
φ1' W1 = {(p0/p1, p2/p

2
1) | p1 6= 0} = K2

U2 = {[p0 : p1 : p2]|p2 6= 0}
φ2' W2 = {(p2

0/p2, p0p1/p2, p
2
1/p2)|p2 6= 0} = V (y1y3−y2

2) ⊂ K3

olmak üzere P(1, 1, 2) = U0 ∪ U1 ∪ U2. W0,W1,W2 kümelerinin a�n aç�k kümeleri

W01 = (W0)y1 = K∗ ×K, W02 = (W0)y2 = K×K∗ ⊂ W0,

W10 = (W1)y1 = K∗ ×K, W12 = (W1)y2 = K×K∗ ⊂ W1,

W20 = (W2)y1 = V (y1y3 − y2
2)y1 , W21 = (W1)y3 = V (y1y3 − y2

2)y3 ⊂ W2

aras�nda a³a§�daki tan�mlanan dönü³ümler izomor�zmdir ve çe³itlem tan�m�ndaki ³art-

lar sa§lan�r:

g01 : W01 → W10, (y1, y2) 7→ (1/y1, y2/y
2
1), g10 : W10 → W01, g10 = g01

g02 : W02 → W20, (y1, y2) 7→ (1/y2, y1/y2, y
2
1/y2), g02 : W20 → W02, (y1, y2, y3) 7→ (y2/y1, 1/y1)

g12 : W12 → W21, (y1, y2) 7→ (y2
1/y2, y1/y2, 1/y2), g21 : W21 → W12, (y1, y2, y3) 7→, (y1/y2, 1/y3).

Yukar�daki izomor�zmler ile W0,W1,W2 a�n çe³itlemlerinin yap�³t�r�lmas� ile P(1, 1, 2)

a§�rl�kl� uzay elde edilir.

Örnek 4.2.3. X = P1 × K2 kartezyen çarp�m� çe³itlemdir. U0, U1 a�n parçalar�n�n

birle³imidir öyle ki

U0 = {([1 : p1/p0] : p2, p3) | p0 6= 0}'W0 = {(p1/p0, p2, p3) | p0 6= 0} = K3

U1 = {([p0/p1 : 1], p2, p3) | p1 6= 0}
φ1' W1 = {(p0/p1, p2, p3) | p1 6= 0} = K3.
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W0, W1 a�n çe³itlemleri

g01 : W01 → W10, (y1, y2, y3) 7→ (1/y1, y2, y3), g10 : W10 → W01, g10 = g01

izomor�zmas� ile yap�³t�r�larak X çe³itlemi elde edilir.

�imdi çe³itlemler üzerinde baz� tan�mlar� verelim. Her i ∈ [r] için hi : Vi → X, p 7→

[p] dönü³ümleri tan�mlans�n. X =
r⊔
i=1

Vi/ ∼ üzerinde bölüm topolojisi ile bölüm uzay�n�

olu³turabiliriz. U ⊆ X alt kümesi aç�k olmas� için gerek ve yeter ko³ul her i ∈ [r] için

h−1
i (U) ⊆ Vi aç�k olmas�d�r. O halde

Ui = {[p] ∈ X | p ∈ Vi}

kümesi X bölüm uzay�n�n aç�k kümesidir, çünkü hi homomor�zmas� ile Vi aç�k küme-

sine izomorftur. Y ⊆ X kapal� alt kümelerine X çe³itleminin altçe³itlemleri denir. X

çe³itlemi iki öz altçe³itlemlerinin birle³imine e³it de§ilse indirgenemez denir.

Tan�m 4.2.4. X =
r⊔
i=1

Vi/ ∼ çe³itlemi ve U ⊆ X aç�k kümesi verilsin. Her φ ◦

hi : h−1
i (U) → K dönü³ümü düzenli ise φ : U → K dönü³ümüne U kümesi üzerinde

düzenlidir denir.

Bir indirgenemez projektif ve a�n çe³itlemin rasyonel fonksiyonlar cisminin fonksi-

yonlar� çe³itlemin tamam�nda tan�ml� de§ildir, aç�k kümelerinde tan�ml� rasyonel fonk-

siyonlar� içerir. Bu X çe³itlemi için a³a§�daki tan�m ile genellenir.

Tan�m 4.2.5. X indirgenmez çe³itlemi ve U1, U2 ⊂ X aç�k kümeleri verilsin. φ1 :

U1 → K, φ2 : U2 → K düzenli fonksiyonlar olmak üzere

φ1 ∼ φ2 ⇐⇒ ∃U ⊆ U1 ∩ U2 aç�k 3 φ1|U = φ2|U

ba§�nt�s� denklik ba§�nt�s�d�r.

K(X) = {φ : U → K | φ düzenli, U ⊆ X aç�k} ∼

denklik s�n��ar�n�n kümesine X çe³itleminin rasyonel fonksiyonlar cismi denir.

Tan�m 4.2.6. X indirgenemez çe³itlemi ve p noktas� verilsin. p noktas�n�n bir aç�k
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kom³ulu§unda düzenli, K(X) cisminin her eleman�na p noktas�nda düzenli bir fonk-

siyon denir, bu takdirde

OX,p = {φ : Up → K | φ düzenli, p ∈ Up ⊆ X aç�k}/ ∼

p noktas�nda düzenli fonksiyonlar�n halkas�d�r.

Son olarak a�n çe³itlemler için tan�mlad�§�m�z normallik tan�m�n� çe³itlemler için

verelim.

Tan�m 4.2.7. X çe³itlemi indirgenmez ve her p noktas� için OX,p halkas� normal ise

X çe³itlemine normal denir.

A³a§�daki önermede bir çe³itlemin normalli§inin a�n parçalar�n�n normalli§i ile ili³-

kili oldu§u ifade edilmi³tir.

Önerme 4.2.8. [34, Önerme 3.0.12] X =
r⊔
i=1

Vi/ ∼ çe³itleminin normal olmas� için

gerek ve yeter ³art Vi a�n çe³itlemlerinin normal olmas�d�r.

4.3 Fanlar ve Simitli Çe³itlemler

Bu kesimin 2 temel ö§esi fanlar ve simitli çe³itlemlerdir. �lk olarak bu ö§eler tan�mla-

nacak, sonra bir fana kar³�l�k gelen simitli çe³itlem in³a edilecektir.

Tan�m 4.3.1. Bir X indirgenmez çe³itlemi a³a§�da verilen özellikleri sa§larsa simitli

çe³itlem denir.

� X çe³itlemi bir T simiti içerir.

� K�s�tlan�³� T simitinin çarpma i³lemi olacak ³ekilde bir ϕ : T ×X → X cebirsel

etki vard�r, yani ϕ bir mor�zmdir ve X üzerindeki T simitinin grup etkisidir.

Tan�m 4.3.2. Σ, NR vektör uzay�nda sonlu say�da konilerin kümesi olsun. Σ kümesi

a³a§�da verilen özellikleri sa§las�n.

1. Her σ ∈ Σ güçlü rasyonel çokyüzlü bir konidir.

2. σ ∈ Σ ise σ konisinin her yüzü de Σ kümesinin eleman�d�r.

3. σ, σ′ ∈ Σ ise σ ∩ σ′ ≺ σ, σ′ olur.
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Bu takdirde Σ kümesine NR vektör uzay�nda fan denir. Σ fan�ndaki k-boyutlu koniler

Σ(k) ile gösterilir.

Bu bölümde fanlar ile çe³itlemleri ili³kilendirece§iz. Bir fana kar³�l�k gelen çe³itlem,

fandaki konilere kar³�l�k gelen a�n simitli çe³itlemlerin yap�³t�r�lmas� ile elde edilir. Fan

a�n simitli çe³itlemlerin nas�l yap�³t�r�laca§�n� da tarif eder. �imdi bir Σ fan�n�n bir

çe³itlem olu³turabilece§ini gösterelim:

1. Önerme 3.4.14 gere§ince Σ fan�ndaki her σ1 güçlü konisi bir normal simitli a�n

çe³itlem verir: Uσ1 = Specm(K[Sσ1 ]).

2. Her σ1, σ2 ∈ Σ konileri ortak yüzü τ = σ1 ∩ σ2 boyunca kesi³ti§i için en az bir

m = σ1
∨ ∩ (−σ2)∨ ∩M eleman� vard�r öyle ki

σ1 ∩Hm = τ = σ2 ∩Hm.

Sτ = Sσ1 + Z{−m} = Sσ2 + Z{m}

e³itlikleri sa§lan�r [34, Lemma 1.2.13].

3. Önerme 3.5.7 ile Uσ1 , Uσ2 a�n çe³itlemlerinin temel aç�k kümeleri (Uσ1)χm , (Uσ2)χ−m

Uτ a�n simitli çe³itlemine izomorftur:

(Uσ1)χm

gσ1' Uτ
gσ2' (Uσ2)χ−m .

4. Her σ1, σ2 ∈ Σ için Uσ1 , Uσ2 a�n simitli çe³itlemleri (Uσ1)χm , (Uσ2)χ−m temel a�n

aç�k kümeleri boyunca

gσ1σ2 : (Uσ1)χm → (Uσ2)χ−m , gσ1σ2 = gσ2 ◦ gσ1

izomor�zmas� ile yap�³t�r�labilir, çünkü çe³itlem tan�m�ndaki ³artlar sa§lan�r. Bu çe³it-

lemi XΣ ile gösterelim.

Teorem 4.3.3. Σ, NR vektör uzay�nda bir fan olmak üzere XΣ çe³itlemi normal simitli

çe³itlemdir ve simiti T olmak üzere T ' TN = N ⊗Z K∗. Üstelik bütün normal simitli

çe³itlemler bu ³ekilde ortaya ç�kar, yani her normal simitli çe³itlem bir fan ile belirlenir.
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Örnek 4.3.4. NR = R vektör uzay�n�n içerdi§i rasyonel güçlü koniler

σ0 = Koni(e1), σ1 = Koni(e1), τ = {0}.

Bu sebeple R vektör uzay�nda 4 tane fan vard�r:

Σ1 = {τ}

Σ2 = {σ0, τ}

Σ3 = {σ1, τ}

Σ4 = {σ0, σ1, τ}

Bu fanlara kar³�l�k gelen simitli çe³itlemleri bulal�m.

1. τ∨ = Koni(e1,−e1)→ K[x±]→ XΣ1 = Uτ = V (x1x2 − 1) ' K∗.

2. σ0
∨ = Koni(e1)→ K[x]→ Uσ0 = K. XΣ2 ' Uσ0 = K olur, çünkü τ ⊂ σ1.

3. σ1
∨ = Koni(−e1) → K[x−1] → Uσ1 = K. Benzer ³ekilde τ ⊂ σ1 oldu§undan

XΣ3 ' K.

4. σ0, σ1 konilerinin ortak yüzü σ0 ∩ σ1 = τ konisidir ve Sτ = Sσ0 + Z{e1} =

Sσ1 + Z{−e1}. x−1 = y olmak üzere Uσ0 ' K ' Uσ1 a�n çe³itlemleri

g∗12 : K[y]y ' K[x]x, y 7→ x−1

g12 : (Uσ0)x = K∗ → (Uσ1)y = K∗, g12(p) = 1/p

izomor�zmas� ile yap�³t�r�l�rsa XΣ2 simitli çe³itlemi elde edilir:

Uσ0 t Uσ1 = {(1, p), (p, 1) | p ∈ K}

kümesinde

∀ p ∈ K∗ için (1, p) ∼ (1/p, 1)

denklik ba§�nt�s�n�n ayr�k denklik s�n��ar�n�n kümesi

XΣ2 = Uσ0 t Uσ1/ ∼= {(1, p) | p ∈ K} ∪ {(0, 1)}
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³eklindedir ve P1 projektif uzay�

P1 = {[1 : p] | p ∈ K} ∪ {[0 : 1]}

verir. Bu çe³itlem ve P1 projektif uzay�n a�n parçalar� ve izomor�zmalar� ayn�d�r,

dolay�s�yla XΣ2 ' P1.

P1 projektif uzay�na kar³�l�k gelen fan

Örnek 4.3.5. Σ = {σ0, σ1, σ2, ρ0, ρ1, ρ2, τ = {0}} kümesi R2 vektör uzay�nda bir fan-

d�r. Σ fan� ve bu fandaki konilerin dual konileri kafes noktalar� ile a³a§�da verilmi³tir:

(a) Σ ⊂ R2 (b) σ0
∨, σ1

∨, σ2
∨

Σ fan�n�na kar³�l�k gelen XΣ simitli çe³itlemi

Uσ0 = Specm(K[Sσ0
]) = Specm(K[N{e1, e2}]) = Specm(K[x1, x2]) ' K2

Uσ1 = Specm(K[Sσ1
]) = Specm(K[N{−e1, e2 − e1}]) = Specm(K[x−1

1 , x2x
−1
1 ]) ' K2

Uσ2 = Specm(K[Sσ2
]) = Specm(K[N{−e2, e1 − e2}]) = Specm(K[x−1

2 , x1x
−1
2 ]) ' K2

a�n çe³itlemleri ile örtülür. Bu a�n çe³itlemler a³a§�da verilen izomor�zmlar ile ya-

p�³t�r�larak XΣ simitli çe³itlemi elde edilir: y = x−1
1 , z = x2x

−1
1 , v = x1x

−1
2 , w = x−1

2

olsun.
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1. σ0, σ1 konilerinin ortak yüzü σ0 ∩ σ1 = ρ1 konisidir ve Sρ1 = Sσ0 + Z{−e1} =

Sσ1 + Z{e1}. Bu sebeple Uσ0 , Uσ1 a�n simitli çe³itlemleri

(Uσ0)x1 ' K∗ ×K, (Uσ1)y ' K∗ ×K

a�n aç�klar� boyunca

g∗01 : K[y, z]y ' K[x1, x2]x1 , y 7→ x−1
1 , z 7→ x2x

−1
1

g01 : (Uσ0)x2 ' (Uσ1)y, (p1, p2) 7→ (1/p1, p2/p1)

izomor�zmi ile yap�³t�r�l�r.

2. σ1, σ2 konilerinin ortak yüzü σ1∩σ2 = ρ2 konisidir ve Sρ2 = Sσ1 +Z{−(e2−e1)} =

Sσ2 + Z{e2 − e1}. Bu sebeple Uσ0 , Uσ2 a�n simitli çe³itlemleri

(Uσ1)z ' K×K∗, (Uσ2)v ' K×K∗

a�n aç�klar� boyunca

g∗12 : K[w, v]v ' K[y, z]z, w 7→ yz−1 v 7→ z−1

g12 : (Uσ1)z ' (Uσ2)v, (p1, p2) 7→ (p1/p2, 1/p2)

izomor�zmi ile yap�³t�r�l�r.

3. σ0, σ2 konilerinin ortak yüzü σ0 ∩ σ2 = ρ0 konisidir ve Sρ0 = Sσ0 + Z{−e2} =

Sσ1 + Z{e2}. Bu sebeple Uσ0 , Uσ2 a�n simitli çe³itlemleri

(Uσ0)x2 ' K×K∗, (Uσ2)w ' K∗ ×K

a�n aç�klar� boyunca

g∗02 : K[w, v]w ' K[x1, x2]x2 , w 7→ x−1
2 , v 7→ x1x

−1
2

g02 : (Uσ0)x2 ' (Uσ2)w, (p1, p2) 7→ (1/p2, p1/p2)

izomor�zmi ile yap�³t�r�l�r. Örnek 4.2.1'de P2 projektif uzay�n a�n çe³itlemlerin yap�³-
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t�r�lmas� ile elde edildi§ini vermi³tik. XΣ simitli çe³itlemin a�n çe³itlemleri ve yap�³t�-

r�ld�§� izomor�zmler P2 projektif uzay� ile ayn�d�r, dolay�s�yla XΣ ' P2. Genel olarak

dü³ünürsek N = Zn ve Σ, NR = Rn vektör uzay�nda

{e0 = −e1 − e2 − · · · − en, e1, . . . , en} ⊂ N

alt kümesinin tüm özalt kümelerinin üretti§i konilerden olu³an fan olsun. i ∈ {0, 1, . . . , n}

olmak üzere

σi = Koni(e0, e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en)

fandaki maksimum boyutlu (n-boyutlu) konilerdir. Dual konileri ve kar³�l�k gelen a�n

simitli çe³itlemler a³a§�da verilmi³tir:

σ0
∨ = Koni(e1, . . . , en), Uσ0 = Specm(K[x1, x2, . . . , xn]) ' Kn

σi
∨ = Koni(e1 − ei, e2 − ei, . . . ,−ei, . . . , en − ei), i 6= 0

Uσi = Specm(K[x1x
−1
i , . . . , x−1

i , . . . , xnx
−1
i ]) ' Kn.

Σ fan�n�n tan�mlad�§� izomor�zmler ile bu a�n simitli çe³itlemler yap�³t�r�larak Pn pro-

jektif uzay� elde edilir.

Örnek 4.3.6. NR = R2 vektör uzay�nda Σ = {σ0, σ1, σ2, ρ0, ρ1, ρ2, τ = {0}} fan�na

kar³�l�k gelen simitli çe³itlemin P(1, 1, 2) a§�rl�kl� projektif uzay oldu§unu gösterelim: Σ

fan� ve bu fandaki konilerin dual konileri kafes noktalar� ile a³a§�da verilmi³tir:

(a) Σ ⊂ R2
(b) σ0

∨, σ1
∨, σ2

∨
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XΣ simitli çe³itleminin a�n parçalar� y = x−1
1 , z = x2x

−1
1 , w = x−1

2 , v = x1x
−1
2

olmak üzere

Uσ0 = Specm(K[x1, x2]) ' K2

Uσ1 = Specm(K[x−1
1 , x2x

−2
1 ]) = Specm(K[y, z]) ' K2

Uσ2 = Specm(K[x−1
2 , x2

1x
−1
2 , x1x

−1
2 ]) = Specm(K[v, w, w2v−1])

a�n simitli çe³itlemleridir. Uσ2 ' V (y1y3 − y2
1) ⊂ K3, çünkü

φ∗ : K[y1, y2, y3]→ K[v, w, w2v−1], y1 7→ v, y2 7→ w, y3 7→ w2v−1

K-cebir homomor�zmas�d�r ve çekirde§i 〈y1y3 − y2
1〉 idealidir. Uσ0 , Uσ1 , Uσ2 a�n simitli

çe³itlemleri Σ fan�n�n tan�mlad�§� a³a§�daki izomor�zmler ile yap�³t�r�l�r.

1. σ0, σ1 konilerinin ortak yüzü σ0 ∩ σ1 = ρ1 konisidir ve Sρ1 = Sσ0 + Z{−e1} =

Sσ1 + Z{e1}. Bu sebeple Uσ0 , Uσ1 a�n simitli çe³itlemleri

(Uσ0)x1 ' K∗ ×K, (Uσ1)y ' K∗ ×K

a�n aç�klar� boyunca

g∗01 : K[y, z]y ' K[x1, x2]x1 , y 7→ x−1
1 , z 7→ x2x

−1
1

g01 : (Uσ0)x2 ' (Uσ1)y, (p1, p2) 7→ (1/p1, p2/p1)

izomor�zmi ile yap�³t�r�l�r.

2. σ1, σ2 konilerinin ortak yüzü σ1 ∩ σ2 = ρ2 konisidir ve Sρ2 = Sσ1 + Z{−(e2 −

2e1)} = Sσ2 + Z{e2 − 2e1}. Bu sebeple Uσ0 , Uσ2 a�n simitli çe³itlemleri

(Uσ1)z ' K×K∗, (Uσ2)y3 ' V (y1y3 − y2
1)y3

a�n aç�klar� boyunca

g∗12 : K[w, v, v2w−1]v2w−1 ' K[y, z]z, w 7→ y2z−1, v 7→ z−1y, v2w−1 7→ z−1

g12 : (Uσ1)z ' (Uσ2)y3 , (p1, p2) 7→ (p2
1/p2, p1/p2, 1/p2)
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izomor�zmi ile yap�³t�r�l�r.

3. σ0, σ2 konilerinin ortak yüzü σ0 ∩ σ2 = ρ0 konisidir ve Sρ0 = Sσ0 + Z{−e2} =

Sσ1 + Z{e2}. Bu sebeple Uσ0 , Uσ2 a�n simitli çe³itlemleri

(Uσ0)x2 ' K×K∗, (Uσ2)y1 ' V (y1y3 − y2
1)y1

a�n aç�klar� boyunca

g∗02 : K[w, v, v2w−1]w ' K[x1, x2]x2 , w 7→ x−1
2 , v 7→ x1x

−1
2 , v2w−1 7→ x2

1x
−1
2

g02 : (Uσ0)x2 ' (Uσ2)y1 , (p1, p2) 7→ (1/p2, p1/p2, p
2
1/p2)

izomor�zmi ile yap�³t�r�l�r. Örnek 4.2.2 ile XΣ ' P(1, 1, 2) oldu§u aç�kt�r.

Σ fan�n�n özelliklerinden faydalan�larak tan�mlad�§� XΣ simitli çe³itleminin özellik-

lerini daha kolay bir ³ekilde ö§renebiliriz. Teorem 4.3.8 tan�m olarak kabul edilecektir.

Tan�m 4.3.7. Σ, NR vektör uzay�nda bir fan olsun.

1. E§er
⋃
σ∈Σ σ = NR ise Σ fan�na tam denir.

2. Her σ ∈ Σ simpleksel (düzgün) ise Σ fan�na simpleksel (düzgün) denir.

Teorem 4.3.8. Σ, NR vektör uzay�nda bir fan olsun. Bu durumda

(i) XΣ simitli çe³itlemi tamd�r ⇐⇒ Σ fan� tamd�r.

(ii) XΣ simitli çe³itlemi düzgündür ⇐⇒ Σ fan� düzgündür.

(iii) XΣ simitli çe³itlemi simplekseldir ⇐⇒ Σ fan� simplekseldir.

4.4 Asal Bölenler

Tan�m 4.4.1. X indirgenemez çe³itlemi ve D ⊂ X indirgenemez alt çe³itlemi verilsin.

E§er boyD = boyX − 1 ise D çe³itlemine asal bölen denir.

Asal bölen tan�m�n� a�n uzayda yorumlayal�m. V indirgenemez a�n çe³itlem ve D

bir asal böleni olsun. D çe³itlemini bir I ⊂ S = K[x1, . . . , xr] asal ideali tan�mlar:

D = V (I). Di§er yandan

ht I + boyD = r
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ht I(V ) + boy V = r

e³itliklerinden dolay� ht I = ht I(V )+1. Sonuç olarak V a�n çe³itleminin asal bölenleri

ile S polinom halkas�n�n yüksekli§i ht I(V ) + 1 olan I(V ) idealini içeren asal idealleri

(veya K[V ] koordinat halkas�n�n yüksekli§i 1 olan asal idealleri) aras�nda birebir ve

örten ili³ki vard�r. Özel olarak V = Kr al�rsak S polinom halkas�n�n yüksekli§i 1 olan

idealleri Kr a�n uzay�n�n asal bölenlerini tan�mlar.

Tan�m 4.4.2. X indirgenemez çe³itleminin asal bölenleri taraf�ndan üretilen serbest

grubunu Div(X) ile gösterelim. Div(X) grubunun her eleman�na X çe³itleminin Weil

böleni denir:

Div(X) =

{∑
i

ziDi |Di ⊂ X asal bölen, zi ∈ Z

}
.

�imdi Div(X) grubunun bir alt kümesini rasyonel fonksiyonlar arac�l�§�yla tan�m-

layaca§�z. X indirgenemez normal bir çe³itlem, D bir asal böleni olsun. X çe³itleminin

bir f 6= 0 rasyonel fonksiyonunun D üzerinde s�f�rlama mertebesi vD(f) ile gösterilir.

E§er vD(f) > 0 (veya vD(f) < 0) ise f fonksiyonu D boyunca vD(f) (veya |vD(f)|) katl�

köke (veya kutba) sahip denir. vD(f) sonlu say�da asal bölenler hariç s�f�r de§erini

al�r. Bu gösterimler alt�nda a³a§�daki tan�mlar� verelim:

Tan�m 4.4.3. f ∈ K(X)∗ rasyonel fonksiyonunun böleni

div(f) =
∑
D⊂X

vD(f)D

³eklinde tan�mlan�r. div(f) bir Weil bölendir, yani div(f) ∈ Div(X). Bir Weil bölen

div(f) formunda ise esas bölen denir, bütün esas bölenlerin kümesi Div0(X) ile gös-

terilir:

Div0(X) = {div(f) | f ∈ K(X)∗} ⊂ Div(X).

Verilen f, g ∈ K(X)∗ için div(fg) = div(f)+div(g) ve div(f−1) = −div(f). Böylece

Div0(X), Div(X) grubunun alt grubudur.

Örnek 4.4.4. P projektif uzayda f(x1, x2) = x1

x2

(
x1−x2

x2

)2

rasyonel fonksiyonu verilsin.
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P projektif uzay�n asal bölenleri tek elemanl� alt kümeleridir ve

vD(f) =



2, D = D1

1, D = D2

−3, D = D3

0, D /∈ D1, D2, D3

, burada D1 = {[1 : 1]}, D2 = {[1 : 0]}, D3 = {[0 : 1]}. Bu takdirde

div(f) = 2D1 +D2 − 3D3 ∈ Div0(P).

Örnek 4.4.5. X = P2 projektif uzay�n�n f =
(x2

1+x2
2−x2

3)2

x3
1x2

rasyonel fonksiyonunun böle-

nini bulal�m: D1 = V (x2
1 + x2

2 − x2
3), D2 = V (x1), D3 = V (x2) olmak üzere

vD(f) =


2, D = D1

−3, D = D2

−1, D = D3

.

Böylece div(f) = 2D1 − 3D2 −D3 ∈ Div0(P).

Önerme 4.4.6. [30, Önerme 1.12.A] R bir Noetherian halkas� olsun. R'nin tek türlü

çarpanlara ay�rma bölgesi olmas� için gerek ve yeter ³art 1 boyutlu her idealinin esas

ideal olmas�d�r.

Önerme 4.4.7. [30, Önerme 1.13] D, Kr a�n uzayda asal bölen olmas� için ve gerek

ve yeter ³art bir f ∈ S indirgenemez polinomu için D = V (f) ³eklinde yaz�lmal�d�r.

Örnek 4.4.8. Yukar�da verilen önerme sonucunda Kr a�n uzay�n�n her asal böleni bir

f ∈ S indirgenemez polinomu için V (f) formundad�r. Bu sebepten her i ∈ [k], j ∈ [k′]

için fi, gj ∈ S polinomlar� indirgenemez olmak üzere

φ =
fn1

1 · · · f
nk
k

gz11 · · · f
z′k
k
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rasyonel fonksiyonunun böleni

div(φ) = n1V (f1) + · · ·+ nkV (fk)− z1V (g1)− · · · − z′kV (g′k) ∈ Div0(Kr).

Tan�m 4.4.9. X indirgenemez normal çe³itlemi verilsin.

(i) D,D′ ⊂ X asal bölenlerinin fark� esas bölen ise iki asal bölen lineer denktir

denir ve D ∼ D′ ile gösterilir: ∃f ∈ K(X)∗ içinD −D′ = div(f)⇒ D ∼ D′.

(ii) Cl(X) = Div(X)/Div0(X) grubuna X çe³itleminin bölüm grubu denir.

Örnek 4.4.10. D, Kr a�n uzay�n�n bir asal böleni olsun: Bir f ∈ S indirgenemez

polinomu için D = V (f). f polinomunun böleni

div(f) = vD(f)D = D

oldu§undan her asal bölen esas bölendir. Bu sebepten Cl(X) = ∅.

A³a§�da verilen teorem örnekteki durumu genel olarak ifade etmi³tir.

Teorem 4.4.11. R tek türlü çarpanlara ay�rma bölgesi ve X = Specm(R) olsun. Bu

takdirde Cl(X) = ∅.

Örnek 4.4.12. X = (K∗)r simiti için Cl(X) = ∅, çünkü

K[(K∗)r] = K[x±1 , . . . , x
±
r ] = K[x1, . . . , xr]x1···xr

ve tek türlü çarpanlara ay�rma bölgesinin yerelle³tirilmesi de tek türlü çarpanlara ay�rma

bölgesidir.

Simitli çe³itlemler üzerinde simitin cebirsel etkisi oldu§undan, bu etki alt�nda sa-

bit asal bölenler kullan�larak simitin karakterlerinin bölenleri tan�mlanm�³t�r. NR '

Rn vektör uzay�ndaki Σ fan�n�n tan�mlad�§� simitli çe³itlem XΣ olsun. Bu takdirde

boyXΣ = n'dir. XΣ simitli çe³itlemi ve D asal böleni verilsin. XΣ simitli çe³itlemi-

nin simiti T olmak üzere DT = D ise D asal bölenine T -sabit asal bölen denir.

Σ fan�n�n her 1-boyutlu konisi (�³�n�) XΣ simitli çe³itleminin T grubunun etkisinde

bir dimX − 1-boyutlu yörüngesine kar³�l�k gelir. Her ρ ∈ Σ(1) �³�n� için kar³�l�k gelen
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dimX−1-boyutlu yörüngenin Zariski kapan�³� bir sabit asal bölendir ve Dρ ile gösteri-

lir. T simitinin karakter grubu M kafesine izomorf olsun. T simiti aç�k bir küme ve her

m ∈M için χm karakteri T üzerinde rasyonel fonksiyon oldu§u için χm ∈ K(XΣ). Σ fa-

n�ndaki her ρ �³�n�n�n ilkel üreteci vρ ile gösterilir. Bu gösterimleri kullanarak a³a§�daki

önermeyi verelim.

Önerme 4.4.13. XΣ simitli çe³itleminin simitinin herhangi bir karakteri χm olsun.

(i) vDρ(χ
m) = 〈m,vρ〉.

(ii) div(χm) =
∑

ρ∈Σ(1)

〈m,vρ〉Dρ

Her
∑

ρ∈Σ(1)

zρDρ toplam� XΣ simitli çe³itleminin Weil bölenidir, ayr�ca her sabit Weil

böleni bu formdad�r. Böylece

DivTN (XΣ) =

 ∑
ρ∈Σ(1)

zρDρ | zρ ∈ Z

 ∈ Div(XΣ)

kümesi XΣ simitli çe³itleminin TN -sabit Weil bölenlerinin grubudur.

Teorem 4.4.14. Birinci dönü³üm m 7→ div(χm) ve ikinci dönü³üm
∑

ρ∈Σ(1)

zρDρ 7→

[
∑

ρ∈Σ(1)

zρDρ] olmak üzere

M // DivT (XΣ) // Cl(XΣ) // 0

dizisi tamd�r. Ayr�ca a³a§�da verilen dizinin tam dizi olmas� için gerek ve yeter ³art

{vρ | ρ ∈ Σ(1)} kümesinin NR vektör uzay�n� üretmesidir:

0 //M // DivT (XΣ) // Cl(XΣ) // 0 .

Sonuç 4.4.15. Cl(XΣ) sonlu üretilmi³ de§i³meli bir gruptur.

Her ρi ∈ Σ(1) �³�n�na paralel olan T -sabit asal bölen Di ile gösterilir.

Örnek 4.4.16. σ = Koni(2e1 − e2, e2) ⊂ R2 olmak üzere Uσ = V (x1x2 − x3) a�n

simitli çe³itlemi, σ konisi ve bütün yüzlerinden olu³an

Σ = {σ, τ = {0}, ρ1 = Koni(2e1 − e2), ρ2 = Koni(e2)}
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fan�na kar³�l�k gelir. T ⊂ Uσ simitinin karakter grubu ZSσ = Z2 kafesine izomorf

oldu§undan Teorem 4.4.14 gere§i

m
φ7−→ 〈m, 2e1 − e2〉D1 + 〈m, e2〉D2 = (2m1 −m2)D1 +m2D2

D1z1 +D2z2
β7−→ [D1z1 +D2z2]

olmak üzere

0 // Z2 φ // DivTN (Uσ)
β // Cl(Uσ) // 0

tam dizidir. Bu durumda β örten olup Cl(Uσ) = Gör(β) = {z1[D1] + z2[D2] | zi ∈ Z}.

Her m ∈ Z2 için div(χm) = (2m1 − m2)D1 + m2D2 ∈ Gör(φ) ve Gör(φ) = Çek(β).

Dolay�s�yla Cl(Uσ) kümesinde 2[D2], [D2]− [D1] elemanlar� s�f�ra e³ittir ve

Cl(Uσ) = {0 = 2[D1], [D1]} ' Z/2Z.

Örnek 4.4.17. XΣ = Pn olmak üzere Σ fan�n�n �³�nlar�n�n ilkel üreteçleri

e0 = −e1 − e2 − · · · − en, e1, . . . , en ∈ Zn = N

vektörleridir.Bu takdirde M = Zn ve

m
φ7−→ (−m1 −m2 − · · · −mn)D0 +m1D1 + · · ·+mnDn

D0z0 + · · ·+Dnzn
β7−→ [D0z0 +Dnzn]

olmak üzere

0 // Zn φ // DivTN (Pn)
β // Cl(Pn) // 0

tam dizidir. Bu tam diziden Cl(Pn) = Gör(β), yani Cl(Pn) bölüm grubu [D0], . . . , [Dn]

elemanlar�n�n üretti§i de§i³meli gruptur. Di§er yandan her i ∈ [n] için div(χei) =

−D0 + Di ∈ Gör(φ) = Çek(β) olup, Cl(Pn) bölüm grubunda [D0] = [Di] e³itli§i mev-

cuttur. O halde

Cl(Pn) = {[D0]z0 | z0 ∈ Z} ' Z
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D0z0 + · · ·Dnzn
β7−→ [D0(z0 + · · ·+ zn)].

Sonuç olarak yukar�da verilen tam dizi φ = [e0 · · · en]T β = [1 1 · · · 1] olmak üzere

0 // Zn φ // Zn+1 β // Z // 0 .

ile temsil edilebilir.

Yukar�da verilen örneklerde Teorem 4.4.14 ile normal simitli çe³itlemlerin bölüm

grubu hesaplanm�³t�r. Bu hesaplama daha kolay hale getirilebilir. T , XΣ simitli çe³it-

leminin simiti olsun. T ' N ⊗Z K∗ ' (K∗)n oldu§undan, T simitinin bir parametreli

alt gruplar grubu ve karakter grubu Zn kafesine izomorftur. Σ fan�n�n �³�nlar�n�n ilkel

üreteçleri v1, . . . ,vr ∈ Zn olsun öyle ki bu vektörler Rn vektör uzay�n� üretsin. Bu

durumda Teorem 4.4.14 ile A ' Cl(X) olmak üzere

0 // Zn φ // Zr β //A // 0 .

dizisi tamd�r, burada φ matrisinin sat�rlar� Σ fan�n�n �³�nlar�n�n ilkel üretecidir: φ =

[v1 · · ·vr]T . Bu tam dizi gere§inceA grubu φmatrisinin e³ çekirde§idir:A = Zr/Gör(φ).

φ matrisinin Smith Normal formu hesaplanarakA grubu ve β matrisi bulunur. φ matri-

sinin Smith normal formu D = kö³egen[d1, . . . , dn, 0, . . . , 0] olmak üzere P ∈Mr×r(Z),

K ∈ Mn×n(Z) unimodüler matrisleri(det(P ) = ±1, det(K) = ±1) mevcuttur öyle ki

D = PφK. Böylece

Zr/Gör(φ) ' Z/d1Z⊕ Z/d2Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ⊕ Zr−n.

Ayr�ca varsayal�m ki Zr/Gör(φ) grubunun s�f�rlayan eleman� olmas�n. Bu takdirde

Zr/Gör(φ) ' Zr−n olup Cl(X) ' Zr−n. Zr/Gör(φ) grubunun s�f�rlayan eleman� ol-

mad�§�ndan Teorem 3.2.11 gere§i Gör(φ) kafesi doygundur ve sat�rlar� P matrisinin

son r − n sat�r� olan (r − n)× r alt matrisinin Z-çekirde§i Gör(φ) kafesine e³ittir. Bu

takdirde Gör(φ) = Çek(β) oldu§undan P matrisinin son r − n sat�r� olan (r − n) × r

alt matrisi β matrisi olarak seçilebilir [36].

Örnek 4.4.18. P1 × P1 kartezyen çarp�m� a³a§�da ³ekilde verilen Σ fan�na kar³�l�k

gelen simitli çe³itlemdir.
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�ekil 7: Σ ⊂ R2

Bu durumda Teorem 4.4.14 ile A ' Cl(X) olmak üzere

0 // Z4 φ // Z2 β //A // 0

dizisi tamd�r, burada φ matrisinin sat�rlar� Σ fan�n�n �³�nlar�n�n ilkel üretecidir:

φ =

1 0 −1 0

0 1 0 −1

T .
Bu tam dizi gere§i A grubu φ matrisinin e³ çekirde§idir: A = Z4/Gör(φ). φ matrisinin

Smith Normal formu hesaplanarak A grubu ve β matrisi bulunur. φ matrisinin Smith

Normal formunu Macaulay2 program� ile hesaplamak için smithNormalForm Phi ko-

mutu kullan�l�r: D = PφK, burada

D =


1 0

0 1

0 0

0 0

 , P =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

 , K =

−1 0

0 −1

 .

O halde A = Z2 ve β =

 1 0 1 0

0 1 0 1

 .
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4.5 Bölüm Temsili

Pn projektif uzay�n Kn+1 \ {0} kümesinin

p ∼ p′ ⇐⇒ ∃λ ∈ K∗ 3 p′ = λp

denklik ba§�nt�s�na göre bölüm kümesi ³eklinde tan�mland�§�n� hat�rlayal�m. Pn pro-

jektif uzay bir grubun yörüngeleri ³eklinde de ifade edilebilir:

G = {(λ, λ, . . . , λ) | λ ∈ K∗}

grubu Kn+1 \ {0} kümesine

G×Kn+1 \ {0} → Kn+1 \ {0}

((λ, λ, . . . , λ),p) 7→ (λp1, . . . , λpn+1)

ile etkir ve G'nin Kn+1 \ {0}'deki yörüngelerinin birle³imi Pn uzay�n� verir:

Pn = (Kn+1 \ {0})/G.

Projektif uzaya benzer ³ekilde daha genel simitli çe³itlemler de bu ³ekilde ifade edi-

lebilir. Bu alt bölümde verilen daha genel bir normal simitli çe³itlemin bölüm temsili

verilecektir.

Σ, NR vektör uzay�nda bir fan olmak üzere Σ fan�n�n �³�nlar� ρ1, . . . , ρr ∈ NR,

v1, . . . ,vr ∈ N ilkel vektörleriyle üretilsin. E§er {v1, . . . ,vr} kümesi NR vektör uzay�n�

üretiyorsa Teorem 4.4.14 gere§i

m
φ7−→ (〈m,v1〉, . . . , 〈m,vr〉)

z
β7−→ [z1D1 + · · ·+ zrDr]

olmak üzere a³a§�daki dizi tamd�r.

P : 0 //M
φ // Zr β // Cl(XΣ) // 0 . (1)
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Bu diziye HomZ( ,K∗) faktörü uygulanarak a³a§�daki dizi elde edilir:

P∗ : 1 // HomZ(Cl(XΣ),K∗) // HomZ(Zr,K∗) // HomZ(M,K∗) // 1 (2)

K∗ bölünebilir (divisible) bir grup oldu§undan injektif Z-modüldür [38, Lemma 3.9,

s. 195]. Böylece [38, Önerme 4.6, s. 202] gere§i P∗ dual dizisi bir tam dizidir. Di§er

yandan

HomZ(M,K∗) ' TN

HomZ(Zr,K∗) ' (K∗)r

denklikleri mevcuttur. G ' HomZ(Cl(XΣ),K∗) olmak üzere P∗ tam dizisinden

1 // G // (K∗)r // TN // 1

tam dizisi elde edilir. Bu takdirde {e1, . . . , en} kümesiM kafesi için bir baz olmak üzere

G = {t = (t1, . . . , tr) ∈ (K∗)r | ∀m ∈M için t〈m,v1〉
1 t

〈m,v2〉
2 · · · t〈m,vr〉

r = 1}

= {t = (t1, . . . , tr) ∈ (K∗)r | ∀ i ∈ [n] için t〈ei,v1〉
1 t

〈ei,v2〉
2 · · · t〈ei,vr〉r = 1}

³eklinde tan�mlan�r ve

TN ' (K∗)r/G.

Böylece XΣ simitli çe³itleminin simiti bölüm grubu ile ifade edilir. Bu alt bölümde

yukar�da verilen notasyonlar kullan�lacakt�r.

Örnek 4.5.1. Pn projektif uzay�na kar³�l�k gelen Σ fan�n�n �³�nlar�n�n ilkel üreteçleri

e0 = −e1 − e2 − · · · − en, e1, . . . , en ∈ Zn ' N

vektörleridir ve {e1, . . . en} kümesi Zn 'M kafesinin bir baz�d�r. Bu takdirde

G = {t = (t0, . . . , tn) | ∀m ∈ Zn için t〈m,e0〉
0 t

〈m,e1〉
1 · · · t〈m,en〉

r = 1}

= {t = (t0, . . . , tn) | ∀m ∈ Zn için t−m1−···−mn
0 tm1

1 · · · tmnn = 1}.

Dolay�s�yla m vektörünü e1, . . . , en ∈ Zn al�rsak t−1
0 t1 = · · · = t−1

0 tn = 1 elde edilir ve
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buradan

G = {(λ, λ, . . . , λ) | λ ∈ K∗} ⊂ (K∗)r.

Pn projektif uzay�n�n simitinin bölüm temsili G grubu ile tan�mlan�r.

Yukar�da verilen örnekte tam diziler arac�l�§�yla projektif uzay�n simitini G grubu

arac�l�§�yla ifade edilmi³tir. Di§er yandan Pn projektif uzay�n G'nin Kn+1 \ {0}'deki

yörüngelerinin birle³imi oldu§unu hat�rlayal�m. Benzer ³ekilde herhangi normal simitli

çe³itlemin simitinin bölüm temsili simitli çe³itlemin tamam� için geni³letilebilir. �imdi

bu genelle³tirilmeyi vermek için baz� notasyon ve tan�mlar verilecektir.

Tan�m 4.5.2. XΣ simitli çe³itlemi verilsin. Her ρi ∈ Σ(1) �³�n� için xi bir de§i³ken

olmak üzere

S = K[x1, . . . , xr]

polinom halkas�na XΣ simitli çe³itleminin homojen koordinat halkas� denir.

Σ fan�nda σ konisi verilsin. σ konisi Σ fan�ndaki ba³ka bir koninin özalt kümesi de-

§ilse Σ fan�n�n maksimal konisi denir. Σ fan�n�n maksimal konilerinin kümesi Σmax ⊂

Σ ile gösterilir.

Tan�m 4.5.3. XΣ simitli çe³itlemi verilsin. Her bir σ ∈ Σ konisi için S polinom

halkas�nda

xσ̂ =
∏

ρi /∈σ(1)

xi

monomu tan�mlans�n, burada σ(1) = {ρ ∈ Σ(1) | ρ ⊂ σ}.

B(Σ) = 〈xσ̂ | σ ∈ Σmax〉 ⊂ S

monom idealine ba§�nt�s�z (irrelevant) ideal denir.

Teorem 4.5.4. NR vektör uzay� üzerinde Σ fan� ve XΣ simitli çe³itlemi verilsin. E§er

{v1, . . . ,vr} kümesi NR vektör uzay�n� üretiyorsa

XΣ ' (Kr \ V (B(Σ)))/G

olmas� için gerek ve yeter ko³ul XΣ simitli çe³itleminin simpleksel olmas�d�r.
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Teorem 4.5.4 gere§i her p ∈ Kr\V (B(Σ)) eleman� için G·p yörüngesi XΣ simpleksel

simitli çe³itleminde bir nokta verir, bu noktay� [p] = [p1 : p2 : · · · : pr] = G · p ile

gösterelim:

π : Kr \ V (B(Σ)) → XΣ

p 7→ [p]

G · p yörüngesinin elemanlar�na [p] ∈ XΣ noktas�n�n homojen koordinatlar� denir.

Örnek 4.5.5. XΣ = P1 × P1 olsun. Bu takdirde Örnek 4.4.18'den

φ =

1 0 −1 0

0 1 0 −1

T ve β =

1 0 1 0

0 1 0 1


olmak üzere

P : 0 // Z2 φ // Z4 β // Z2 // 0 ,

bir tam dizidir. π : (t1, . . . , t4)→ [t1t
−1
3 , t2t

−1
4 ] olmak üzere P dizisinin duali de

P∗ : 0 // G
i // (K∗)4 π // (K∗)2 // 0

tam dizidir. Buradan

G = Çek(π) = {(λ1, λ2, λ1, λ2) | λ1, λ2 ∈ K∗}.

Di§er yandan B(Σ) ⊂ K[x1, x2, x3, x4] ba§�nt�s�z idealinin üreteçleri

xσ̂0 =
∏

ρi /∈σ0(1)

xi = x3x4

xσ̂1 =
∏

ρi /∈σ1(1)

xi = x1x4

xσ̂2 =
∏

ρi /∈σ2(1)

xi = x1x2

xσ̂3 =
∏

ρi /∈σ3(1)

xi = x2x3
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monomlar�d�r ve

V (B(Σ)) = V (x3x4, x1x4, x1x2, x2x3) = V (x1, x3) ∪ V (x2, x4)

= ({(0, 0)} ×K2) ∪ (K2 × {(0, 0)}).

Σ fan�ndaki her koni simpleksel olup XΣ simplekseldir, dolay�s�yla Teorem 4.5.4 ile G

grubu K4 \ V (B(Σ)) kümesine

G×K4 \ {0} → K4 \ {0}

((λ1, λ2, λ1, λ2),p) 7→ (λ1p1, λ2p2, λ1p3, λ2p4)

ile etkir ve

P1 × P1 = (K4 \ V (B(Σ)))/G.

Örnek 4.5.6. w1, . . . , wn pozitif tam say�lar� verilsin.

{(−w1e1 − w2e2 − · · · − wnen), e1, . . . , en} ⊂ Zn

kümesinin özalt kümelerinin üretti§i konilerin olu³turdu§u fan Σ olsun. XΣ normal

simitli çe³itleminin bölüm temsilcisini bulal�m. Σ fan�n�n �³�nlar�n�n ilkel üreteçleri

v0 = −w1e1 − w2e2 − · · · − wnen,v1 = e1, . . . , . . . ,vn = en vektörleridir, dolay�s�yla

φ = [v0 v1 · · ·vn]T olup

P : 0 // Zn φ // Zn+1 β // Z // 0

tam dizidir. Bu tam dizinin duali de tam dizidir:

P∗ : 1 // G i // (K∗)n+1 π // (K∗)n // 1

öyle ki π : t 7→ (t−w1
0 t1, t

−w2
0 t2, . . . , t

−wn
0 tn). Bu tam dizilerden Cl(XΣ) ' A = Z ve

G = Çek(π) = {(t, tw1 , tw2 , . . . , twn) | t ∈ K∗} ' K∗

elde edilir. Σmax kümesi

σi = Koni(v0, . . . ,vi−1,vi+1, . . . ,vn), i ∈ {0, 1, . . . , n}
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konilerini içerir. O halde V (B(Σ)) = V (x0, x1, . . . , xn) = {0} e³itli§i elde edilir.

{v0,v1, . . . ,vn} ⊂ Zn kümesinin her özalt kümesinin elemanlar� R-lineer ba§�ms�z ol-

du§undan Σ fan� simplekseldir. Bu sebeple XΣ simplekseldir ve XΣ ' (Kn+1 \ {0})/G.

Sonuç olarak XΣ çe³itlemi

[p0 : p1 : · · · : pn] = G · (p0, . . . , pn) = {p0t, p1t
w1 , . . . , pnt

wn}

olmak üzere

XΣ = {[p0 : p1 : · · · : pn] | p 6= 0}

³eklinde ifade edilebilir. Bu küme P(1, w1, . . . , wn) a§�rl�kl� projektif uzay�n tan�m�n�

verir, bu yüzden XΣ ' P(1, w1, . . . , wn).

σ ⊂ NR n-boyutlu koni olmak üzere Uσ a�n simitli çe³itleminin simiti de bölüm

temsili ile ifade edilebilir.

Örnek 4.5.7. σ = Koni(2e1 − e2, e2) ⊂ R2 olmak üzere Uσ = V (x1x3 − x2
2) a�n

simitli çe³itlemi verilsin. Uσ a�n simitli çe³itleminin bölüm temsilini bulal�m. Örnek

4.4.16'dan Σ fan�n�n �³�nlar� ρ1 = Koni(2e1 − e2), ρ2 = Koni(e2) konileridir ve bu

konilerin ilkel üreteçleri v1 = 2e1 − e2 ve v2 = e2 vektörleridir. G çarp�msal grubu

sonludur:

G = {t = (t1, t2) | t〈e1,v1〉
1 t

〈e1,v2〉
2 = t

〈e2,v1〉
1 t

〈e2,v2〉
2 = 1}

= {t = (t1, t2) | t21 = t−1
1 t2 = 1} = {(1, 1), (−1,−1)} ⊂ (K∗)2.

Di§er yandan Σ fan�, Σmax ⊂ Σ alt kümesinin tek eleman� σ konisinin �³�nlar� hari-

cinde �³�n ihtiva etmedi§inden V (B(Σ)) = ∅. Bu takdirde Uσ ' K2/G.

Örnek 4.5.8. A³a§�da verilen Σ fan�na kar³�l�k gelen simitli çe³itlemi bölüm temsili

ile belirleyelim.
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�ekil 8: Σ ⊂ R2

R2 uzay�nda Σ fan�n�n ilkel �³�n üreteçleri v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (−1, `) ve

v4 = (0,−1) vektörleridir. u1 = (1, 0,−1, 0), u2 = (0, 1, `,−1) ve β =

1 0 1 `

0 1 0 1


olsun. φ = [u1 u2] ve π : t 7→ (t1t

−1
3 , t2t

`
3t
−1
4 ) olmak üzere a³a§�daki tam diziler mevcut-

tur:

P : 0 // Z2 φ // Z4 β //A // 0 ,

P∗ : 1 // G
i // (K∗)4 π // (K∗)2 // 1 .

Bu takdirde Cl(XΣ) ' A = Z2 ve

G = Çek(π) = {(t1, t2, t1, t`1t2) | t1, t2 ∈ K∗} ' (K∗)2.

Sonuç olarak, TX ' (K∗)2 ' (K∗)4/G kümesi XΣ simitli çe³itleminin simitidir. Ayr�ca

P tam dizisinden Lβ = Görφ = 〈u1,u2〉. �imdi K[x1, x2, x3, x4] polinom halkas�n�n

ba§�nt�s�z idealini bulal�m. B(Σ) ⊂ K[x1, x2, x3, x4] ba§�nt�s�z idealini

xσ̂0 = x3x4, xσ̂1 = x1x4, xσ̂2 = x1x2, xσ̂3 = x2x3

monomlar� üretir, o halde

V (B(Σ)) = V (x1x4, x1x2, x2x3, x3x4) = V (x1, x3) ∪ V (x2, x4)

= ({0} ×K× {0} ×K) ∪ (K× {0} ×K× {0}).
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Sonuç olarak

XΣ ' (K4 \ V (B(Σ)))/G.

XΣ normal simitli çe³itlemine Hirzebruch yüzey denir ve H̀ ile gösterilir. ` = 0 ise

H̀ = P1 × P1 olur.

4.6 Homojen Koordinatlar

Projektif ve a�n uzayda verilen çe³itlem tan�m� XΣ simpleksel simitli çe³itleme de uyar-

lanabilir. H̀ Hirzebruch yüzeyi için dü³ünelim: S = K[x1, x2, x3, x4] homojen polinom

halkas�n�n herhangi bir polinomu ile çe³itlem tan�mlanamaz, çünkü ayn� noktada farkl�

de§erler verebilir: K = C olmak üzere H2 yüzeyinde [1 : 1 : 1 : 1], [2 : 1 : 2 : 4] nok-

talar� e³ittir, çünkü (1, 1, 1, 1), (2, 1, 2, 4) noktalar� ayn� G-yörüngededir: (2, 1, 2, 4) ∈

G(1, 1, 1, 1) = G. Fakat f = x1x2 − x3x4 olmak üzere f(1, 1, 1, 1) 6= f(2, 1, 2, 4). Bu

problemi çözmek için projektif uzaya benzer ³ekilde dereceli halka ile çal�³mak gerek-

mektedir.

Σ, NR vektör uzay�nda bir fan olmak üzere Σ fan�n�n �³�nlar� ρ1, . . . , ρr ∈ NR,

v1, . . . ,vr ∈ N ilkel vektörleriyle üretilsin. E§er {v1, . . . ,vr} kümesi NR vektör uzay�n�

üretiyorsa Teorem 4.4.14 gere§i

m
φ7−→ (〈m,v1〉, . . . , 〈m,vr〉)

z
β7−→ [z1D1 + · · ·+ zrDr]

olmak üzere a³a§�daki dizi tamd�r.

P : 0 //M
φ // Zr β // Cl(XΣ) // 0 . (3)

XΣ simitli çe³itleminin S = K[x1, . . . , xr] koordinat halkas�nda her xi de§i³keninin

derecesi bu tam dizi ile tan�mlan�r. Her i ∈ [r] için xi de§i³keninin derecesi ei ∈ Zr

eleman�n�n β dönü³ümü alt�nda görüntüsü ile tan�mlan�r, yani der(xi) = βei = [Di].

Bu takdirde xa monomunun derecesi

der(xa) = βa = [D1a1 + · · ·+Drar]
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³eklindedir. Sonuç olarak

S =
⊕

α∈Cl(XΣ)

Sα,

Cl(XΣ)-dereceli bir halkad�r öyle ki Sα, derecesi α ∈ Cl(XΣ) olan monomlar�n üretti§i

vektör uzay�d�r.

Örnek 4.6.1. Örnek 4.5.8'den H̀ Hirzebruch yüzeyininin bölüm grubu Z2 kafesine izo-

morftur: Cl(H̀ ) ' Z2. Üstelik S = K[x1, x2, x3, x4] koordinat halkas�nda de§i³kenlerin

derecesi

derZ2(x1) = β(e1) = e1, derZ2(x3) = β(e3) = e1

derZ2(x2) = β(e2) = e2, derZ2(x4) = β(e4) = `e1 + e2.

olmak üzere S =
⊕
α∈Z2

Sα.

Örnek 4.6.2. P1 × P1 simitli çe³itleminin S = K[x1, x2, x3, x4] koordinat halkas� Z2-

dereceli bir halkad�r, çünkü Örnek 4.4.18'de Cl(P1 × P1) ' Z2. S polinom halkas�nda

xa monomunun derecesi β matrisi ile tan�mlan�r:

der(xa) = βa =

a1 + a3

a2 + a4

 .
α, β matrisinin sütunlar�n�n üretti§i a�n yar�grubunun bir eleman� de§ilse, yani α /∈

N{(1, 0), (0, 1)}, Sα vektör uzay� bo³ kümedir.

Örnek 4.6.3. Örnek 4.5.7'den σ = Koni(2e1 − e2, e2) ⊂ R2 olmak üzere Uσ =

V (x1x3 − x2
2) a�n simitli çe³itlemi için Uσ ' K2/G denkli§i vard�r, burada G =

{(1, 1), (−1,−1)} ⊂ (K∗)2. z
β7−→ [D1z1 +D2z2] olmak üzere a³a§�da verilen dizi tamd�r:

0 // Z2 φ // Z2 β // Cl(Uσ) // 0

Örnek 4.4.16'dan Uσ a�n simitli çe³ilemine kar³�l�k gelen Σ fan�n�n �³�nlar� 2 tanedir,

dolay�s�yla homojen polinom halkas�n�n 2 de§i³keni vard�r: S = K[x1, x2]. S homo-

jen koordinat halkas� Cl(Uσ)-dereceli ve de§i³kenlerin dereceleri der(x1) = β(e1) =

[D1], der(x2) = β(e2) = [D2] ³eklindedir. Üstelik Cl(Uσ) kümesinde 2[D2] = 0, [D2] −

[D1] = 0 oldu§undan der(x1) = β(e1) = der(x2) = β(e2) = [D2]. Sonuç olarak de§i³ken-

lerinin dereceleri 1̄ ∈ Z/2Z olmak üzere S =
⊕

α∈Z2
Sα polinom halkas� Z/2Z-dereceli
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bir halkad�r.

Örnek 4.6.3'de derecesi birim eleman olan homojen polinomlar�n vektör uzay� bo³-

tan farkl�d�r: S0̄ = K[x2
1, x1x2, x

2
2]. Di§er yandan yukar�da verdi§imiz di§er örneklerde

S(0,0) vektör uzay� sadece K cisminden olu³maktad�r. Bu durum farkl� yollar ile karak-

terize edilebilir.

A bir grup ve S polinom halkas� der(xi) = ai ∈ A = {a1, . . . , ar} ⊂ A olmak üzere

A-dereceli bir polinom halkas� olsun. E§er α /∈ NA ise Sα = ∅ olur. Ayr�ca Zr → A,

ei 7→ ai grup homomor�zmas�n�n çekirde§i LA kafesi olmak üzere S0 = K[LA∩Nr] [36].

Örnek 4.6.4. S = K[x1, x2, x3] halkas� A = Z⊕Z/2Z-dereceli olsun öyle ki der(x1) =

(1, 1̄), der(x2) = (−2, 1̄), der(x3) = (1, 0̄). LA ⊂ Z3 kafesinin ve LA ∩ N3 yar�grubu-

nun bir bazlar� s�ras�yla {(2, 0,−2), (−1, 1, 3)}, {(4, 2, 0), (1, 1, 1), (0, 2, 4)} kümeleridir.

Dolay�s�yla

S(0,0) = K[x4
1x

2
2, x1x2x3, x

2
2x

4
3]

olur.

Teorem 4.6.5. [36, Theorem 8.6] A bir grup ve S polinom halkas� der(xi) = ai ∈

A = {a1, . . . , ar} ⊂ A olmak üzere A-dereceli bir polinom halkas� olsun. A grubunun

birim eleman� 0 olmak üzere a³a§�daki ³artlar denktir.

(i) Her α ∈ A eleman� için Sα sonlu boyutlu K-vektör uzay�d�r.

(ii) Derecesi 0 olan polinomlar sadece sabit polinomlard�r.

(iii) Her ai ∈ A için Sai sonlu boyutlu K-vektör uzay�d�r.

(iv) LA ∩ Nn = {0}, yani LA kafesi pozitiftir.

(v) NA a�n yar�grubu güçlüdür (NA∩(−NA) = {0}) ve S polinom halkas�n�n derecesi

0 olan de§i³keni yoktur.

Tan�m 4.6.6. A bir de§i³meli serbest grup olmak üzere, S, A-dereceli polinom halkas�

Teorem 4.6.5'de verilen denk ³artlar� sa§larsa pozitif dereceli polinom halkas� denir.
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5 S�M�TL� ÇE��TLEMLER�N PARAMETR�K ALT

GRUPLARI

Σ, Rn vektör uzay�nda bir simpleksel tam fan olmak üzere Σ fan�n�n �³�nlar� ρ1, . . . , ρr ∈

Rn, v1, . . . ,vr ∈ Zn ilkel vektörleriyle üretilsin. Herhangi bir K cismi üzerinde Σ ⊂ Rn

fan�na kar³�l�k gelen X simitli çe³itlemi TX ' (K∗)n split simiti içersin. Varsayal�m ki

Cl(X) grubunun s�f�rlayan eleman� olmas�n. Bundan sonra bütün simitli çe³itlemler bu

³ekilde kabul edilecektir. Örne§in düzgün simitli çe³itlemlerin bölüm grubunun s�f�rla-

yan eleman� yoktur [34, Önerme 4.2.5, Önerme 4.2.6]. �imdi TX simitinin geometrik

bölüm temsilini a³a§�daki tam dizilerle in³a ederek hat�rlayal�m. Σ fan� tam oldu§u için

Teorem 4.4.14 gere§i, φ = [v1 · · ·vr]T = [u1 · · ·un] matrisi ve A ' Cl(X) olmak üzere

P : 0 // Zn φ // Zr β //A // 0

dizisi tamd�r. Tam dizinin duali de tam oldu§undan

P∗ : 0 // G
i // (K∗)r π // TX // 0

dizisi tamd�r, burada π(t1, . . . , tr) = [tu1 , . . . , tun ] ve i do§al gömme fonksiyonudur. Bu

takdirde

G = Çek(π) = {t ∈ (K∗)r | ∀m ∈ Gör(φ) = Lβ için t
m = 1}

olmak üzere TX ' (K∗)r/G'dir.

X simitli çe³itleminin koordinat halkas� S = K[x1, . . . , xr] olsun. Cl(X) grubunun

s�f�rlayan eleman� olmad�§� için P tam dizisinden d = r − n olmak üzere A = Zd'dir.

S =
⊕
α∈A

Sα halkas� her xi de§i³keni için der(xi) = β(ei) = βi ∈ Zd olmak üzere

Zd-dereceli bir halkad�r. α /∈ Nβ ise boyK Sα = 0 olur, yani S halkas�n�n homojen

polinomlar� β1, . . . , βr elemanlar�n�n üretti§i Nβ a�n yar�grubu ile desteklenir. X tam

bir çe³itlem oldu§undan her α için Sα vektör uzay� sonlu boyutludur [34, Önerme 5.3.7,

Önerme 4.3.8]. Di§er yandan A serbest grup oldu§undan S pozitif dereceli polinom

halkas�d�r. Üstelik a³a§�da verilen sonuç ile her βj ∈ Nd ³eklinde seçilebilir.

Sonuç 5.0.1. [36, Sonuç 7.23] A kafesi ve A = {a1, . . . , ar} ⊂ A alt kümesi veril-

sin. NA a�n yar�grubu güçlü ise rank(A) = d olmak üzere NA yar�grubu Nd uzay�na
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gömülebilir.

Y ⊂ X alt kümesi üzerinde s�f�r de§erini alan homojen polinomlar�n üretti§i

I(Y ) = {f ∈ S | ∀ [P ] ∈ Y için f(P ) = 0, f homojen}

ideali homojen idealdir ve bu ideale Y 'nin s�f�rlayan ideali denir.

Bu bölüm K = Fq sonlu cismi üzerinde X simitli çe³itleminin parametrik simitli

kümelerinin s�f�rlayan idealleri üzerinedir. Bölümde [22] ve [23] makalelerinden fayda-

lan�lm�³t�r. Yukar�da verilen notasyon ve ifadeler tezin kalan k�sm� boyunca kullan�la-

cakt�r.

Tan�m 5.0.2. Bir Q = [q1q2 · · · qr] ∈Ms×r(Z) matrisi verilsin.

TX,Q = {[tq1 : · · · : tqr ] | t ∈ (K∗)s} ⊂ TX

kümesine Q matrisinin parametreledi§i simitli küme denir.

Örnek 5.0.3. X, K = F3 üzerinde P1 × P1 simitli çe³itlemi ve Q =


1 0 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1


olmak üzere TX,Q parametrik kümesini belirleyelim. Örnek 4.5.5'den

G = Çek(π) = {(λ1, λ2, λ2, λ1)|λ1, λ2 ∈ F∗3} = {(1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1), (2, 2, 2, 2)}

ve TX ' (K∗)2 ' (K∗)4/G elde edilir. Dolay�s�yla

T ′Q = {(tq1 , . . . , tq4) | t ∈ (K∗)4} = {(t1t2, t2t3, t3t4, t1t4)|t ∈ (K∗)4}

olmak üzere TX,Q = T ′Q/G'dir.

T ′Q = {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 2, 2), (1, 2, 2, 1), (1, 2, 1, 2), (2, 2, 1, 1), (2, 2, 2, 2), (2, 1, 2, 1), (2, 1, 1, 2)}

kümesinde G grubunun ayn� yörüngede olan elemanlar� belirleyelim. Sonuç olarak

[1 : 1 : 1 : 1] = G(1, 1, 1, 1) = G,
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[1 : 1 : 2 : 2] = {(1, 1, 2, 2), (2, 1, 1, 2), (1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)}

e³itliklerinden TX,Q = {[1 : 1 : 1 : 1], [1 : 1 : 2 : 1]} olur.

5.1 Eliminasyon Teori �le S�f�rlayan �deal Bulma

Bu bölümde, TX,Q parametrik simitli kümesinin s�f�rlayan idealinin üreteçlerini hesap-

lamak için algoritma veren bir yöntem verilecektir. Öncelikle, bu yöntemin ispat�nda

kullan�lan baz� temel teoremleri verelim.

Lemma 5.1.1. [27, Lemma 2.1] K herhangi bir cisim ve f ∈ K[x1, . . . , xs] her i

için derxi(f) ≤ ki ³art�n� sa§layan bir polinom olsun. Her 1 ≤ i ≤ s için Ki, K

cisminin sonlu alt kümeleri olsun öyle ki |Ki| ≥ ki + 1 ³art�n� sa§las�nlar. E§er f ,

K1 ×K2 × · · · ×Ks kümesinde s�f�rlan�yorsa f = 0'd�r.

Teorem 5.1.2. [25, Teorem 2, s.116] I ⊂ K[x1, . . . , xk] bir ideal ve G, x1 > x2 >

· · · > xk lex monom s�ralamas�na göre I idealinin bir Gröbner baz� olsun. Bu takdirde

her 0 ≤ l ≤ k için

Gl = G ∩K[xl+1, . . . , xk]

kümesi Il = I ∩K[xl+1, . . . , xk] l. eliminasyon idealinin bir Gröbner baz�d�r.

X = Pn iken S = K[x1, . . . , xn+1],A = Z-dereceli bir halkad�r öyle ki her de§i³kenin

derecesi derZ(xi) = βi = 1'dir. Projektif parametrik kümenin s�f�rlayan idealini hesap-

lamak için bir yöntem [14, Teorem 2.1] makalesinde sunulmu³tur. [20] çal�³mas�nda

ayn� yöntemi Dias ve Neves, P(w1, ..., wr) a§�rl�kl� projektif uzay�n simiti için, yani Q

birim matris, β = [w1, ..., wr] iken ispatlam�³lard�r. A³a§�daki teoremde, bu yöntem

daha genel simitli çe³itlemler için verilmi³tir.

Teorem 5.1.3. R = K[x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, z1, . . . , zd, w], S polinom halkas�n�n bir

geni³lemesi olsun. Bu takdirde

J = 〈{xiyqi
−
zβi
− − yqi

+

zβi
+}ri=1 ∪ {y

q−1
i − 1}si=1, wy

q1
−
zβ1

− · · ·yqr−zβr
− − 1〉.

olmak üzere I(TX,Q) = J ∩ S'dir.

�spat 2. Birinci olarak I(TX,Q) ⊆ J ∩ S kapsamas�n� kan�tlayal�m. I(TX,Q) homojen

ideal oldu§undan, homojen polinomlar üretir. I(TX,Q) idealinin bir üretecini alal�m: f =
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k∑
i=1

cix
mi, der(f) = α =

∑r
j=1 βjmij. Binom teoremini kullanarak her xmi monomunu

xmi = xmi11 · · · xmirr

=

(
x1 −

yq1
+
zβ1

+

yq1
−zβ1

− +
yq1

+
zβ1

+

yq1
−zβ1

+

)mi1

· · ·

(
xr −

yqr+
zβ1

+

yqr−zβ1
− +

yqr+
zβr

+

yqr−zβr−

)mir

=
r∑
j=1

gij
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+
zβj

+(
yq1

−zβ1
−)mi1 · · · (yqr−zβr−

)mir +

(
yq1

+
zβ1

+

yq1
−zβ1

−

)mi1

· · ·

(
yqr+

zβr
+

yqr−zβr−

)mir

=
r∑
j=1

gij
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+
zβj

+(
yq1

−zβ1
−)mi1 · · · (yqr−zβr−

)mir + zα
(
yq1

+

yq1
−

)mi1

· · ·

(
yqr+

yqr−

)mir

³eklinde yaz�l�r öyle ki her i ∈ [k] için gi1, ..., gir ∈ R. f polinomunun her xmi mono-

munu bu ³ekilde yazarsak

f =
r∑
j=1

gj
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+
zβj

+(
yq1

−zβ1
−)m′1 · · · (yqr−zβr−

)m′r + zα
∑k

i=1 ci

(
yq1

+

yq1
−

)mi1

· · ·

(
yqr+

yqr−

)mir

=
r∑
j=1

gj
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+
zβj

+(
yq1

−zβ1
−)m′1 · · · (yqr−zβr−

)m′r + zαf(yq1 , . . . ,yqr),

e³itli§i elde edilir, burada gj =
k∑
i=1

cjgi,j ve m′j =
∑k

i=1mij'dir. m =
k∑
j=1

∑r
i=1mij ve

h = yq1
−
zβ1

− · · ·yqr−zβr
−
olmak üzere son e³itli§i hm monomu ile çarpmak

fhm =
r∑
j=1

Gj

(
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+

zβj
+
)

+ zα
′
(
yq1

− · · ·yqr−
)m
f(yq1 , . . . ,yqr),

ifadesini verir, burada

α′ =
r∑
j=1

[
βj
−(m−mij) + βj

+mij

]
∈ Nn, Gj = gj

r∏
j=1

(
yqj

−
zβj
−
)m−m′j ∈ R.

Bölme algoritmas�n� kullanarak F =
(
yq1

− · · ·yqr−
)m
f(yq1 , . . . ,yqr) ∈ K[y1, . . . , ys]

polinomunu {yiq−1 − 1}si=1 binomlar�na bölelim:

fhm =
r∑
j=1

Gi

(
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+
zβj

+
)

+ zα
′
(

s∑
i=1

Hi(yi
q−1 − 1) + E(y1, . . . , ys)

)
. (4)

�imdi her t = (t1, . . . , ts) ∈ (K∗)s için E(t) = 0 oldu§unu gösterelim. (4) e³itli§inde
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her i, j, k için xi = tqi , yj = tj ve zk = 1 al�rsak f ∈ I(TX,Q) oldu§u için

0 = 0hm =
r∑
j=1

Gj0 +
s∑
i=1

Hi0 + E(t1, . . . , ts)

ula³�l�r. Dolay�s�yla E, (K∗)s üzerinde s�f�rlan�r. Öte yandan her i ∈ [s] için deryi(E) <

q − 1 oldu§undan, Lemma 5.1.1'den E = 0 sonucuna verir.

(4) e³itli§ini wm ile çarparak

f(hw)m =
r∑
j=1

wmGj

(
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+

zβj
+
)

+ wmzα
′
s∑
i=1

Hi(yi
q−1 − 1).

e³itli§i bulunur. Ayr�ca H ∈ R olmak üzere binom teoreminden

f(hw)m = f(hw − 1 + 1)m = f(H(hw − 1) + 1) = fH(hw − 1) + f

e³itli§i yaz�l�r. Böylece son iki e³itlikten

f =
r∑
j=1

wmGi

(
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+

zβj
+
)

+ wmzα
′
s∑
i=1

Hi(yi
q−1 − 1)− fH(hw − 1)

elde edilir ve I(TX,Q) ⊂ J ∩ S kapsamas� sa§lan�r.

Buchberger algoritmas� [25, Teorem 2, p.87] J idealinin üreteçleri binom oldu§undan

herhangi bir Gröbner baz� da binomlardan olu³tu§unu söyler. Teorem 5.1.2 gere§i J ∩S

idealini de binomlar üretir. O halde ters kapsamay� ispatlayabilmek için bir f = xa −

xb ∈ J ∩ S binomu verilsin. Bu takdirde

f =
r∑
j=1

Gj

(
xjy

qj
−
zβj
− − yqj

+

zβj
+
)

+
s∑
i=1

Hi(yi
q−1 − 1) +H(hw − 1), (5)

e³itli§ini sa§layan G1, . . . , Gr, H1, . . . , Hs, H ∈ R polinomlar� mevcuttur. Son e³itlik

R[z1
−1, . . . , zd

−1] halkas�nda da geçerli oldu§undan her i ∈ [s], j ∈ [r] için yi = 1,

xj = zβj ve w = 1/zβ1
− · · · zβr− al�rsak

za1β1+···+arβr − zb1β1+···+brβr = 0

elde edilir. Böylece a1β1 + · · ·+ arβr = b1β1 + · · ·+ brβr e³itli§i sa§lan�r ve f = xa −
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xb homojendir. f binomunun her [tq1 : . . . : tqr ] ∈ TX,Q noktas�nda s�f�rland�§�n�

gösterelim. (5) e³itli§inde her i, j, k için xi = tqi , yj = tj, zk = 1 ve w = 1/tq
−
1 · · · tq−r

al�rsak f(tq1 , . . . , tqr) = 0 olur, yani f ∈ I(TX,Q)'dir. Sonuç olarak J ∩ S ⊂ I(TX,Q)

kapsamas� sa§lan�r.

Uyar�. X tam simitli çe³itleminin φ matrisi ve P tam dizisi ile birden fazla β matrisi

bulunabilir. Sonuç 5.0.1'den dolay� her βj ∈ Nd ³eklinde seçilebilir.

Örnek 5.1.4. X = H2 Hirzebruch yüzeyinin fan�n�n �³�nlar� v1 = (1, 0), v2 = (0, 1),

v3 = (−1, 2), ve v4 = (0,−1) vektörleri ile üretilir. Bu takdirde

φ =

1 0 −1 0

0 1 2 −1

T .
φ matrisinin smith normal formunu a³a§�daki prosedür ile hesaplayarak β matrisini de

bulal�m.

i1 : Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}}; r=numRows Phi;

i2 : n=numColumns Phi; (D,P,K) = smithNormalForm Phi; Beta=P^{n..r-1};

o2 = | -1 2 -1 0 |

| 0 1 0 1 |

Birinci sat�r� −1 ile çarp�p ikinci sat�r�n iki kat�n� birinci sat�ra eklersek elemanlar�

pozitif olan β =

1 0 1 2

0 1 0 1

 matrisi bulunur.

Uyar�. Farkl� Q matrisleri ayn� TX,Q ⊂ TX parametrik simitli kümeyi tan�mlayabilir.

Fq sonlu cismi üzerinde çal�³t�§�m�zdan ötürü Q matrisinin girdilerini q − 1 den küçük

pozitif tam say�lara k�s�tlayabiliriz, çünkü her t ∈ F∗q için tq−1 ≡ 1 mod q sa§lan�r.

Q ve β matrislerinin elemanlar�n�n pozitif seçilebilmesi Teorem 5.1.2 ile verilen

e³itli§i sadele³tirmi³tir. Böylece I(TX,Q) idealinin üreteçlerini a³a§�daki yöntem ile daha

kolay hesaplanabilir.

Teorem 5.1.5. R = K[x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, z1, . . . , zd], S polinom halkas�n�n geni³le-

mesi olsun. Bu takdirde

J = 〈{xi − yqizβi}ri=1 ∪ {y
q−1
i − 1}si=1〉.
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olmak üzere I(TX,Q) = J ∩ S e³itli§i sa§lan�r.

Teorem 5.1.5, β ∈ Md×r(N), Q ∈ Ms×r(N) matrisleri ve q asal say�s� verilen

I(TX,Q) ⊂ Fq[x1, . . . , xr] idealinin binom üreteçlerini hesaplamak için a³a§�daki al-

goritmay� verir.

Algorithm 1 I(TX,Q) idealinin üreteçlerini hesaplama

Girdi Q ∈Ms×r(N), β ∈Md×r(N) matrisi ve q asal say�s�.

Ç�kt� I(TX,Q) idealinin üreteçleri.

1: Teorem 5.1.5 kullanarak R polinom halkas�n�n J idealini belirleyiniz.

2: J idealinin w > z1 > · · · > zd > y1 > · · · > ys > x1 > · · · > xr lex s�ralamas�na

göre G Gröbner baz�n� bulunuz.

3: G Gröbner baz�n�n S halkas� ile arakesitini bulunuz ve I(TX,Q) = 〈G ∩ S〉.

toBinomial(b,R) fonksiyonu verilen b = {b1, . . . , br} tam say� listesini xb
+ − xb− ∈

R binomuna dönü³türür [39]. �imdi bu fonksiyonu kullanarak bu algoritman�n bir

Macaulay2 kodunu verelim.

Prosedür 5.1.6. A³a§�daki prosedür girilen q say�s� ve Q, β matrisleri için, I(TX,Q)

idealinin üreteçlerini bulur.

i2 : toBinomial = (b,R) -> (top := 1_R; bottom := 1_R;

scan(#b, i -> if b_i > 0 then top = top * R_i^(b_i)

else if b_i < 0 then bottom = bottom * R_i^(-b_i)); top - bottom);

i3 : r=numColumns Q;s=numRows Q; d=numRows Beta; F=ZZ/q;

i4 : C=(id_(ZZ^r)| -transpose Q | -transpose Beta);

i5 : R=F[x_1..x_r,y_1..y_s,z_1..z_d];

i6 : J = ideal apply(entries C, b -> toBinomial(b,R))+

ideal apply (s,i->R_(r+i) ^(q-1)-1)

i7 : ITQ=eliminate (J,for i from r to r+s+d-1 list R_i)

Örnek 5.1.7. F11 cismi üzerinde X = H2 Hirzebruch yüzeyi ve Q = [1 2 3 4] matrisi

verilsin. Bu durumda TX,Q = {[t : t2 : t3 : t4] | t ∈ K∗} olur. I(TX,Q) s�f�rlayan idealinin

üreteçlerini Macaulay2 program� ile hesaplamak için, q say�s�n� ve Q, β matrislerinin

girilmesi yeterlidir.
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i1 : q=11; Beta=matrix {{1,0,1,2},{0,1,0,1}}; Q=matrix {{1,2,3,4}};

Bu girdi sat�r�ndan sonra Prosedür 5.1.6 kullan�larak I(TX,Q) = 〈x5
1−x5

3, x
2
1x2−x4〉

ç�kt�s� elde edilir.

5.2 Kafes Baz �deallerinin Doygunla³t�r�lmas� ile S�f�rlayan

�deal Bulma

Bu k�s�mda, I(TX,Q) idealinin kafes ideali oldu§u gösterilecektir ve bu ideali tan�mlayan

kafesi belirleyen bir algoritma verilecektir. I(TX,Q) s�f�rlayan ideal bu kafesin bir baz

idealinin doygun hale getirilmesiyle elde edilir. Herhangi bir Q matrisi için, ÇekZQ

kafesini LQ ile gösterelim.

Lemma 5.2.1. S polinom halkas�nda f = xa − xb binomunun homojen olmas� için

gerek ve yeter ³art a− b ∈ Lβ ³art�n�n sa§lanmas�d�r.

�spat 3. S koordinat halkas�nda xa monomunun derecesi β matrisi ile tan�mlan�r:

derA(xa) = a1 derA(x1) + · · ·+ ar derA(xr) = β1a1 + · · ·+ βrar = β(a)

Bu durumda, f homojen olmas� için gerek ve yeter ko³ul β(a) = β(b) e³itli§inin sa§-

lanmas�d�r. Bu e³itlik ise a− b ∈ Lβ olmas� anlam�na gelir ki ispat sonlan�r.

Herhangi bir parametrik simitli kümenin s�f�rlayan idealinin binom ideali oldu§u

Teorem 5.1.3'ün ispat�nda verilmi³ti. �imdi bu s�f�rlayan idealin kafes ideali oldu§unu

ifade eden bir sonuç verilecektir. Bu gerçek, [21] makalesinde ideali tan�mlayan kafesi

bulmaya yönelik bir yöntem vermeden ifade edilmi³tir.

Lemma 5.2.2. L1 = {m ∈ Lβ |Qm ≡ 0 (mod q − 1)} ³eklinde tan�mlanan kafes için

I(TX,Q) = IL1'dir.

�spat 4. Verilen t ∈ (K∗)s ve a,b ∈ N elemanlar� için

xa(tq1 , . . . , tqr) = (tq1)a1 · · · (tqr)ar = tQa

e³itli§i vard�r. Bu takdirde herhangi bir f = xa − xb binomunun bir (tq1 , . . . , tqr) ∈

TX,Q noktas�nda s�f�r de§eri almas� için gerek ve yeter ko³ul tQa = tQb e³itli§inin

sa§lanmas�d�r. Bu ise tQ(a−b) = 1 e³itli§ine denktir.
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I(TX,Q) ⊆ IL1 kapsamas�n� ispatlamak için I(TX,Q) binom idealinin bir f = xa−xb

üretecini alal�m. Her (tq1 , . . . , tqr) ∈ TX,Q noktas�nda f binomu s�f�rlan�r, yani her

t ∈ (K∗)s noktas� için tQ(a−b) = 1 olur. η, K∗ devirli grubunun bir üreteci olmak üzere

bu e³itlikte t = (η, 1, . . . , 1) yaz�l�rsa Q(a−b) sat�r matrisinin ilk eleman�n�n q−1'in bir

kat� oldu§u görülür. Benzer ³ekilde matrisin di§er elemanlar�da q−1'in bir kat�d�r, yani

Q(a−b) ≡ 0 (mod q−1) elde edilir. Öte yandan f homojen oldu§u için a−b ∈ Lβ'dir,

dolay�s�yla a− b ∈ L1 olur ki istenendir.

Ters kapsam�n�n ispat� için, f = xa − xb ∈ IL1 binomu verilsin. L1 kafesinin

tan�m�ndan a−b ∈ Lβ ve Q(a−b) ≡ 0 (mod q−1). Lemma 5.2.1 gere§i f homojendir ve

her t ∈ (K∗)s için tQ(a−b) = 1'dir. Son e³itlikten her t ∈ (K∗)s için f(tq1 , . . . , tqr) = 0

ifadesi sa§lan�r. Böylece f ∈ I(TX,Q) ve IL1 ⊆ I(TX,Q) oldu§u elde edilir.

Lemma 3.2.8 gere§i L1 kafesinin bir Z-baz�na kar³�l�k gelen kafes baz idealini doy-

gunla³t�rarak I(TX,Q) = IL1 idealinin üreteçleri hesaplanabilir. Lemma 5.2.2 ile L1

kafesinin elemanlar� belirlenebilmesine ra§men baz�n� bulmak kolay de§ildir. �imdi veri-

lecek sonuç, L1 kafesini ba³ka türlü tan�mlay�p, baz�n�n hesaplanmas� için bir algoritma

sunacakt�r.

Teorem 5.2.3. πs : Zn+s → Zn,(c1, . . . , cn, cn+1, . . . , cn+s) → (c1, . . . , cn) izdü³üm

dönü³ümü olsun. L = {φc | c ∈ πs (ÇekZ[Qφ|(q − 1)Is])} olmak üzere I(TX,Q) = IL'dir.

�spat 5. Lemma 5.2.2'ye göre L1 = {m ∈ Lβ | Qm ≡ 0 (mod q − 1)} kafesi için

I(TX,Q) = IL1 sa§lan�r. P tam dizisinden Görφ = Lβ oldu§undan m ∈ Lβ olmas� için

gerek ve yeter ko³ul m = φc olacak ³ekilde bir c ∈ Zn var olmas�d�r. Böylece

L1 = {φc |Qφc ≡ 0 (mod q − 1) ve c ∈ Zn}

elde edilir ve L = L1 e³itlinin ispatlanmas� yeterlidir.

φc ∈ L olsun, dolay�s�yla c = (c1, . . . , cn) ∈ πs (ÇekZ[Qφ|(q − 1)Is])'dir. π izdü³üm

dönü³ümü tan�m�ndan [Qφ|(q − 1)Is](c1, . . . , cn, cn+1, . . . , cn+s) = 0 e³itli§ini sa§layan

cn+1, . . . , cn+s ∈ Z vard�r. Bu e³itlik

Qφ(c1, . . . , cn) + (q − 1)Is(cn+1, . . . , cn+s) = 0

Qφc = −(q − 1)(cn+1, . . . , cn+s)
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ifadelerine denktir. Son ifadeden Qφc ≡ 0 (mod q − 1) denkli§ini sa§lan�r, dolay�s�yla

φc ∈ L1.

L1 ⊂ L kapsamas�n� kan�tlayal�m. φc ∈ L1 eleman� için Qφ(c) ≡ 0 (mod q − 1)

denkli§i mevcuttur, yani

Qφc = (q − 1)(cn+1, . . . , cn+s)

e³itli§ini sa§layan cn+1, . . . , cn+s ∈ Z elemanlar� vard�r. Buradan

[Qφ|(q − 1)Is](c1, . . . , cn,−cn+1, . . . ,−cn+s) = 0

ve

c = πs(c1, . . . , cn,−cn+1, . . . ,−cn+s) ∈ πs (ÇekZ[Qφ|(q − 1)Is])

elde edilir. Sonuç olarak φc ∈ L.

Teorem 5.2.3'den L = L1 kafesinin bir Z-baz�n� hesaplamak için gerekli ad�mlar�

veren a³a§�daki algoritma yaz�l�r. M matrisinin sütunlar� ÇekZ[Qφ|(q − 1)Is] kafesinin

üreteçlerinin ilk n koordinat� olsun. Algoritmay� vermeden önce, φM matrisinin sü-

tunlar�n�n kümesinin L kafesi için bir baz oldu§unu kan�tlayal�m. B = [Qφ|(q − 1)Is]

matrisinin rank� s oldu§undan ÇekZB çekirde§inin rank� n'dir. ÇekZB kafesinin bir

baz� {A1, . . . , An} olmak üzere A = [A1 · · ·An] ³eklinde tan�mlans�n. Bu takdirde

Gör(A) = ÇekZB veM = [In|0n×s]A olur. L kafesinden bir φc ∈ L eleman�n� alal�m öyle

ki c ∈ πs (ÇekZB). O halde baz� k1, . . . , kn ∈ Z için c = A1k1 + · · ·+Ankn = A[k1 · · · kn]

e³itli§i yaz�labilir ve φc = φM [k1 · · · kn] e³itli§i elde edilir. Dolay�s�yla φM ∈ Mr×n(Z)

matrisinin sütunlar�n�n kümesi L kafesini gerer. Di§er yandan n = rank L oldu§undan

bu küme L kafesi için bir bazd�r.
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Algorithm 2 IL = I(TX,Q) kafes idealini tan�mlayan L kafesini bulma.

Girdi Q ∈Ms×r(Z), φ ∈Mr×n(Z) matrisleri ve q asal say�s�.

Ç�kt� L kafesinin bir baz�.

1: ÇekZ[Qφ|(q − 1)Is] kafesinin üreteçlerini bul.

2: Sütunlar�, ÇekZ[Qφ|(q − 1)Is] kafesinin üreteçlerinin ilk s koordinat� olan M mat-

risini bul.

3: φM matrisini hesapla, bu matrisin sütunlar� L kafesinin bir Z-baz�d�r.

Bu algoritma a³a§�daki prosedür ile Macaulay2 program diline dönü³türülür.

Prosedür 5.2.4. ML kodunun ç�kt�s� sütunlar� L kafesinin üreteçlerini olan matristir.

i2: s=numRows Q;n=numColumns Phi;

i3: ML=Phi*(id_(ZZ^n)|(random(ZZ^n,ZZ^s))*0)*(syz (Q*Phi|(q-1)*(id_(ZZ^s))))

Prosedür 5.2.5. Lemma 3.2.8 ile L kafesinin baz idealini doygun hale getirerek I(TX,Q)

ideali hesaplama.

i4: r=numRows Phi; (D,P,K) = smithNormalForm Phi; Beta=P^{n..r-1};

i5: S=ZZ/q[x_1..x_r,Degrees=>transpose entries Beta];

i6: toBinomial = (b,S) -> (top := 1_S; bottom := 1_S;

scan(#b, i -> if b_i > 0 then top = top * S_i^(b_i)

else if b_i < 0 then bottom = bottom * S_i^(-b_i)); top - bottom);

i7: IdealTQ=(M,S)->(J = ideal apply(entries transpose M, b -> toBinomial(b,S));

scan(gens S, f-> J=saturate(J,f));J)

i8:ITQ=IdealTQ(ML,S)

Örnek 5.2.6. F11 cismi üzerinde X = H2 Hirzebruch yüzeyinin Q = [1 2 3 4] matri-

sinin parametreledi§i TX,Q kümesini ele alal�m. Bu durumda

i1 : q=11;Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}}; Q=matrix {{1,2,3,4}};

girdileriyle Prosedür 5.2.4 sütunlar� L kafesinin üreteçleri olan

ML =

 2 1 0 −1

−5 0 5 0

T .
matrisini verir. Son olarak, Prosedür 5.2.5 kullanarak I(TX,Q) = IL ideali belirlenir:

IL = 〈x2
1x2 − x4, x

5
1 − x5

3〉.
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IL kafes idealinin üreteçlerinin minimal say�s� yüksekli§ine e³it ise tam kesi³im

denir. [35] çal�³mas�nda Teorem 2.1.'de IL kafes idealinin yüksekli§inin L kafesinin

rank�na e³it oldu§u verilmi³tir. O halde IL kafes idealinin tam kesi³im olmas� için gerek

ve yeter ko³ul ht(IL) = rankL sa§lanmas�d�r. E§er IL ile ideali tam kesi³imse, IL ideali

ile kafes baz idealinin üreteç say�s� ayn�d�r. Sonuç olarak Lemma 3.2.8'den IL ile ideali

tam kesi³imse IL ideali ile kafes baz ideali e³ittir.

Uyar�. ML matrisinin bulman�n di§er bir avantaj�, bu matrisin kar�³�k bask�n oldu§unu

kontrol ederek IL kafes idealinin tam kesi³im olup olmad�§�n� anlayabiliriz.

Tan�m 5.2.7. A girdileri tam say� olan bir matris olsun. E§er A matrisinin her sütu-

nunda en az bir negatif ve pozitif girdi varsa bu matrise kar�³�k denir. A matrisinin

her kare alt matrisi kar�³�k de§ilse, bu matrise bask�n denir.

Teorem 5.2.8. [40, Teorem 3.9] m1, . . . ,mk kümesi L ⊂ Zr kafesinin bir baz� olsun.

E§er L∩Nr = 0 ise IL idealinin tam kesi³im olmas� için gerek ve yeter ko³ul [m1 · · ·mk]

matrisinin kar�³�k bask�n olmas�d�r. Böylece

IL = 〈xm
+
1 − xm

−
1 , . . . , xm

+
k − xm

−
k 〉.

Theorem 5.2.8 yard�m�yla, L kafesinin baz�na bak�larak I(TX,Q) = IL idealinin tam

kesi³im olup olmad�§� kontrol edilebilir.

Örnek 5.2.9. X = H̀ , q tek say� olmak üzere Fq üzerinde Hirzebruch yüzeyi olsun.

Herhangi q1 and q2 pozitif tam say�lar� için, Q = [q1 q2 q1 + 2 `q1 + q2] matrisinin

parametreledi§i kümenin idealini Lemma 5.2.2'yi kullanarak hesaplayal�m. Her t ∈ K∗

için, X kümesinde [tq1 : tq2 : tq1+2 : t`q1+q2 ] = [1 : 1 : t2 : 1] elemanlar� e³ittir, dolay�s�yla

Q′ = [0 0 2 0] ise TX,Q = TX,Q′ olur. I(TX,Q′) = IL kafes idealinin kafesi

L = {m ∈ Lβ |Q′m ≡ 0 (mod q − 1)}

³eklinde tan�mland�§�n� hat�rlayal�m. Gör(φ) = Lβ oldu§undan

φ =

1 0 −1 0

0 1 ` −1

T
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matrisinin sütunlar� u1 ve u2, Lβ kafesi için bir baz olu³turur. m ∈ Lβ olmas� için

gerek ve yeter ³art baz� a1, a2 ∈ Z için m = u1a1 + u2a2 = (a1, a2,−a1 + `a2,−a2)

³art�n�n sa§lanmas�d�r. Buradan, m ∈ Lβ için Q′m = −2a1 + 2`a2 olur ve

m ∈ L ⇐⇒ ∃k ∈ Z için − 2a1 + 2`a2 = (q − 1)k,

ifadesi elde edilir. Ayr�ca q−1 çift say� oldu§undan, son e³itlik a1 = `a2−k q−1
2

ifadesine

denktir. Bu durumda m1 = `u1 + u2 ve m2 =
(
q−1

2

)
u1 ise m = a2m1 − km2 olur.

Sonuç olarak a³a§�da verilen ML matrisinin sütunlar� m1 ve m2, L kafesi için bir baz

olu³turur:

ML =

 (q − 1)/2 0 −(q − 1)/2 0

` 1 0 −1

T .
ML matrisi kar�³�k bask�n oldu§u için I(TX,Q′) = I(TX,Q) = IL ideali tam kesi³imdir.

Bu yüzden Prosedür 5.2.5'in doygunla³t�rma ad�m�na gerek yoktur, yani

I(TX,Q) = IL = 〈x(q−1)/2
1 − x(q−1)/2

3 , x`1x2 − x4〉.

Son olarak, e§er q = 11, q1 = 1, q2 = 2 ve ` = 2, al�rsak bu örnek, Örnek 5.2.6 ile ayn�

olur.

5.3 S�f�rlayan �dealin Kavramsal Tan�m�

A³a§�daki sonuçta, L = QLβ = {Qm|m ∈ Lβ} kafesi üzerinde bir ³art alt�nda I(TX,Q)

idealinin kafesinin Q ve β matrislerine ba§l� olarak kavramsal tan�m�n� verilmi³tir.

Ba³lamadan önce, a³a§�da verilen Z-modüllerinin e³it oldu§unu hat�rlatal�m:

L : (q − 1) = {m ∈ Zs | (q − 1)m ∈L}, L : (q − 1)Zs = {m ∈ Zs |m(q − 1)Zs ⊂L}

Teorem 5.3.1. L = (LQ ∩ Lβ) + (q − 1)Lβ olmak üzere IL ⊆ I(TX,Q) kapsamas�

sa§lan�r. E³itli§in sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul L = L : (q − 1) olmal�d�r.

�spat 6. Öncelikle IL ⊆ I(TX,Q) oldu§unu gösterelim. Lemma 5.2.1'den I(TX,Q) =

IL1 olup L ⊆ L1 kapsamas�n�n ispatlanmas� yeterlidir. Verilen m ∈ L için m ∈ Lβ

a³ikard�r. Öte yandan, L kafesinin tan�m�ndan m = m′ + (q − 1)m′′ olacak ³ekilde

m′ ∈ LQ ∩ Lβ ve m′′ ∈ Lβ elemanlar� vard�r. Qm = (q − 1)Qm′′ e³itli§inden m ∈ L1
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olur ki istenendir.

�imdi I(TX,Q) ⊆ IL kapsamas�n�n sa§lanmas� için gerek ve yeter ko³ul L = L :

(q − 1) oldu§unu ispatlayal�m. L1 ⊆ L ⇐⇒ L : (q − 1) ⊆ L ifadesinin ispatlanmas�

ka�dir. Kabul edelim ki L1 ⊆ L olsun ve z ∈L : (q−1) alal�m. Bu takdirde bir m ∈ Lβ
eleman� için (q− 1)z = Qm ifadesi sa§lan�r. Bu e³itlikten m, L1 kafesinin eleman�d�r.

L1 ⊂ L kapsamas�ndan m ∈ L , yani

∃m′ ∈ LQ ∩ Lβ, ∃m′′ ∈ Lβ 3 m = m′ + (q − 1)m′′

ifadesi sa§lan�r. Sonuç olarak (q−1)z = Qm = (q−1)Qm′′ e³itli§inden z = Qm′′ ∈L

elde edilir ve L : (q − 1) modülü, L modülünün alt modülüdür.

Varsayal�m ki L : (q − 1) ⊆ L ve m ∈ L1 olsun. Buradan m, Lβ kafesinin

eleman� oldu§undan Qm = (q − 1)z e³itli§ini sa§layan bir z ∈ Zs vard�r. O halde

z ∈ L : (q − 1) ⊆ L, dolay�s�yla bir m′ ∈ Lβ eleman� için z = Qm′ e³itli§i yaz�l�r.

Bu e³itlikten Q(m − (q − 1)m′) = 0 ve m − (q − 1)m′ ∈ LQ ∩ Lβ ifadeleri sa§lan�r.

Buradan m = (m− (q − 1)m′) + (q − 1)m′ ∈ L olup L1 ⊆ L kapsamas� ispatlan�r.

Macaulay2 program� ile IL = I(TX,Q) sa§lanmas� için gerekli olan yukardaki ³art�

kontrol edip L kafesinin üreteçleri bulunabilir.

Prosedür 5.3.2. A³a§�da L : (q − 1) kafesi LL:(q-1)*(ZZ^s) komutu ile hesaplan-

m�³t�r.

i2: s=numRows Q;

i3: LL=image (Q*Phi);

i4: if LL:(q-1)*(ZZ^s)==LL then print yes else print no;

i5: ML=mingens ((q-1)*(image Phi)+intersect(ker Q,image Phi));

Örnek 5.3.3. X = H2, F2 cismi üzerinde Hirzebruch yüzeyi ve Q = [1 2 3 4] olsun.

i1 : q=2;Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}};Q=matrix {{1,2,3,4}};

girdileri ile Prosedür 5.3.2, L = 〈(−1, 0, 1, 0), (−2,−1, 0, 1)〉 ç�kt�s�n� verir. Buradan

doygunla³t�rma ile I(TX,Q) = 〈x2
1x2 +x4, x1 +x3〉 bulunur. q = 11 için L = L : (q−1)

³art� sa§lanmaz. Bu durum için ideali belirleyen kafes Örnek 5.2.6'da ba³ka bir metot

ile bulunmu³tur.
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Tan�m 5.3.4. E§er AQ = β ³art�n� sa§layan A ∈Md×s(Q) matrisi varsa Q matrisine

homojen denir.

Lemma 5.3.5. Q = [q1 · · ·qr] ∈ Ms×r(Z) olmak üzere Q homojen matris olmas� için

gerek ve yeter ko³ul LQ ⊆ Lβ sa§lanmas�d�r.

�spat 7. Q homojen bir matris olsun. Tan�m gere§i, AQ = β e³itli§ini sa§layan bir

A ∈ Md×s(Q) matrisi mevcuttur. LQ kafesinden herhangi bir m eleman� için Qm = 0

oldu§undan βm = AQm = 0 e³itli§i geçerlidir. Dolay�s�yla m ∈ Lβ olup LQ ⊆ Lβ

kapsamas� elde edilir.

�imdi LQ ⊆ Lβ kapsamas� mevcut iken Q matrisinin homojen oldu§unu kan�tla-

yal�m. (s+ d)× r boyutlu [Q β]T matrisini Q′ ile gösterirsek L′Q = LQ ∩ Lβ = LQ

e³itli§inden Q matrisinin sat�r uzay�n�n β matrisinin sat�rlar�n� ihtiva etti§i görülür.

O halde β matrisinin i. sat�r� a³a§�daki gibi yaz�labilir:

ai1[q11 · · · q1r] + · · ·+ ais[qs1 · · · qsr] = [ai1q11 + · · ·+ aisqs1 · · · ai1q1r + · · ·+ aisqsr]

= [ai1 · · · ais]q1 + · · ·+ [ai1 · · · ais]qr.

E§er A = (aij) al�rsak AQ = β elde edilir ki Q homojendir.

A³a§�daki sonuç, [14] makalesinde sadece X = Pn için verilen Teorem 2.5'i herhangi

bir simitli çe³itleme genellemi³tir.

Sonuç 5.3.6. Q = [q1 · · ·qr] ∈Ms×r(Z) bir homojen matris olsun. L = LQ+(q−1)Lβ

için IL ⊂ I(TX,Q)'dir. IL = I(TX,Q) olmas� için gerek ve yeter ko³ul L = L : (q − 1)

sa§lanmas�d�r.

�spat 8. Q homojen oldu§undan Lβ, LQ kafesini kapsar, dolay�s�yla L = LQ ∩ Lβ +

(q − 1)Lβ = LQ + (q − 1)Lβ e³itli§i mevcuttur. Buradan Teorem 5.3.1 I(TX,Q) = IL

e³itli§ini verir.

[21] çal�³mas�nda ilk kez ispatlanan a³a§�daki gerçeklerin Teorem 5.3.1 yard�m�yla

ba³ka ispatlar� verilecektir.

Sonuç 5.3.7. I(TX) = I(q−1)Lβ .

�spat 9. TX ⊂ X simiti Q = Ir birim matrisinin parametreledi§i simitli kümedir.

LQ = ÇekZIr = {0} e³itli§i a³ikard�r. Di§er yandan, L = QLβ = {Irm |m ∈ Lβ} = Lβ
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olur. L = Lβ, Z-modülünün s�f�rlayan eleman� olmad�§�ndan L = L : (q − 1) ³art�

sa§lan�r. L = (q − 1)Lβ olup Teorem 5.3.1'den I(TX) = I(q−1)Lβ elde edilir.

Sonuç 5.3.8. [1 : · · · : 1] ∈ X noktas�n�n s�f�rlayan ideali ILβ idealidir.

�spat 10. Q = β için TX,Q = {[1 : · · · : 1]} oldu§undan L = QLβ = {Qm | m ∈

LQ} = {0} e³itli§i elde edilir. Bu takdirde L = Lβ + (q − 1)Lβ = Lβ e³itli§i geçerlidir.

Bu e³itlik Teorem 5.3.1 arac�l�§�yla I([1 : · · · : 1]) = ILβ ifadesini verir.

Teorem 5.3.1'in di§er sonuçlar�ndan bahsetmeden önce, baz� notasyonlar verelim.

J bir homojen ideal olmak üzere, bu idealin X simitli çe³itleminde s�f�rlayan kümesi

a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r:

VX(J) = {[P ] ∈ X | her homojen F ∈ J için F (P ) = 0}.

Tan�m 5.3.9. L ⊂ Lβ ³art� sa§lan�yorsa L kafesine homojen denir.

Önerme 5.3.10. [21, Önerme 2.3] L kafesinin homojen olmas� için gerek ve yeter

³art IL idealinin homojen olmas�d�r.

Sonuç olarak Lemma 5.3.5 ve Önerme 5.3.10 gere§i Q matrisinin homojen olmas�

için gerek ve yeter ko³ul ILQ kafes idealinin homojen olmas�d�r.

Sonuç 5.3.11. [21, Önerme 2.3] L homojen ise VX(IL) ∩ TX ⊂ TX kümesi bir alt

monoidtir.

Lemma 5.3.12. [21, Lemma 2.8] {Ji}, S homojen polinom halkas�n�n herhangi ho-

mojen idealler ailesi ve Y1, Y2 ⊂ X olmak üzere a³a§�daki özellikler sa§lan�r:

(i) VX(1) = ∅ ve VX(0) = X.

(ii) VX(J1) ∪ VX(J2) = VX(J1J2).

(iii) Y1 ⊆ Y2 ⇒ I(Y2) ⊆ I(Y1).

(iv) J1 ⊆ J2 ⇒ VX(J1) ⊆ VX(J2).

(v) Ȳ1, Y1 kümesinin Zariski kapan�³� olmak üzere I(Y1) = I(Ȳ1)

(vi) Ȳ1 = VX(I(Y1)).
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Varsayal�m ki Q homojen olsun. Fq üzerinde çal�³t�§�m�z için ve Sonuç 5.3.11'den

ILQ simitli idealin simitteki s�f�rlayan kümesi VQ = VX(ILQ) ∩ TX bir alt gruptur.

A³a§�daki sonuç L = L : (q − 1) ³art� sa§lan�rsa bu alt grubunun TX,Q alt kümesine

e³it oldu§unu temin ediyor.

Teorem 5.3.13 (Sonlu Nullstellensatz). Q homojen ve L = LQ + (q − 1)Lβ olmak

üzere a³a§�daki ifadeler sa§lan�r.

(i) VQ = VX(IL).

(ii) E§er L = L : (q − 1) e³itli§i varsa VQ = TX,Q olur.

(iii) L = L : (q − 1) ³art� sa§lan�yorsa I(VX(IL)) = IL olur.

�spat 11. L kafesinin tan�m�

m ∈ L ⇐⇒ ∃,m1 ∈ LQ ve ∃,m2 ∈ (q − 1)Lβ 3 m = m1 + m2

ifadesini verir. Buradan

m ∈ L ⇐⇒ ∃c ∈ Nr 3 m+ = m+
1 + m+

2 + c ve m− = m−1 + m−2 + c

gerektirmesi do§rudur. Bu vektör e³itli§ini monomlara uygularsak

xm+ − xm− = xc[xm+
2 (xm+

1 − xm−1 ) + xm−1 (xm+
2 − xm−2 )]

elde edilir, dolay�s�yla IL = ILQ + I(q−1)Lβ olur. Sonuç 5.3.7 gere§i IL = ILQ + I(TX)

sa§lan�r, buradan VQ = VX(IL) olup (i) ispatlan�r.

[P ] = [tq1 : · · · : tqr ] ∈ TX,Q noktas� verilsin. Her m ∈ LQ için (xm+ − xm−)(P ) =

tQm+ − tQm− = 0 oldu§u Lemma 5.2.2'n�n ispat�nda aç�klam�³t�. Bu takdirde TX,Q,

VX(ILQ) kümesinin alt kümesidir. Ayr�ca TX,Q, TX simitinin bir alt grubu oldu§undan

TX,Q ⊆ VQ sa§lan�r. Bu ifadenin iki taraf�n�n idealini al�rsak I(VQ) ⊆ I(TX,Q) olur.

Ayr�ca (i) arac�l�§�yla I(VQ) ⊇ (IL) oldu§undan IL ⊆ I(VQ) ⊆ I(TX,Q) elde edilir.

Teorem 5.3.1'de verilen I(TX,Q) = IL e³itli§inden I(VQ) = IL olur. Son e³itlik ve (i)

ifadesinden IL = I(VX(IL)) elde edilir, böyece (iii) ifadesi ispatlan�r.

Lemma 5.3.12 gere§i T̄X,Q = VX(I(TX,Q)) ve V̄Q = VX(I(VQ)) e³itlikleri sa§lan�r.
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Sonlu cisim üzerinde çal�³t�§�m�z için, her küme Zariski topoplojiye göre kapal�d�r. Bu

takdirde TX,Q = VQ sa§lan�r ve (ii) ifadesinin ispat� tamamlan�r.

A³a§�da L = L : (q − 1) ³art� sa§lanmad�§�nda TX,Q 6= VQ oldu§unu gösteren bir

örnek verilmi³tir.

Örnek 5.3.14. X = H2, F11 üzerinde Hirzebruch yüzey ve Q = [1 2 3 4] olsun.

Homojen olmayan Q matrisine β matrisini ekleyerek homojen Q′ = [Q β]T matrisini

elde edilir. TX,Q = TX,Q′ e³itli§inden Örnek 5.2.6 ile I(TX,Q′) = 〈x2
1x2 − x4, x

5
1 − x5

3〉

olur.

Teorem 5.3.13'ten, L = LQ′ + (q − 1)Lβ olmak üzere VQ′ = VX(IL)'dir. LQ′ =

〈(2, 1, 0,−1)〉 ve Lβ = 〈(2, 1, 0,−1), (1, 0,−1, 0)〉 oldu§undan L = 〈(2, 1, 0,−1), (10, 0,−10, 0)〉,

böylece IL = 〈x2
1x2 − x4, x

10
1 − x10

3 〉. [21, Algorithm 1] uygulanarak VX(IL) = TX,A e³it-

li§ini sa§layan A matrisi hesaplan�r:

A =


−1 2 −1 0

0 1 0 1

0 10 0 0

0 0 1 0


Önceki bölümlerde verilen algoritmalardan biri kullan�larak

I(VQ′) = I(VX(IL)) = I(TX,A) = IL

sonucu elde edilir. VQ′ , TX,Q′ kümelerinin s�f�rlayan idealleri farkl� oldu§undan VQ′ 6=

TX,Q.

Q matrisinin kö³egen olma özel durumu incelenerek tezin bu k�sm� sonlanacakt�r.

Tan�m 5.3.15. Herhangi kö³egen matrisin parametreledi§i simitli kümeye dejenere

simit denir.

K∗ devirli grubunun bir üreteci η ve 0 ≤ si ≤ q−2 olmak üzere her ti ∈ K∗ eleman�n�

ti = ηsi ³eklinde ifade edilebilir. A³a§�da [41] makalesinde X = Pn projektif uzay�nda

verilen bir sonucun genel formu verilecektir. Bu gerçek [21] çal�³mas�nda ba³ka bir yol

ile ispatlanm�³t�r, burada Lemma 5.2.2 yard�m�yla ispatlanm�³t�r.
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Teorem 5.3.16. Q = kö³egen[q1, . . . , qr] ∈ Mr×r(Z) matrisi verilsin. di = |ηqi | ve

D = kö³egen[d1 . . . , dr] olmak üzere L = D(LβD) için I(TX,Q) = IL olur.

�spat 12. Lemma 5.2.2'den, L1 = {m ∈ Lβ | Qm ≡ 0(mod q − 1)} olmak üzere

L = L1 e³itli§inin kan�tlanmas� yeterlidir. L kafesinden herhangi bir m eleman� bir

z ∈ LβD için m = Dz biçiminde yaz�labilir, böylece m ∈ Lβ. di = (q−1)/ebob(q−1, qi)

e³itli§inden her di için qidi ≡ 0 (mod q − 1) denkli§i sa§lan�r. Bu takdirde Qm =

QDz ≡ 0 (mod q − 1) olup m ∈ L1.

l1 ⊂ L kapsamas�n�n ispat� için m ∈ L1 verilsin. Böylece Qm ≡ 0 (mod q− 1) olur,

yani her 1 ∈ [r] için qimi = (q − 1)zi e³itli§ini sa§layan zi ∈ Z eleman� mevcuttur. Bu

ifade
qi

gcd(q − 1, qi)
mi =

q − 1

gcd(q − 1, qi)
zi = dizi.

e³itli§ini verir. qi/ebob(q−1, qi) ve q − 1/ebob(q−1, qi) aralar�nda asal oldu§undan her

i için di say�s� mi say�s�n� böler. Buradan her i için mi = diz
′
i e³itli§ini sa§layan bir

z′i ∈ Z eleman� vard�r. Sonuç olarak z′ = (z′1, . . . , z
′
r) için m = Dz′ elde edilir ki m ∈ L

olur.
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6 PARAMETR�K S�M�TL� KODLAR

6.1 Lineer Kodlar

Bu kesimde tezin ana �krinin kolay anla³�lmas� için lineer kodlar ile ilgili baz� kavramlar

için bir özet verilecektir.

A sonlu bir küme olmak üzere A kümesine alfabe denir. A kümesinin elemanlar�

harf ve AN kümesinin elemanlar� da N uzunlukta kelime olarak tan�mlan�r.

Tan�m 6.1.1. Herhangi bir C ⊂ AN alt kümesine kod denir. C kümesinin elemanla-

r�na kod kelimesi denir.

�imdi AN kümesinde uzakl�k tan�m�n� verelim:

Tan�m 6.1.2. Herhangi c = c1 · · · cN , b = b1 · · · bN ∈ AN kelimeleri aras�ndaki uzakl�k

veya Hamming uzakl�k d(c, b) = #{i | ci 6= bi} ³eklinde tan�mlan�r.

C ⊂ AN kodunun üç temel parametresi vard�r: Uzunluk, boyut, minimum uzak-

l�k. N say�s�na kodun uzunlu§u, log|A| |C| say�s�na kodun boyutu denir ve b(C) ile

gösterilir. C kodunun minimum uzakl�§�

δ(C) = min{d(c,b) | c,b ∈ C, c 6= b}

ifadesiyle tan�mlan�r. Minimum uzakl�§� δ olan K boyutlu C kodu için [N,K, δ] para-

metreli ifadesi kullan�l�r.

Bundan sonra A alfabesi sonlu cisim olarak kabul edilip; lineer kodlar üzerinde

çal�³�lacakt�r. Fq sonlu bir cisim olmak üzere bir C ⊂ FNq alt uzay�na lineer kod denir.

Tan�m 6.1.3. c ∈ FNq kod kelimesinin s�f�rdan farkl� harf say�s�na c kelimesinin Ham-

ming a§�rl�§� denir ve w(c) ile gösterilir.

Önerme 6.1.4. [42] C ⊂ FNq , [N,K, δ] parametreli lineer kod olsun. Bu takdirde

a³a§�dakiler sa§lan�r:

(i) δ(C) = min
c∈C\{0}

w(c).

(ii) K = boyFq(C).

101



Örnek 6.1.5. C = {000, 111} ⊂ F3
2 alt vektör uzay� [3, 1, 3]2 parametreli bir lineer

kodtur. G =
[
1 1 1

]
matrisi C kodunun bir üreteç matrisidir. Bu örnek üzerinden

kodlamay� aç�klayal�m. G matrisinin sat�r say�s� kodlamada mesaj�n harf say�s�n� gös-

terir. C kodu ile 1 mesaj� 1G = (1, 1, 1) e³itli§inden 111 olarak kodlan�r. Yani 1 har�i

mesaj� kodlamak için 3 harfe ihtiyaç vard�r. Bu yüzden C kodunun bilgi oran� 1/3

tür denir. �imdi bu kodlamada mesaj iletirken gönderilmi³ kod kelimesi hatal� al�n�rsa

kodun düzeltebilme kapasitesini inceleyelim:

gönderilen mesaj→ gönderilen kod kelimesi→ al�nan kod kelimesi→ al�nan mesaj

1 mesaj�n�n 111 kodlamas� bir hata yap�larak 101 ³eklinde al�nsayd�, al�c� için mesaj�n

gönderilen kod kelimesi 111 veya 000 olabilir. Kodlama teoride al�nan kod kelimesi,

kendisine en yak�n kod olarak çözülür. Bu takdirde d(111, 101) = 1 < d(000, 101) = 2

oldu§undan gönderilen kod kelimesi 111 kabul edilir ve mesaj dogru al�n�r.

1 −→ 111 −→ 101 −→ 1

Sonuç olarak kodlamada yap�lan 1 harf hatas� düzeltilmi³tir. E§er 0 mesaj� 2 hata ile

101 olarak al�nsayd� gönderilen kod yine 111 olarak çözülecek ve yanl�³ mesaj al�nacak-

t�r. Sonuç olarak C kodu 2 hatay� düzeltememi³tir.

0 −→ 000 −→ 101 −→ 1

Tan�m 6.1.6. Uzunlu§u N , boyutu K olan lineer kodun bilgi oran� K/N say�s� ile

tan�mlan�r.

Tan�m 6.1.7. C lineer kodu ve a ∈ Z+ say�s� verilsin. C lineer kodu al�nan kod kelimesi

üzerinde a veya daha az say�da hata düzeltilebiliyor ise C koduna v hata düzeltici

kod denir.

Teorem 6.1.8. [42] Minimum uzakl�§� δ olan bir lineer kod b(δ− 1)/2c hata düzeltici

kodtur.

Teorem 6.1.8 gere§ince, bir kodun minimum uzakl�§� ne kadar büyükse hata dü-

zeltme kapasitesi de o kadar büyüktür. Dolay�s�yla, kodlama teorisinin temel amaçla-

r�ndan biri minimum uzakl�§� büyük olan kodlar bulmakt�r. Bu durumda do§al olarak,
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boyutu ve uzunlu§u belli olan bir kodun minimum uzal�§�n�n alabilece§i en büyük de-

§er ne olabilir sorusu dü³ünülür. A³a§�da bir lineer kodun minimum uzakl�§� için di§er

parametrelerine ba§l� bir üst s�n�r olan Singleton E³itsizli§i verilecektir. Böylece bo-

yutu ve uzunlu§u belli olan bir kodun minimum uzakl�§�n�n alabilece§i en büyük de§er

belirlenir.

Teorem 6.1.9. [42][Singleton E³itsizli§i] C, [N,K, δ]q parametreli bir kod ise

δ 6 N −K + 1

e³itsizli§i vard�r.

Uzunlu§u ve boyutu ayn� olan kodun minimum uzakl�§� Singleton s�n�r�na göre 1'dir,

bu kodlara a³ikar kod denir. [N,K, δ]q parametreli kodu

δ = N −K + 1

e³itli§ini sa§l�yorsaMaksimum Uzakl�kta Ayr�labilen Kod denir veya k�sacaMDS

kod denir. Kodlama teorisindeki önemli kodlardan birisidir, çünkü ayn� uzunluk ve

boyuta sahip kodlar aras�nda en büyük minimum uzakl�§a sahiptir, dolay�s�yla hata

düzeltilebilme kapasitesi en fazla olan kodlard�r.

Tan�m 6.1.10. C, [N,K, δ]q parametreli bir lineer kod olsun. Sat�rlar�n�n kümesi C

kodu için baz te³kil eden K×N boyutlu G matrisine, C kodunun üreteç matrisi denir.

G matrisi G = [IK PK×N−K ] formunda ise G matrisi standart formda denir.

Her lineer kodun üreteç matrisine elementer sat�r i³lemleri uygulayarak, sütunlar�n�

yer de§i³tirerek ve herhangi bir sütununu s�f�r olmayan bir skalerle çarparak üreteç

matris, standart forma dönü³türülebilir [42, Teorem 5.5].

Tan�m 6.1.11. [43, Tan�m 3] C1,C2 Fq üzerinde N boyutlu iki lineer kod olsun. E§er

C2 = ψπ,a(C1) olacak ³ekilde π ∈ SN permüntasyonu ve a = (a1, . . . , aN) ∈ (F∗q)N

eleman� varsa C1 ve C2 kodlar�na denktir denir, burada ψπ,a dönü³ümü

ψπ,a : FNq → FNq
(c1, . . . , cN) 7→ (a1cπ(1), . . . , aNcπ(N))

³eklinde tan�mlanm�³t�r.
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Örnek 6.1.12. C1 = {0000, 0101, 0010, 0111} ⊂ F3
3 lineer kodu verilsin. C kodu

C2 = {0000, 2100, 0001, 2120}

koduna denktir, çünkü π =

1 2 3 4

2 4 1 3

 ∈ S4 ve a = (2, 1, 1, 1) al�rsak C2 =

ψπ,a(C1)'dir.

Bir lineer kodun üreteç matrisine elementer sat�r i³lemleri uygulayarak elde edilen

matrisin üretti§i kod, bu lineer kod ile ayn�d�r. Fakat bir lineer kod, üreteç matrisinin

sütunlar�n� yer de§i³tirerek veya herhangi bir sütununun s�f�r olmayan bir skalerle çar-

parak elde edilen matrisin tan�mlad�§� kod ile denktir. Bu yüzden bir lineer kod, üreteç

matrisinin standart formunun tan�mlad�§� kod ile denktir [42, Teorem 5.4].

Tan�m 6.1.13. [44] C, Fq üzerinde [N,K, δ] parametreli bir lineer kod olsun. C

kodunun her kelimesinin herhangi bir koordinat�ndaki har�n silinerek elde edilen koda

C kodunun delmesi denir ve bu kod C∗ ile gösterilir.

Teorem 6.1.14. [44] C, Fq üzerinde [N,K, δ]q parametreli bir lineer kod olsun. C∗

kodu , C kodunun i. koordinat�n�n silinmesiyle üretilmi³ delmesi olmak üzere a³a§�daki

özellikler sa§lan�r.

(i) Ci bir lineer kodtur ve üreteç matrisi C kodunun üreteç matrisinin i. sütununun

silinmesiyle elde edilir.

(ii) δ > 1 olmak üzere C kodunun minimum a§�rl�§a sahip kod kelimesinin i. koordi-

nat� s�f�rdan farkl� ise Ci kodu [N − 1, K, δ − 1] parametrelidir, aksi durumda Ci

kodu [N − 1, K, δ] parametrelidir.

(iii) δ = 1 iken e§er C kodunun i. koordinat� s�f�r olmayan kelimelerinin minimum

a§�rl�§� 1 de§ilse Ci, [N −1, K, 1] parametreli bir kodtur, aksi durumda K > 1 ise

δ∗ > 1 olmak üzere Ci, [N − 1, K − 1, δ∗] parametreli bir kodtur.

Bu alt bölüm MDS lineer kodlar�n çok önemli bir s�n�f� olan polinom fonksiyonlar�

kullan�larak in³a edilen Reed Solomon kodlar ile sonland�r�lacakt�r.

L(K) = {f ∈ Fq[x] | der(f) < K} ⊂ Fq[x] kümesi Fq üzerinde vektör uzay�d�r.

{1, x, x2, . . . , xK−1} kümesi bu vektör uzay�n�n bir baz�d�r. 0 ≤ K ≤ N olmak üzere
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{c1, . . . , cN} ⊆ Fq alt kümesi verilsin. Bu takdirde

evc : L(K)→ FNq , f 7→ (f(c1), . . . , f(cN))

dönü³ümü lineerdir, dolay�s�yla Gör(evc) kümesi vektör uzay�d�r.

Tan�m 6.1.15. Gör(evc) = {(f(c1), . . . , f(cN)) | f ∈ L(K)} ⊂ FNq alt vektör uzay�na

Reed Solomon(RS) Kod denir ve RSK(c) ile gösterilir.

a = (a1, . . . , aN) ∈ F∗q eleman� verilsin. A³a§�da tan�mlanan hesaplama fonksiyonu

ile RS kodlar�n� içeren daha genel kodlar elde edilir.

evc,a : L(K)→ FNq , f 7→ (a1f(c1), . . . , aNf(cN))

dönü³ümü lineerdir ve

Gör(evc,a) = {(a1f(c1), . . . , aNf(cN)) | f ∈ L(K)} ⊂ FNq

vektör uzay�na Genelle³tirilmi³ Reed Solomon(GRS) Kod denir ve GRSK(c, a)

ile gösterilir. E§er GRSK(c, a) kodunda a = (1, 1, . . . , 1) al�n�rsa RSK(c) kodunu verir.

evc,a lineer dönü³ümünün çekirde§i

Çek(evc,a) = {f ∈ L(K) | f(c1) = · · · = f(cN) = 0}

kümesidir, çünkü her ai s�f�rdan farkl�d�r. f ∈ Çek(evc,a) olsun. f polinomunun Fq
cisminde minimum N tane kökü vard�r, ayr�ca der f ≤ K − 1 ≤ N oldu§undan f = 0.

Buradan Çek(evc,a) = {0} olup GRSK(c, a) ' L(K). Sonuç olarak GRSK(c, a) kodu-

nun boyutu boyL(K) = K'd�r. GRSK(c, a) kodunun minimum uzakl�§�n� belirlemek

için bir c = (a1f(c1), . . . , aNf(cN)) kod kelimesini alal�m. der(f) ≤ K − 1 oldu§undan

f polinomunun maksimum kök say�s� K−1'dir. Dolay�s�yla her kod kelimesinin a§�rl�§�

minimum N−K+1 olaca§�ndan δ(GRSK(c, a)) en az N−K+1'dir. Di§er yandan Sing-

leton s�n�r�ndan δ(GRSK(c, a)) ≤ N −K+ 1 oldu§undan δ(GRSK(c, a)) = N −K+ 1.

Sonuç olarak GRSK(c, a) kodu [N,K,N −K + 1] parametreli MDS kodtur.

evc,a lineer dönü³ümü birebir oldu§undan L(K) vektör uzay�n�n bir baz�n�n bu
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dönü³üm alt�ndaki görüntüsü GRSK(c, a) vektör uzay� için bir bazd�r. Bu takdirde


a1 a2 . . . aN

a1c1 a2c2 . . . aNcN
...

...
...

a1c
K−1
1 a2c

K−1
2 . . . aNc

K−1
N


matrisi GRSK(c, a) kodunun bir üreteç matrisidir.

6.2 Parametrik Kodlar ve S�f�rlayan �dealler

Son kesimde Fq[x] polinom halkas�n�n derecesi K'dan az olan polinomlar�n�n Fq cismi-

nin bir alt kümesinde hesaplanarak Fq üzerinde bir kod tan�mlanm�³t�r. �imdi benzer

³ekilde simitli çe³itlemler ve S =
⊕
α∈A

Sα homojen koordinat halkas�n�n Sα vektör uza-

y�n�n polinomlar� kullan�larak tan�mlanan bir lineer kod olan simitli kodlardan bahse-

dilecektir.

X, K = Fq cismi üzerinde bir simitli çe³itlem ve P1, . . . , PN ∈ Kr elemanlar� Y =

{[P1], . . . , [PN ]} ⊂ X alt kümesinin elemanlar�n�n sabit bir temsilcisi olsun. Bir α ∈ Nβ

de§eri için Y üzerinde hesaplama fonksiyonu a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r:

evY : Sα → KN , F 7→ (F (P1), . . . , F (PN)) .

evY hesaplama fonksiyonu K lineer fonksiyondur, bu yüzden evY (Sα) ⊂ FNq görüntü

kümesi de alt vektör uzay�d�r. Cα,Y = evY (Sα) ⊂ FNq alt uzay�na da Y alt kümesinde

hesaplanan α mertebeli hesaplama kodu veya genelle³tirilmi³ simitli kod denir.

Özel olarak

� Y = TX ise Cα,Y = evY (Sα) ⊂ FNq hesaplama koduna α mertebeli simitli kod

� Y kümesini bir Q ∈ Ms×r(Z) matrisinin tan�mlad�§� parametrik simitli küme

al�rsak Cα,Q = evTX,Q(Sα) ⊂ FNq alt uzay�na parametrik simitli kod

denir.

Σ, Rn vektör uzay�nda bir simpleksel tam fan olmak üzere Σ fan�n�n �³�nlar� ρ1, . . . , ρr ∈

Rn, v1, . . . ,vr ∈ Zn kafes ilkel vektörleriyle üretilsin. K = Fq cismi üzerinde Σ ⊂ Rn
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fan�na kar³�l�k gelen X simitli çe³itlemi TX ' (K∗)n split simiti içersin. Cl(X) grubu-

nun s�f�rlayan eleman� olmas�n. Bölüm 5'ten X simitli çe³itleminin koordinat halkas�

S'nin derZd(xi) = βi olmak üzereA = Zd-dereceli oldu§unu hat�rlayal�m. Bölüm 5'te X

simitli çe³itleminin TX,Q parametrik simitli kümesinin s�f�rlayan idealinin üreteçlerini

belirleyen metotlar verilmi³tir. Bu kesim Cα,Q parametrik kodlar�n parametrelerinin

hesaplanmas� üzerinedir. Cα,Q parametrik kodunun uzunlu§unu TX,Q çe³itleminin

eleman say�s� belirler. Cα,Q ⊆ FNq alt uzay�n�n boyutu kodun boyutunu verir, yani

K = boyK(Cα,Q). A§�rl�§� en az olan c ∈ Cα,Q \ {0} kod kelimesinin a§�rl�§� kodun

minimum uzakl�§�d�r.

α ∈ Nβ olmak üzere {xm
1 . . . ,xm

K} monomlar kümesi Sα vektör uzay�n�n bir baz� ve

TX,Q = {P1, . . . , PN} olsun. Bu takdirde


xm1(P1) . . . xm1(PN)

xm2(P1) . . . xm2(PN)
...

...

xmK (P1) . . . xmK (PN)


Cα,Q kodunun bir üreteç matrisidir.

Uyar�. X bir simitli çe³itlem olmak üzere Y = {[P1], . . . , [PN ]} alt çe³itleminin ele-

manlar�n�n farkl� temsilcileri kullan�ld�§�nda elde edilen kodlar denktir. G1, . . . , GN ∈

G (TX ' (K∗)r/G) olmak üzere her [Pi] eleman�n�n temsilcisini GiPi alabiliriz, çünkü

her i için [Pi] = [GiPi]. Sα vektör uzay�n�n bir baz� {xm
1 . . . ,xm

K} monomlar kümesi

olsun. Y kümesinin temsilcilerini P1, . . . , PN kabul edersek yukar�da verilen üreteç mat-

risinden kod

{a1a2 · · · aN | ai = c1x
m1(Pi) + c2x

m2(Pi) + · · ·+ cKx
mK (Pi), cj ∈ Fq}
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³eklinde olur. E§er Y = {[G1P1], . . . , [GNPN ]} al�rsak kodun üreteç matrisi


xm1(P1)xm1(G1) . . . xm1(PN)xm1(GN)

xm2(P1)xm2(G1) . . . xm2(PN)xm2(GN)
...

...

xmK (P1)xmK (G1) . . . xmK (PN)xmK (GN)


olur ve dolay�s�yla kodu

{a1a2 · · · aN | ai = c1x
m1(Pi)x

m1(Gi) + · · ·+ cKx
mK (Pi)x

mK (Gi), cj ∈ Fq}

kümesi verir. Herhangi xmj ,xmi ∈ Sα monomu ve her k = 1, . . . , N için xmi(Gk) =

xmj(Gk) e³itli§i vard�r, çünkü xmi−xmj binomu homojendir ve (xmi−xmj)(1, 1, . . . , 1) =

0. Bu takdirde P1, . . . , PN temsilcileriyle tan�mlanan kodunun her kelimesinin i. koor-

dinat�n� xm1(Gi) ile çarparak G1P1, . . . , GNPN temsilcilerinin verdi§i kod elde edilir ve

Tan�m 6.1.11 gere§i kodlar denktir.

Kodlama teorinin önemli amaçlar�ndan biri kodun parametrelerini h�zl� bir ³ekilde

bulmak için yöntemler geli³tirmektir. Bu bölümde bir çe³itlemin Hilbert fonksiyonu

tan�mlan�p, özellikleri incelenerek parametrik simitli kodlar�n boyutu ile ili³kilendirile-

cektir.

Tan�m 6.2.1. I, A-dereceli S polinom halkas�n�n homojen ideali olmak üzere I ideali-

nin dereceli Hilbert fonksiyonu,

HI(α) = boyK Sα − boyK Iα

³eklide tan�mlan�r.

X bir simitli çe³itlem ve Y ⊂ X bir alt kümesi olsun. I(Y ) s�f�rlayan idealinin

Hilbert fonksiyonu Y alt kümesinin Hilbert fonksiyonu olarak da isimlendirilir ve HY

olarak gösterilir.

HY (α) = boyK Sα − boyK Iα(Y )

Önerme 6.2.2. [21, Önerme 6.1] Cα,Y kodunun boyutu HY (α)'d�r.

�spat 13. evY hesaplama fonksiyonunun çekirde§i Iα(Y ), görüntüsü Cα,Y = evY (Sα)

oldu§undan evY (Sα) ' Sα/Iα(Y )'dir. Böylece b(Cα,Y ) = boyFq Cα,Y = HY (α) olur.
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Cα,Y kodunun boyutu yukar�daki önermede aç�kland�§� gibi Y 'nin derecelendiril-

mi³ Hilbert fonksiyonu arac�l�§�yla hesaplanabilir. Hilbert fonksiyonun özelliklerini in-

celeyerek kod ile ilgili bilgi sahibi olabiliriz. �imdi Hilbert fonksiyonun baz� özellik-

leri verilecektir. A³a§�da Nβ ⊂ Zd a�n yar�grubu üzerinde � k�smi s�ralama ba§�nt�s�

α � α′ ⇐⇒ α′ − α ∈ Nβ ³eklinde tan�mlanm�³t�r.

Teorem 6.2.3. [12, Teorem 3.7]

(i) I(Y ) idealinin her minimal üretecinin αi derecesi için, e§er α − αi /∈ Nβ ise

HY (α) = boyFqSα sa§lan�r.

(ii) E§er her j ∈ 1, . . . , r için S/I(Y ) halkas�n�n βj dereceli s�f�r bölen olmayan ele-

man� varsa, her α � α′ için HY (α) ≤ HY (α′) olur.

(iii) Her α ∈ Nβ için HY (α) ≤ |Y |.

Lemma 6.2.4. [12, Lemma 3.6] Y ⊂ TX olmak üzere her α ∈ Nβ için S/I(Y ) bölüm

halkas�n�n α dereceli s�f�r bölen olmayan eleman� vard�r.

Önerme 6.2.5. [45, Önerme 1.9] X = Pn1×· · ·×Pnr ve ej ∈ Zr standart baz vektörü

olsun. Bu takdirde herhangi j ∈ [r] ve herhangi bir α için HY (α) = HY (α + ej) ise

her k pozitif tam say�s� için HY (α+ ej) = HY (α+ kej) olur, yani Hilbert fonksiyon ej

yönünde sabit hale gelir.

Önerme 6.2.6. [12, Önerme 4.3] S/I(Y ) halkas�n�n α′ ∈ Nβ dereceli s�f�r bölen ol-

mayan eleman� varsa ve HY (α) = HY (α+α′) e³itl§i sa§lan�yorsa Cα,Y ,Cα+α′,Y kodlar�

denktir. Böylece Y üzerinde tan�mlanan denk olmayan Cα,Y hesaplama kodlar� sonlu

tanedir.

Her α için Cα,Y kodunun boyutu HY (α), |Y | ile üstten s�n�rl�d�r. Buradan kodun

uzunlu§unun Hilbert fonksiyonu kullan�larak hesaplanabilece§i ç�kar. Di§er taraftan

HY (α) = |Y | e³itli§ini sa§layan α de§erleri, boyutu ve uzunlu§u ayn� olan a³ikar kodlar�

verir ve hangi α de§erleri için Cα,Y kodunun a³ikar olmad�§� belirlenir. �imdi ise a³ikar

olmayan kodlar� belirleyen a³a§�daki tan�m� verelim.

Tan�m 6.2.7.

reg(Y ) = {α ∈ Nβ |HY (α) = |Y |}

³eklinde tan�mlanan kümeye Y kümesinin düzenlilik kümesi denir.
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Cα,Y kodun uzunlu§unu bulmak için reg(Y ) kümesinin bir eleman�n� belirlemek

yeterlidir. Genelde reg(Y ) kümesi tam olarak belli de§ildir, baz� özel durumlarda ise

bir alt kümesi verilmi³tir. Fakat a³a§�da verece§imiz güzel durumda bu küme tam

olarak belirlenmi³tir.

Önerme 6.2.8. [12, Önerme 3.12] X = P(w1, . . . , wr) a§�rl�kl� projektif uzay ve Y ⊂

X olsun öyle ki S/I(Y ) halkas�n�n 1 dereceli s�f�r bölen olmayan eleman� olsun. Bu

³artlar alt�nda

reg(Y ) = {1 + aY + n | n ∈ N}

e³itli§ini veren bir aY tam say�s� vard�r. Üstelik aY de§eri I(Y ) idealinin Hilbert serisine

paralel olan rasyonel fonksiyonun derecesidir. Özel olarak Y ⊂ TX ve w = 1 durumunda

da geçerlidir.

X = P(w1, . . . , wr) a§�rl�kl� projektif uzay ve Y simit iken aY de§erinin formülü

mevcuttur. Bu formül W = {w1, w2, . . . , wr} kümesinin üretti§i NW yar�grubunun

Frobenius say�s�n� içermektedir. NW yar�grubuna ait olmayan en büyük say�ya bu

yar�grubun Frobenius say�s� denir ve g(W ) ile gösterilir.

Sonuç 6.2.9. [20, Sonuç 3.9] X = P(w1, . . . , wr) a§�rl�kl� projektif uzay ve Y = TX
ise

aY = (q − 2)[w1 + · · ·+ wr + g(W )] + g(W )

olur.

X simitli çe³itleminin Y alt kümesinin s�f�rlayan idealinin üreteç say�s� yüksekli§i

kadarsa bu alt kümeye tam kesi³im denir. Y bir tam kesi³im ise reg(Y ) düzenlilik

kümesi tam olarak bulabilece§imiz bir teori ³imdilik olmasa bile bir alt kümesi a³a§�daki

teoremde verilmi³tir.

Teorem 6.2.10. [12, Teorem 3.6] Y , X simitli çe³itleminin tam kesi³im bir alt kümesi

ve I(Y ) s�f�rlayan idealinin üreteçlerinin dereceleri α1, . . . , αn olsun. E§er her j ∈ [r]

için S/I(Y ) halkas�n�n βj dereceli s�f�r bölen olmayan eleman� mevcut ise

α1 + · · ·+ αn + Nβ ⊂ reg(Y )

olur.
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6.3 Cα,Q Kodunun Uzunlu§u

Tezin kalan k�sm�nda [23] makalesinde elde edilen sonuçlara yer verilecektir.

Bu bölümde direk TX,Q kümesinin parametrizasyonu arac�l�§�yla kodun uzunlu§unu

hesaplayan bir algoritma verilecektir. Cα,Q parametrik kodunun uzunlu§u TX,Q küme-

sinin s�f�rlayan ideali yard�m�yla, reg(TX,Q) kümesinin bir eleman� bulunarak hesapla-

nabilir. Fakat her durum için bunu bulmak kolay de§ildir. I(TX,Q) idealinin üreteçleri

α1, . . . , αn dereceli tam kesi³im ise Teorem 6.2.10 gere§ince α1 + · · · + αn ∈ reg(TX,Q)

olur. Ama TX,Q tam kesi³im de§ilse, reg(TX,Q) kümesine ait bir eleman belirli de§ildir.

Hatta Örnek 6.3.4'te gösterildi§i gibi |TX,Q| de§eri ile reg(TX,Q) kümesi belirlenebilir.

TX ve TX,Q kümelerinin

[p1 : · · · : pr][p′1 : · · · : p′r] = [p1p
′
1 : · · · : prp′r]

³eklinde tan�mlanan i³leme göre grup oldu§u a³ikard�r. Di§er yandan

ϕQ : (K∗)s → TX,Q, t→ [tq1 : · · · : tqr ]

dönü³ümü bir grup epimor�zmas�d�r. Böylece TX,Q ' (K∗)s/Çek(ϕQ) olur ve

|TX,Q| = |(K∗)s|/|Çek(ϕQ)| = (q − 1)s/|Çek(ϕQ)|

e³itli§i sa§lan�r. Sonuç olarak Cα,Q kodun uzunlu§unun |Çek(ϕQ)| say�s�na ba§l�d�r.

�q = [0, q − 2]s, K = Fq sonlu cismi taraf�ndan belirlenen Rs de hiperküp ve η, K∗

cisminin bir üreteci olsun. A³a§�da H = {h ∈ �q ∩ Zs | hQφ ≡ 0 (mod q − 1)} olmak

üzere Çek(ϕQ) çekirde§i ile H kümesi aras�nda birebir e³le³me oldu§u gösterilmi³tir.

Önerme 6.3.1. Çek(ϕQ) = {(ηh1 , . . . , ηhs)|h = (h1, . . . , hs) ∈ H}, dolay�s�yla |Çek(ϕQ)| =

|H| olur.

�spat 14. t ∈ Çek(ϕQ) ⊂ (K∗)s olsun. Böylece [tq1 : · · · : tqr ] = [1 : · · · : 1] olur,

yani (tq1 , . . . , tqr) eleman�, G(1, . . . , 1) = G = {x ∈ (K∗)r | ∀ m ∈ Lβ için xm = 1}

yörüngesinin eleman�d�r. Lβ = Gör(φ) e³itli§inden her c ∈ Zn eleman� için

xm(tq1 , . . . , tqr) = tQm = tQφc = 1 (6)
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olur.

Her t ∈ (K∗)s için t = (ηh1 , . . . , ηhs) e³itli§i sa§lanacak ³ekilde bir h = (h1, . . . , hs) ∈

H vard�r. Bu durumda (6) e³itli§inden her c ∈ Zn için ηhQφc = 1 olur, böylece hQφc ≡

0 (mod q−1). c vektörleri Zn uzay�n�n standart baz�ndan seçilirse, hQφ ≡ 0 (mod q−1)

denkli§i elde edilir. Bu takdirde Çek(ϕQ) ⊆ {(ηh1 , . . . , ηhs) |h = (h1, . . . , hs) ∈ H} kap-

samas� sa§lan�r. Ters kapsama a³ikard�r. Öte yandan η eleman�n�n mertebesi q − 1

ve her hi ∈ [0, q − 2], oldu§undan Çek(ϕQ), H kümeleri birebir örtü³mektedir. Böylece

|Çek(ϕQ)| = |H| olur ki istenendir.

Prosedür 6.3.2. A³a§�daki Macaulay2 prosedürüyle Q, φ matrisi ve q de§eri girilen

Cα,Q kodunun uzunlu§unu hesaplayabiliriz. Be³inci ad�mdaki A listesi �q∩Zs kümesin-

deki elemanlar� verir. Bu kümedeki elemanlar�n H kümesine ait olup olmad�§� alt�nc�

ad�mda belirlenir, böylece k = |H| say�s� hesaplan�r.

i2 : r=numRows Phi;s=numRows Q;n=numColumns Phi;k=0;

i3 : L=for i from 1 to q-1 list i;

i4 : L= set L;L=L^**(s);L=toList L;

i5 : A= apply(L,i->toList deepSplice i)

i6 : scan(A,i-> if ((matrix{i}*Q*Phi)%(map((ZZ)^1,n,(i,j)->(q-1))))

==(matrix mutableMatrix(ZZ,1,n)) then (print i,k=k+1));

i7: length=((q-1)^s)/k

Örnek 6.3.3. Örnek 5.2.6'da verilen TX,Q parametrik kümesi tam kesi³im oldu§u için

reg(TX,Q) kümesi ile Cα,TX,Q kodunun uzunlu§u hesaplanabilir. �lk ad�m olarak Prosedür

5.2.5 ile I(TX,Q) ideali hesaplan�r:

I(TX,Q) = 〈x2
1x2 − x4, x

5
1 − x5

3〉.

S homojen koordinat halkas�n�n de§i³kenlerin derecesi

der(x1) = der(x3) = β1 = β3 = (1, 0), der(x2) = β2 = (0, 1), der(x4) = β4 = (2, 1),

oldu§undan I(TX,Q) idealinin üreteçlerinin dereceleri α1 = derZ2(x2
1x2 − x4) = (2, 1)

ve α2 = derZ2(x5
1 − x5

3) = (5, 0) olur. Bu takdirde Teorem 6.2.10 ile α1 + α2 = (7, 1),

reg(TX,Q) kümesinin eleman�d�r. Prosedür 5.2.5 ile I(TX,Q) idealini hesaplad�ktan sonra

[12, Teorem 3.1] gere§i a³a§�daki komutla kodun uzunlu§u 5 olarak hesaplan�r.
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i9 : hilbertFunction({7,1},IYQ)

A³a§�daki girdilerle Prosedür 6.3.2 sonucunda ayn� de§eri bulunur:

i1 : q=11;Phi=matrix{{1,0},{0,1},{-1,2},{0,-1}}; Q=matrix {{1,2,3,4}};

A³a§�daki örnek, kodun uzunlu§unun reg(TX,Q) kümesini kullanmadan hesaplama-

n�n avantajlar�n� gösteriyor. Kodun uzunlu§u ile reg(TX,Q) kümesini belirlenip, a³ikar

olmayan kodlar�n sonlu listesi bulunmu³tur.

Örnek 6.3.4. X, F5 üzerinde P(2, 2, 3, 5) a§�rl�kl� projektif uzay ve Q, dü§ümler kümesi

V = {1, 2, 3, 4} kenarlar kümesi E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}} olan graf�n matrisi

olsun. TX,Q ⊆ P(2, 2, 3, 5) alt grubunun eleman say�s�n� Hilbert fonksiyonu ile hesapla-

mak için öncelikle I(TX,Q) s�f�rlayan idealinin minimal üreteçlerini Prosedür 5.1.6 ile

bulal�m:

x4
1 − x4

2, x2
1x

6
2 − x2

3x
2
4, x6

3 − x2
1x

2
2x

2
4, x4

2x
4
3 − x4

4.

I(TX,Q) tam kesi³im de§ildir. Bu sebeple son örnekteki yöntem ile |TX,Q| say�s� hesap-
lanamaz. A³a§�daki girdilerle direk Prosedür 6.3.2 arac�l�§�yla hesaplanabilir:

i1 : q=5; Phi= syz matrix {{2,2,3,5}};

Q=matrix{{1,0,0,1},{1,1,0,0},{0,1,1,0},{0,0,1,1}};

Ç�kt� olarak |TX,Q| = 32 verir. Bu da, TX,Q kümesinin TX simitinin elemanlar�n�n

yar�s�n� içerdi§ini gösterir.

|TX,Q| = 32 oldu§undan,

reg(TX,Q) = {i ∈ Nβ |HTX,Q(i) = 32}

³eklinde tan�mlan�r. Teorem 6.2.4 ve Lemma 6.2.3 ile w ∈ {2, 3, 5} olmak üzere her i >

0 için HTX,Q(i) ≤ HTX,Q(i+w) ≤ 32 sa§lan�r. Dolay�s�yla baz� i = i0 için HTX,Q(i0) = 32

olmas� HTX,Q(i0 + 2) = HTX,Q(i0 + 3) = 32 e³itli§ini gerektirir. Dolay�s�yla her j > 3

için HTX,Q(i0 + j) = 32 olur. Bu yüzden amaç i0 ve HTX,Q(i0 + 1) de§erlerini bulmakt�r.

A³a§�daki komutlar ile bu de§erler hesap edilir:

for i from 0 to 100

do (

if hilbertFunction(i,ITQ)<32 then print hilbertFunction(i,ITQ)
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else stop

and print [i,hilbertFunction(i,ITQ),hilbertFunction(i+1,ITQ)]

);

Sonuç olarak 1, 0, 2, 1, 3, 3, 5, 5, 7, 8, 10, 11, 14, 14, 18, 19, 21, 24, 24, 28, 27, 31, 29, [23, 32, 31]

ç�kt�s� elde edilir. Burada, [23, 32, 31] ç�kt�s� i0 = 23, HTX,Q(i0) = 32 ve HTX,Q(i0 + 1) =

31 anlam�na gelir, bu yüzden reg(TX,Q) = {23} ∪ {25 + N} olur. Ayr�ca

Nβ \ reg(TX,Q) = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22}∪{24}

olmak üzere, her α ∈ Nβ \ reg(TX,Q) için uzunlu§u 32, boyutu yukar�da HTX,Q(α) fonk-

siyonu ile verilmi³ a³ikar olmayan Cα,Q kodlar� bulunur.

A³a§�da Çek(ϕQ) çekirde§i ve

P = {(h,k) ∈ Rs × Rn | hQφ = (q − 1)k ve h ∈ �q}

politopunun kafes noktalar�n�n birebir örtü³tü§ü gösterilmi³tir. Böylece bu politop ile

Cα,Q kodunun uzunlu§u hesaplanabilir.

Önerme 6.3.5. |Çek(ϕQ)| = |P ∩ Zs+n|.

�spat 15. Önerme 6.3.1 den, Çek(ϕQ) çekirde§i H kümesi ile birebir e³le³mektedir.

Dolay�s�yla, H, P ∩ Zs+n kümelerinin birebir örtü³tü§ünü göstermek yeterlidir. E§er

h ∈ H ise hQφ ≡ 0 (mod q − 1) ³eklinde yaz�l�r, yani hQφ = (q − 1)k olacak ³ekilde

k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn vard�r. Buradan (h,k) ∈ P ∩ Zs+n olur. Asl�nda her h eleman�

için, bu ³art� sa§layan sadece bir tane k vard�r, çünkü (q−1)k = (q−1)k′ ifadesi k = k′

e³itli§ini gerektirir. Tersine, (h,k) ∈ P ∩ Zs+n olsun. Bu durumda hQφ = (q − 1)k

elde edilir ve kan�t tamamlan�r.

Uyar�. X = Pr−1, n = r−1 boyutlu projektif uzay iken, [14, Önerme 3.3] gere§i 1 ∈ Zr

olmak üzere

P = {(h, λ, µ) ∈ Rs × Rr × R | hQ = (q − 1)λ+ µ1, h ∈ �q ve 0 ≤ µ ≤ q − 2}

politopunun kafes noktalar� ile Çek(ϕQ) çekirde§i birebir örtü³üp, |Çek(ϕQ)| = |P ∩

Zs+r+1| sa§lan�r. P ⊂ Rs+r+1 politopu özel bir durum için, yani X projektif uzay için
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verilmi³tir ve Rs+r+1 uzay�ndad�r. Di§er yandan yukar�da verilen P politopu Rs+n =

Rs+r−1 uzay�ndad�r. Bu nedenle, P politopu ile kafes noktalar�n� daha h�zl� bulunabilir.

Örnek 6.3.6. [14, Örnek 3.4] ele alal�m. Bu takdirde X, F5 üzerinde P3 projektif uzay

ve φ matrisinin sütunlar� (−1, 1, 0, 0), (−1, 0, 1, 0) ve (−1, 0, 0, 1) olur. Q, dü§ümler

kümesi V = {1, 2, 3, 4}, kenarlar kümesi E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}} olan graf�n

matrisidir, yani Q matrisinin sütunlar� (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1) ve (1, 0, 0, 1)

vektörleridir.

Sage [46] program� ile 0, 04 saniyede 4 boyutlu P ⊂ R7 politopun 16 tane

(h1, h2, h3, h4, k1, k2, k3)

kafes noktas� bulunmu³tur, ayr�ca P ⊂ R7 politopu 16 kö³enin d�³bükey bürümüdür.

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 2, 0, 0, 0), (0, 3, 0, 3, 0, 0, 0),

(1, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0), (1, 2, 1, 2, 0, 0, 0), (1, 3, 1, 3, 0, 0, 0),

(2, 0, 2, 0, 0, 0, 0), (2, 1, 2, 1, 0, 0, 0), (2, 2, 2, 2, 0, 0, 0), (2, 3, 2, 3, 0, 0, 0),

(3, 0, 3, 0, 0, 0, 0), (3, 1, 3, 1, 0, 0, 0), (3, 2, 3, 2, 0, 0, 0), (3, 3, 3, 3, 0, 0, 0).

Böylece, yukar�da verilen her (h1, h2, h3, h4) de§eri için (ηh1 , ηh2 , ηh3 , ηh4) noktas�

hesaplanarak, TX,Q alt grubunun 16 noktas� bulunur. Di§er yandan, 5 boyutlu 32 kö³enin

d�³bükey bürümü P ⊂ R9 politopunun 16 kafes noktas� 1 dakikada hesaplanm�³t�r.

6.4 Cα,Q Kodunun Minimum Uzakl�§�

Bu bölümde, parametrik kodlar�n minimum uzakl�§� için bir alt s�n�r verilecektir. Bu

s�n�r� ve önceki bölümlerde verilen yöntemleri baz� parametrik kodlar üzerinde uygula-

yarak parametreleri hesaplanacakt�r.

Bölüm 6.3'de

ϕQ : (K∗)s → TX,Q, t→ [tq1 : · · · : tqr ]

grup homomor�zmas�n� tan�mlayarak |H| = |Çek(ϕQ)| olmak üzere |TX,Q| = (q −

1)s/|H| e³itli§i verilmi³tir. Herhangi F ∈ Sα polinomu için F ◦ ϕQ : (K∗)s → K bile³ke

fonksiyonu (t1, . . . , ts) ∈ (K∗)s olmak üzere (F ◦ ϕQ)(t1, . . . , ts) = F (tq1 : · · · : tqr)

³eklinde tan�mlan�r. Bir evTX,Q(F ) kod kelimesinin a§�rl�§�, kodun uzunlu§undan F

polinomunun TX,Q parametrik kümesindeki kök say�s�n�n ç�kar�lmas� ile bulunur, bu

yüzden öncelikle F ◦ϕQ polinomunun (K∗)s kümesindeki köklerinin say�s� hesaplanma-

l�d�r. A³a§�daki e³itsizlik bu amaç için kullan�lacakt�r.
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Lemma 6.4.1. [16, Lemma 3.2] G(y1, y2, . . . , ys), K = Fq sonlu cismi üzerinde d

toplam dereceli s�f�r olmayan bir polinom olsun. G polinomunun (K∗)s kümesindeki

kök say�s� |V (G) ∩ (K∗)s| ≤ d(q − 1)s−1 e³itsizli§ini sa§lar.

Herhangi bir xa = xa1
1 · · ·xarr ∈ Sα monomunda her xi de§i³keni yerine yqi mo-

nomu yaz�l�rsa yQa = yQ1a

1 · · · yQsas elde edilir ve Qi, Q matrisinin i. sat�r� olmak üzere

deryi(y
Qa) = Qia sa§lan�r. Qia monomunun q− 1 ile bölümünden kalan� Qia ile göste-

relim. A³a§�daki say� Sα vektör uzay�ndaki monomlar�n kar³�l�k geldi§i yQa monomla-

r�n�n yq−1
1 , . . . , yq−1

n monomlar�na bölümünden kalan monomlar�n toplam derecesininin

maksimum de§erini belirler ve a³a§�da verilen alt s�n�r için çok önemlidir:

d(α,Q) = max{Q1a+ · · ·+Qsa | xa ∈ Sα}.

Teorem 6.4.2. Yukar�da verilen gösterimler ile Cα,Q parametrik kodun minimum uzak-

l�§�

δ(Cα,TX,Q) ≥ (q − 1)s−1

|H|
[q − 1− d(α,Q)]

e³itsizli§ini sa§lar.

�spat 16. F ∈ Sα polinomuna kar³�l�k gelen evTX,Q(F ) kod kelimesini c ile gösterelim.

c kelimesinin a§�rl�§� s�f�r olmayan har�erinin say�s�d�r veya toplam harf say�s� ile F

polinomunun TX,Q üzerindeki köklerinin say�s�n�n fark�d�r: |TX,Q|− |VX(F )∩TX,Q|. Bu

sebeple s�f�r olmayan kod kelimelerinin a§�rl�klar�n�n minimumu

δ(Cα,Q) = |TX,Q| −max{|VX(F ) ∩ TX,Q| | F ∈ Sα \ Iα(TX,Q)}

e³itli§i ile verilir. Her F ∈ Sα homojen polinomu için,

F ∈ I(TX,Q) ⇐⇒ F ◦ ϕQ ∈ I((K∗)s)

ifadesi do§rudur. Lemma 5.1.1, I((K∗)s) idealinin G = {yq−1
1 − 1, . . . , yq−1

s − 1} binom-

lar� taraf�ndan üretildi§ini verir. Bu takdirde F (yq1 , . . . , yqr) ∈ K[y1, . . . , ys] polinomu-

nun G kümesinde bulunan binomlara bölümünden kalan G olmak üzere, F /∈ I(TX,Q) ise

G 6= 0 olur. Ayn� zamanda G polinomunun toplam derecesi yukar�da verdi§imiz d(α,Q)

say�s� ile üstten s�n�rl�d�r. Lemma 6.4.1 gere§i G polinomunun (K∗)s kümesinde en fazla
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kök say�s� d(α,Q)(q − 1)s−1 d�r.

TX,Q kümesinde bir [P ] = [tq1 : · · · : tqr ] noktas� a³a§�da verilen özelli§i sa§lar:

[P ] ∈ VX(F ) ⇐⇒ ∀ (t1, . . . , ts) ∈ ϕ−1
Q ([P ]) içinG(t1, . . . , ts) = 0.

Bu özellik ile |VX(F ) ∩ TX,Q| = |V (G)∩(K∗)s|
|H| e³itli§i elde edilir, dolay�s�yla

|VX(F ) ∩ TX,Q| ≤
d(α,Q)(q − 1)s−1

|H|

ifadesi sa§lan�r. Sonuç olarak max{|VX(F ) ∩ TX,Q| | F ∈ Sα \ Iα(TX,Q)} say�s� en fazla
d(α,Q)(q−1)s−1

|H| de§erini alabilece§inden, δ(Cα,Q) için iddia edilen alt s�n�r elde edilir.

6.5 Hirzebruch Yüzeyinde Simitli Kodlar

Bu alt bölümde Hirzebruch yüzeyde tan�ml� baz� parametrik kodlar�n parametreleri

hesaplanacakt�r. α = (c, d) ∈ Nβ olmak üzere H̀ Hirzebruch yüzeyinden elde edilen

Cα,TX parametrik kodlar ile ba³layal�m.

Teorem 6.5.1. TX , K cismi üzerinde H̀ Hirzebruch yüzeyinin simiti ve α = (c, d) ∈

Nβ olsun. Bu durumda b, (s�ras�yla b′), c − b` ≥ 0 ve d − b ≥ 0 (s�ras�yla c − b′` ≥

q− 2 ve d− b′ ≥ 0) özelli§ini sa§layan negatif olmayan en büyük tam say� olmak üzere

Cα,TX parametrik kodun boyutu ve minimum uzakl�§� a³a§�daki e³itlikler ile verilir:

boyK Cα,TX =



(b+ 1)(c+ 1− `b/2), c < q − 1

(q − 1)(b′ + 1) + (b− b′)(c+ 1− `(b+ b′ + 1)/2, c ≥ q − 1ve b ≤ q − 2

(q − 1)(b′ + 1) + (q − 2− b′)(c+ 1− `(q − 2 + b′ + 1)/2, c ≥ q − 1, b > q − 2 ve b′ < q − 2

(q − 1)2, c ≥ q − 1 ve b′ ≥ q − 2

δ(Cα,TX ) =



(q − 1)(q − 1− c), c < q − 1

(q − 1)− b′, c ≥ q − 1 ve b ≤ q − 2

(q − 1)− b′, c ≥ q − 1, b > q − 2 ve b′ < q − 2

1, c ≥ q − 1 ve b′ ≥ q − 2
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�spat 17. Birinci olarak Q =

 0 0 1 0

0 0 0 1

 matrisinin simiti parametreledi§ini,

yani TX,Q = TX oldu§unu kan�tlayal�m. 0 ≤ h1, h2 ≤ q − 2 aral�§�nda

[
h1 h2

] 0 0 1 0

0 0 0 1

 1 0 −1 0

0 1 ` −1

T =

 h1

h1`− h2

 ≡ 0 (mod q − 1)

denkleminin çözümü h1 = 0 = h2'dir. Bu takdirde

H = {h ∈ �q ∩ Zs | hQφ ≡ 0 (mod q − 1)} = {(0, 0)}

oldu§undan |TX,Q| = (q − 1)2/|H| = (q − 1)2 elde edilir. TX,Q = TX oldu§u a³ikard�r,

çünkü TX,Q simitin bir alt kümesi ve |TX | = (q − 1)2.

Bir α = (c, d) ∈ Nβ için Sα vektör uzay�n�n bir K-baz�n� bulal�m, burada β = 1 0 1 `

0 1 0 1

. a′ = c − b` ≥ 0 ve a′′ = d − b ≥ 0 negatif olmayan tam say�lar

olmak üzere α = (c, d) = b(`, 1) + (a′, a′′) e³itli§ini sa§layan en büyük negatif olmayan

tam say� b oldu§undan,

Bα = {xa | der(xa) = βa = (a1 + a3 + `a4, a2 + a4) = α, 0 ≤ a4 ≤ b}

kümesi Sα uzay� için bir bazd�r. Sabit bir a4 de§eri için, a2 = d− a4 de§eri de sabit ve

a1 + a3 = c− `a4 e³itli§inden

Bα = {xa | 0 ≤ a4 ≤ b, a2 = d− a4, a1 + a3 = c− `a4}

ifadesi elde edilir. Buradan sabit bir a4 de§eri için c − `a4 + 1 tane (a1, a3) ikilisi var

olup a³a§�daki e³itlik sa§lan�r:

|Bα| =
b∑

a4=0

(c+ 1− `a4) = (c+ 1)(b+ 1)− `b(b+ 1)

2
= (b+ 1)(c+ 1− `b/2).

Örnek 4.5.8'den φ matrisinin sütunlar� Lβ kafesinin bir baz� oldu§unu hat�rlayal�m.

Sonuç 5.3.7 gere§i I(TX) = I(q−1)Lβ oldu§undan ML matrisinin sütunlar� (q − 1)Lβ
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kafesinin bir baz�ndan olu³ur:

ML = (q − 1)φ =

 q − 1 0 −(q − 1) 0

0 −(q − 1) −`(q − 1) (q − 1)

T .
ML matrisi kar�³�k bask�n oldu§undan Teorem 5.2.8 ile

I(TX) = 〈xq−1
1 − xq−1

3 , xq−1
4 − xq−1

2 x
`(q−1)
3 〉

elde edilir. Bu takdirde S/I(TX) bölüm halkas�nda xq−1
1 = xq−1

3 , xq−1
4 = xq−1

2 x
`(q−1)
3

e³itlikleri mevcut olup

B̄α = {xa|a1 = c−a3−`a4, a2 = d−a4, 0 ≤ a3 ≤ min{c−`a4, q−2} ve 0 ≤ a4 ≤ min{b, q−2}}

kümesi Sα/Iα(TX) uzay� için bir bazd�r. b′ tan�m� gere§i, e§er b′ < a4 ise min{c −

`a4, q − 2} = c − `a4 olur. 0 ≤ a4 ≤ b′ durumunda ise min{c − `a4, q − 2} = q − 2

sa§lan�r. Cα,TX kodun uzunlu§u N = |TX | = (q− 1)2. �imdi kodun boyutu ve minimum

uzakl�§�n� hesaplayal�m.

Durum I: c < q − 1 olsun. Bα = B̄α e³itli§i a³ikard�r, bu yüzden boyK(Cα,TX ) =

|Bα|. Minimum uzakl�k için d(α,Q) say�s�n� hesaplayal�m:

d(α,Q) = max{Q1a+Q2a |xa ∈ Bα} = max{a3 +a4 |0 ≤ a4 ≤ b, a3 +a1 = c−`a4} = c.

Sonuç olarak, Teorem 6.4.2, δ(Cα,Q) ≥ (q − 1)2 − (q − 1)c alt s�n�r�n� verir. Di§er

yandan, K = 〈η〉 olmak üzere

F = x2
d

c∏
i=1

(x3 − ηix1) ∈ Sα

polinomunun c(q − 1) tane kökü vard�r:

{Pi,j = [1 : 1 : ηi : ηj] ∈ TX | 1 ≤ i ≤ c ve 1 ≤ j ≤ q − 1}.

Bu takdirde, a§�rl�§� (q − 1)2 − (q − 1)c olan kod kelimesi mevcut olup

δ(Cα,TX ) = (q − 1)2 − (q − 1)c = (q − 1)(q − 1− c)
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e³itli§i sa§lan�r.

Durum II: c ≥ q − 1 ve b ≤ q − 2 olsun. min{b, q − 2} = b, min{c, q − 2} = q − 2

oldu§undan a4, a3 s�ras�yla en fazla b, q−2 de§erini al�r. Ayn� zamanda, 0 ≤ a4 ≤ b′ ise

0 ≤ a3 ≤ min{c− `a4, q− 2} = q− 2 , fakat a4 > b′ ise 0 ≤ a3 ≤ min{c− `a4, q− 2} =

c− `a4 olur. Bu durum a³a§�daki formülü verir:

boyK Cα,Q = |B̄α| = (q − 1)(b′ + 1) +
b∑

a4=b′+1

(c− `a4 + 1).

F ∈ S̄α polinomu verilsin. F polinomu

F (x1, x2, x3, x4) =
b′∑

a4=0

[
q−2∑
a3=0

ka3a4x
a3
3 x

c−`a4−a3
1

]
xa4

4 x
d−a4
2 +

b∑
a4=b′+1

[
c−`a4∑
a3=0

k′a3a4
xa3

3 x
c−`a4−a3
1

]
xa4

4 x
d−a4
2

³eklinde yaz�labilir. Herhangi G = G(y3, y4) = F (1, 1, y3, y4) polinomu için V ∗(G) =

V (G) ∩ (K∗)2 olsun ve A kümesi

A = {s0 ∈ K∗ | y4 − s0 | G(y3, y4)}

³eklinde tan�mlans�n. V ∗(G) ∩ (K∗ × A) ve V ∗(G) ∩ (K∗ × (K∗ \ A)) kümeleri V ∗(G)

kümesinin bir ayr�³�m�n� olu³turur. Di§er yandan V ∗(G) ∩ (K∗ × A) = a(q − 1) ve

V ∗(G) ∩ (K∗ × (K∗ \ A)) ≤ d3(q − 1− a) oldu§undan

|V ∗(G)| ≤ |A|(q − 1) + d3(q − 1− |A|) (7)

e³itsizli§i vard�r, burada d3 = dery3(G) ve a = |A|.

�ddia: |V ∗(G)| ≤ (q − 1)(q − 2) + b′. a en fazla b de§erini al�r, çünkü

max{dery4 G |G = G(y3, y4) = F (1, 1, y3, y4), F ∈ S̄α} = b.

Bu e³itsizli§in ispat� a de§erine göre üç durum alt�nda verilecektir: a ≤ b′, b′ < a <

b, a = b.

Durum II.a: a ≤ b′ durumu ile ba³layal�m. Bu durumda d3 ≤ q − 2 olur, çünkü
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d3 ≤ min{c − b′`, q − 2} ve c − b′` ≥ q − 2. d3 ≤ q − 2 üst s�n�r� (7) e³itsizli§inde

kullan�l�rsa

|V ∗(G)| ≤ a(q−1)+d3(q−1−a) = a(q−1)+(q−2)(q−1−a) = (q−2)(q−1)+a ≤ (q−2)(q−1)+b′

istenilen ispatlan�r.

Durum II.b: k ≥ 1 ve b′ 6= b olacak ³ekilde a = b′ + k < b olsun. d3 ≤ min{c −

(b′ + k)`, q − 2} ve c− (b′ + k)` < q − 2 olup d3 ≤ c− (b′ + k)` sa§lan�r. Bu e³itsizlik

ve (7) e³itsizli§i ile a³a§�daki sonuca ula³�l�r:

|V ∗(G)| ≤ a(q − 1) + (q − 1− a)(c− `(b′ + k))

= a(q − 1) + (q − 1)(c− `(b′ + k))− a(c− `(b′ + k)

= a(q − 1) + (q − 1) (c− `(b′ + k)− (q − 2) + (q − 2))− a(c− `(b′ + k))

= (q − 1)(q − 2) + (q − 1) (c− `(b′ + k)− (q − 2)) + a (q − 2− (c− `(b′ + k)) + 1)

= (q − 1)(q − 2) + (q − 2− (c− `(b′ + k))) (a− (q − 1)) + a (8)

Di§er yandan, b′ 6= b ise c − (b′ + 1)` ≤ q − 3 e³itsizli§ini gösterelim. Varsayal�m ki

c− (b′+1)` ≥ q−2 olsun. b′ 6= b oldu§undan d− (b′+1) ≥ 0 sa§lan�r. Bu bir çeli³kidir,

çünkü b′, c− b′` ≥ q − 2 ve d− b′ ≥ 0 özelliklerini sa§layan en büyük negatif olmayan

tam say�d�r.

Kan�tlanan bu son e³itsizlik c− `(b′ + k) = c− `(b′ + 1)− `(k − 1) ≤ q − 3− `(k − 1)

e³itli§ini sa§lar. Buradan da kolayca q − 2− (c− `(b′ + k)) ≥ 1 + `(k − 1) elde edilir.

a < b ≤ q − 2 ifadesinden a− (q − 1) ≤ −2 e³itsizli§i sa§lan�r.

Son bulunan iki e³itsizlik, (8) e³itsizli§inde uygulan�rsa

|V ∗(G)| ≤ (q − 1)(q − 2)− 2 (`(k − 1) + 1) + b′ + k. (9)

olur. Ayn� zamanda ` ≥ 2, k − 1 ≥ 0 ifadelerinden −2 ((k − 1)`+ 1) ≤ −4k − 2 elde

edilir. Bu takdirde E³itsizlik (9) istenilen sonucu verir:

|V ∗(G)| ≤ (q − 1)(q − 2)− 3k − 2 + b′ < (q − 1)(q − 2) + b′,

Durum II.c: Son olarak a = b 6= b′ durumunu ele alal�m. (8) e³itsizli§ini elde etti§imiz
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yönteme benzer ³ekilde, d3 ≤ c− b` ve (7) e³itsizlikleri

|V ∗(G)| ≤ (q − 1)(q − 2) + (q − 2− (c− `(b))) (b− (q − 1)) + b. (10)

ifadesini verir. Durum II.b.'de kan�tlanan c− (b′ + 1)` ≤ q − 3 e³itsizli§inden

c− `b = c− ` (b′ + 1 + b− (b′ + 1)) ≤ q − 3− `(b− b′ − 1)

sa§lan�r. Üstelik b− (q − 1) ≤ −1 oldu§undan

|V ∗(G)| ≤ (q − 1)(q − 2) + (`− 1)(b′ − b) + `− 1 + b′

e³itsizli§i elde edilir. (` − 1)(b′ − b) ≤ (` − 1)(−1) = 1 − ` e³itsizli§i a³ikard�r, çünkü

b′ < b. Bu takdirde son iki e³itsizlikten

|V ∗(G)| ≤ (q − 1)(q − 2) + (`− 1)(b′ − b) + `− 1 + b′ ≤ (q − 1)(q − 2) + b′

olur ve iddia her durum için ispatlanm�³t�r.

Herhangi F ∈ S̄α polinomu için

|VH̀ (F ) ∩ TX | = |V (F (1, 1, y3, y4)) ∩ (K∗)4| = |V ∗(G)|

sa§land�§�ndan minimum uzakl�k en az (q − 1)2 − (q − 1)(q − 2) − b′ = (q − 1) − b′

de§erini al�r.

F0(x1, . . . , x4) = x
c−`b′−(q−2)
1 xd−b

′

2

q−2∏
i=1

(x3 − ηix1)
b′∏
j=1

(x4 − ηjx`1x2)

polinomunu ele alal�m.

G0(y3, y4) = F0(1, 1, y3, y4) =

q−2∏
i=1

(y3 − ηi)
b′∏
j=1

(y4 − ηj)

polinomu için |V ∗(G0)| = (q − 1)(q − 2) + b′, dolay�s�yla evα,TX (G0) kod kelimesinin

a§�rl�§� (q−1)2− (q−1)(q−2)− b′ = (q−1)− b′ d�r. Bu durum gösterir ki δ(Cα,TX ) =

122



(q − 1)− b′.

Durum III: c ≥ q−1, b ≥ q−2 ve b′ < q−2 olsun. 0 ≤ a4 ≤ min{b, q−2} = q−2

ve b′ < q − 2 oldu§undan, 0 ≤ a4 ≤ b′ ³art�n� sa§layan her a4 için a3, 0, 1, . . . , q − 2

de§erlerini al�r. b′ ≤ a4 ≤ q − 2 aral�§�nda ise 0 ≤ a3 ≤ c− `a4 olur ki

boyK Cα,Q = |B̄α| = (q − 1)(b′ + 1) +

q−2∑
a4=b′+1

(c− `a4 + 1).

elde edilir.

Verilen F = F (x1, x2, x3, x4) ∈ S̄α homojen polinomunu, B̄α kümesinin monomlar�n�n

lineer birle³imi ³eklinde yazal�m:

F =
b′∑

a4=0

[
q−2∑
a3=0

ka3a4x
a3
3 x

c−`a4−a3
1

]
xa4

4 x
d−a4
2 +

q−2∑
a4=b′+1

[
c−`a4∑
a3=0

k′a3a4
xa3

3 x
c−`a4−a3
1

]
xa4

4 x
d−a4
2

Minimum uzakl�k hesaplamak için kullan�lan yöntem Durum II ile ayn�d�r. δ(Cα,TX ) =

(q − 1) − b′ e³itli§ini göstermek için, |V ∗(G)| say�s�n�n maksimum (q − 1)(q − 2) + b′

de§erini alabilece§i kan�tlanmal�d�r. Bu durumda a ≤ q−2 oldu§undan, kan�t 3 parçada

yap�l�r: a ≤ b′, b′ < a < q− 2, a = q− 2. Bu ispat Durum II'deki iddian�n ispat�na çok

benzer oldu§u için yap�lmayacakt�r.

Durum IV: c ≥ q−1 ve b′ ≥ q−2 olsun. Ayr�ca tan�m gere§i b′ ≤ b sa§land�§�ndan

0 ≤ a4 ≤ min{b, q − 2} = q − 2 olur. Bu takdirde

B̄α = {xa | a1 = c− a3 − `a4, a2 = d− a4, 0 ≤ a3 ≤ q − 2 ve 0 ≤ a4 ≤ q − 2}

ifadesinden boyK Cα,Q = |B̄α| = (q − 1)2 olur. Sonuç olarak Cα,Q kodu a³ikard�r, yani

δ(Cα,TX ) = 1.

Örnek 6.5.2. X = H̀ , K = Fq cismi üzerinde Hirzebruch yüzey ve α = (c, d) ∈ Nβ

olsun, burada q tek asal say�d�r. a1, a2 ∈ Z2 olmak üzere Q = [a1 a2 a1 +2 a1`+a2]

matrisi verilsin. Bu takdirde, c < q−1
2

durumunda Cα,Q parametrik kodu [ q−1
2
, c+1, q−1

2
−

c] parametreli a³ikar olmayan MDS kodtur, aksi durumda a³ikar kodtur.

Birinci olarak Örnek 5.2.9'dan Q′ = [0 0 2 0] olmak üzere TX,Q = TX,Q′ e³itli§ini

hat�rlayal�m. Dolay�s�yla [1 : 1 : η2 : 1] noktas� TX,Q kümesini üretir, burada η, K∗

grubunun bir üretecidir. Bu sebeple TX,Q kümesinin mertebesi |η2| = q−1
(q−1,2)

= q−1
2

olur.

Bu e³itlik |H| = 2 ifadesini ve Cα,Q kodunun uzunlu§unun N = q−1
2

oldu§unu kan�tlar.
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Örnek 5.2.9, I(TX,Q) = IL idealinin x2
1x2 − x4 ve x(q−1)/2

1 − x(q−1)/2
3 binomlar� ile

üretildi§ini de verir. Böylece S/IL uzay�nda x4 ≡ x`1x2 ve x
q−1

2
3 ≡ x

q−1
2

1 e³itlikleri vard�r.

Bu takdirde B̄α kümesi Sα/Iα(TX,Q) vektör uzay� için bir bazd�r:

B̄α =

{x
c−a3
1 xd2x

a3
3 | 0 ≤ a3 ≤ c}, c < q−1

2

{xc−a3
1 xd2x

a3
3 | 0 ≤ a3 < (q − 1)/2}, c ≥ q−1

2

.

Sonuç olarak

boyKCα,Q = |B̄α| =

c+ 1, c < q−1
2

q−1
2
, c ≥ q−1

2
.

elde edilir. Cα,Q kodunun minimum uzakl�§�n� c < q−1
2

durumu için hesaplayal�m, aksi

durumda boyutu en büyük de§erine, yani uzunlu§una ula³t�§� için kod a³ikard�r. Mi-

nimum uzakl�§� 2 farkl� metot ile hesaplanabilir. ilk olarak Teorem 6.4.2 arac�l�§�yla

hesaplayal�m:

Teorem 6.4.2, Cα,Q kodun minimum uzakl�§�n�n en az N−c oldu§unu belirtir, çünkü

|H| = 2 ve d(α,Q′) = max{2a3 |0 ≤ a3 ≤ c} = 2c. Di§er yandan, F = xd2
c∏
j=1

(x3−η2jx1)

polinomunun tam c tane kökü oldu§undan δ(Cα,Q) = N − c e³itli§i sa§lan�r. Böylece

minimum uzakl�k Singleton s�n�r�na δ(Cα,Q) = N − c = N + 1−K ula³�r ve dolay�s�yla

kod MDS kodtur.

�kinci yol olarak B̄α baz�n�n monomlar� TX,Q = {Pj = [1 : 1 : η2j : 1] | j =

0, . . . q−3
2
} parametrik kümesinin elemanlar�nda hesaplan�rsa Cα,Q kodunun RS kodu

oldu§u a³ikard�r. Dolay�s�yla Cα,Q MDS kodtur.

Örnek 6.5.3. Örnek 4.5.6'de tan�t�lan a§�rl�kl� projektif uzay�n simitinin baz� devirli alt

gruplar�ndan MDS parametrik kodlar elde edilir. K = Fq üzerinde X = P(1, w1, . . . , wn)

a§�rl�kl� projektif uzay�n Z-dereceli koordinat halkas�n�n her i ∈ [n] için derA(x0) = 1

ve derA(xi) = wi > 0 ³eklinde derecelendirildi§ini hat�rlayal�m.

Ayr�ca Örnek 4.5.6'da verilen tam diziden β = [1 w1 · · · wn] olmak üzere Lβ

kafesinin bir Z-baz� φ matrisinin sütun kümesidir: Her i ∈ [n] için ui = (−wi, ei) ve ei,

Zn uzay�n�n standart baz vektörü olmak üzere Lβ = 〈u1, . . . ,un〉 ⊂ Zn+1. Q = [0 | aei],

Q1i eleman� a di§er n eleman� 0 olan sat�r matrisi olsun.

K∗ = 〈η〉 oldu§undan her t ∈ K∗ bir j ∈ [0, q − 2] ∩ Z için t = ηj olarak yaz�labilir.

Bu sebeple, i. bile³eni ηa olan [1 : · · · : ηa : · · · : 1] nokta TX,Q kümesini üretir. ηa
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ve η(a,q−1) elemanlar� ayn� grubu üretti§inden TX,Q = 〈[1 : · · · : η(a,q−1) : · · · : 1]〉

olur. a'n�n q − 1'i böldü§ünü kabul ederek, a yerine (a, q − 1) say�s�n� alal�m. Böylece,

|TX,Q| = |ηa| = q−1
a

ve |H| = a.

TX,Q ⊂ K[x0, x1, . . . , xn] s�f�rlayan idealinin üreteçlerini belirleyelim. Lemma 5.2.2'den

L = {m ∈ Lβ : Qm ≡ 0 (mod q − 1)} kafesi için I(TX,Q) = IL'dir. Örnek 4.5.6 ile L

kafesi için bir baz bulal�m. Her m ∈ Lβ eleman� bir c ∈ Zn için m = φc ³eklinde yaz�-

labildi§inden m ∈ L olmas� için gerek ve yeter ³art Qφc = aeic = aci ≡ 0 (mod q − 1)

³art�n�n sa§lanmas�d�r, yani ci = q−1
a
k e³itli§ini sa§layan k ∈ Z vard�r. Bu takdirde

m ∈ L⇐⇒m = c1u1 + · · ·+ ciui+ · · ·+ cnun = c1u1 + · · ·+k

(
q − 1

a
ui

)
+ · · ·+ cnun.

Buradan L kafesinin bir Z-baz� {u1, . . . ,ui−1,
q−1
a
ui,ui+1, . . . ,un} kümesi ile verilir.

ML = [u1 · · ·ui−1
q−1
a
ui ui+1 · · ·un] matrisi kar�³�k bask�n oldu§undan

I(TX,Q) = 〈F1, . . . , Fi, . . . , Fn〉

tam kesi³imdir, burada

Fi = x
(q−1)wi/a
0 − x(q−1)/a

i ve ∀j ∈ [n] \ {i} içinFj = x
wj
0 − xj.

Dolay�s�yla S/I(TX,Q) bölüm halkas�nda her j ∈ {1, . . . , n} \ {i} için x
(q−1)wi/a
0 =

x
(q−1)/a
i ve xwj0 = xj binomlar� e³ittir. Herhangi bir α ∈ Nβ = N pozitif tam say�s�

için,

B̄α =

{x
α−aiwi
0 xaii | 0 ≤ ai ≤ α(i)}, α(i) < q−1

a

{xα−aiwi0 xaii | 0 ≤ ai <
q−1
a
}, α(i) ≥ q−1

a
.

kümesi Sα/Iα(TX,Q) vektör uzay� için bir bazd�r, burada α(i), α = α(i)wi+α′(i) ³art�n�

sa§layan en büyük negatif olmayan tam say�d�r. Bu e³itlikten, kodun boyutu hesaplan�r:

boyK Cα,Q = HTX,Q(α) = |B̄α| =

α(i) + 1, α(i) < q−1
a

q−1
a

q−1
a

q−1
a
, α(i) ≥ q−1

a
.

Sα/Iα(TX,Q) vektör uzay�n�n bir baz�n� bulmadan önce Cα,Q kodunun RS kodu oldu§u

125



belli de§ildir. Son örne§e benzer ³ekilde B̄α baz�n�n monomlar�n� Pj = [1 : · · · : ηaj :

· · · : 1] ∈ TX,Q, 0 ≤ i < q−1
a

noktalar�nda hesaplanarak boyK Cα,Q kodun üreteç matrisi

elde edilip RS kodu oldu§u görünür:



1 ηa · · · ηq−a−1

1 1 1 · · · 1

x 1 ηa · · · ηq−1−a

...
...

...
...

x
q−1−a
a 1 ηq−1−a · · · ηa


6.6 Örnekler

Bu bölümde, parametrik kodlar� Pn projektif uzay yerine daha genel simitli çe³itlemler

ile çal�³man�n avantaj� ve TX üzerinde hesaplanan kodlardan daha iyi kodlar�n TX

simitinin baz� TX,Q alt gruplar�nda tan�mland�§� gösterilecektir.

Daha iyi kod tan�m�n� aç�klayarak ba³layal�m. Klasik yakla³�mda kodu ve uzunlu§u

ayn� iki kodu k�yaslarken kullan�lan parametre minimum uzakl�kt�r. Minimum uzakl�§�

daha büyük olan kod, hata düzeltme kapasitesi daha büyük oldu§u için daha iyi kod

olarak dikkate al�n�r. Bir kod, bilinen ayn� uzunluk ve boyuttaki kodlar�n aras�nda ola-

bilecek en büyük minimum uzakl�§a sahip ise BP (en iyi kod) olarak isimlendirilir. Bu

mukayese, [47] veritaban�ndaki en çok 9 elemanl� sonlu cisim üzerindeki kay�tl� kodlar�n

alt ve üst minimum uzakl�k s�n�rlar�na bak�larak yap�l�r. Bu veritaban�nda verilen bir

uzakl�k ve boyut için, minimum uzakl�§�n alt s�n�r�n� belirleyen koda BK (en iyi bili-

nen kod) denir. Üst s�n�r teorik olarak belirli olmas�na ra§men, bütün kodlar için ayn�

durum gecerli de§ildir. Her [N,K, δ]q parametreli bir kod için tek fakat ço§unlukla

zay�f olan s�n�r Singleton s�n�r�d�r:δ ≤ N + 1 − K. Minimum uzakl�k bu s�n�ra göre

maksimum de§ere sahipse, yani δ = N + 1 −K, bu koda MDS(maksimum uzakl�kla

ayr�labilen) kod denildi§ini bahsetmi³tik. Kodlama teorinin öncelikli amac� [47] veri-

taban�ndaki BK kodunun minimum uzakl�§�ndan büyük minimum uzakl�§� olan kodu

sergileyerek alt s�n�r� geli³tirmek ve teorik olarak belirlenen üst s�n�ra eri³mi³ kodlar�n

varl�§�n�n ispatlamakt�r. Simitli kodlar ³ampiyon kodlar� üretmek için kullan�lmaktad�r.

Bu çal�³madaki yöntemler yeni ³ampiyon kodu elde etmek için yap�lan ara³t�rmalarda

kullan�labilir.
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Boyut ve uzakl�klar� farkl� iki kodu k�yaslamak için, a³a§�daki yakla³�m kullan�la-

nacakt�r. Singleton s�n�r� [N,K, δ] parametreli bir C kodu için N + 1 − δ − K ≥ 0

e³itsizli§ini sa§lar. Aç�kt�r ki, bu e³itsizlik

S(C) = (1−K/N)− (δ − 1)/N

olmak üzere S(C) ≥ 0 e³itsizli§ine denktir. Bu nedenle, C′ a³ikar olmayan bir kod

olmak üzere e§er S(C′) < S(C) e³itsizli§i mevcut ise C′ kodu, C kodundan daha iyi

kod olarak dikkate al�n�r. Asl�nda kodun MDS olmas� için gerek ve yeter ³art S(C) = 0

olmas�d�r.

Önceki bölümlerde verilen teknikler kullan�larak a³a§�daki 2 örnekte s�ras�yla ayn�

Q matrisi için P3 projektif uzay�ndan ve H2 Hirzebruch yüzeyinden elde edilen, denk

olmayan ve a³ikar olmayan Cα,Q kodlar�n sonlu listesi verilmi³tir. Sonra bu kodlar�n

parametreleri hesaplanarak iki farkl� s�m�tli çe³itlemden elde edilen kodlar Tablo 1'de

mukayese edilmi³tir.

Örnek 6.6.1 ( TX,Q ⊆ P3 üzerinde hesaplanan kodlar). q = 5 ve Q, V = {1, 2, 3, 4}

dü§ümlü ve E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}} kenarl� graf�n matrisi olsun. Bu takdirde

TX,Q = {[t1t2 : t2t3 : t3t4 : t1t4] | t1, t2, t3, t4 ∈ F5} ⊆ P3.

olur. Öncelikle Prosedür 6.3.2 ile N = |TX,Q| = 16 bulunur. �kinci ad�mda, algoritma

1 ve 2 kullan�larak, I(TX,Q) idealinin minimal üreteçleri hesaplan�r:

x1x3 − x2x4, x4
1 − x4

4, x3
1x2 − x3x

3
4, x2

1x
2
2 − x2

3x
2
4, x1x

3
2 − x3

3x4,

x4
2 − x4

4, x3
2x3 − x3

1x4, x2
2x

2
3 − x2

1x
2
4, x2x

3
3 − x1x

3
4, x4

3 − x4
4.

Örnek 6.3.4'de uygulanan metot ile, Hilbert fonksiyonunun ilk 3 de§eri 1, 4, 9 ve kalan

her α > 2 için HTX,Q(α) = 16 oldu§u görülür. Bu Q matrisinin sadece a³ikar olmayan

iki kod üretti§i anlam�na gelir. Tablo 1'in birinci k�sm�nda bu kodlar�n parametreleri

verilmi³tir.

Örnek 6.6.2 ( TX,Q ⊆H2 üzerinde hesaplanan kodlar). Son örnekteki q ve Q de§erle-

rini H2 Hirzebruch yüzeyinde uygulayarak daha iyi kodlar elde edilmi³tir. Bu durumda,
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uzunluk N = |TX,Q| = 8 olur. Öncekibölümlerde verilen algoritmalar ile I(TX,Q) s�f�r-

layan ideali bulunur:

I(TX,Q) = 〈x4
1 − x4

3, x
2
1x

2
2x

2
3 − x2

4〉.

Bu nedenle, TX,Q, H2 üzerinde tam kesi³imdir. x4
1 − x4

3, x
2
1x

2
2x

2
3 − x2

4 ∈ I(TX,Q) oldu-

§undan S/I(TX,Q) bölüm halkas�nda x4
3 + I(TX,Q) = x4

1 + I(TX,Q) ve x2
4 + I(TX,Q) =

x2
1x

2
2x

2
3+I(TX,Q) e³itlikleri mevcuttur. Dolay�s�yla , a³a§�daki B̄α kümeleri, Sα/Iα(TX,Q)

vektör uzaylar� için bir bazd�r:

B̄(1,0) = {x1, x3}, B̄(2,0) = {x2
1, x1x3, x

2
3}, ∀c > 2içinB̄(c,0) = {xc1, xc−1

1 x3, x
c−2
1 x2

3, x
c−3
1 x3

3},

∀ d > 0 için B̄(0,d) = {xd2} ve B̄(1,d) = {x1x
d
2, x3x

d
2},

∀ d > 0 için B̄(2,d) = {x2
1x

d
2, x1x3x

d
2, x

2
3x

d
2, x

d−1
2 x4}

∀ d > 0 için B̄(3,d) = {x3
1x

d
2, x

2
1x3x

d
2, x1x

2
3x

d
2, x

3
3x

d
2, x1x

d−1
2 x4, x3x

d−1
2 x4},

∀ d > 0 için B̄(4,d) = {x4
1x

d
2, x

3
1x3x

d
2, x

2
1x

2
3x

d
2, x1x

3
3x

d
2, x

2
1x

d−1
2 x4, x1x3x

d−1
2 x4, x

2
3x

d−1
2 x4},

∀ d > 0 için B̄(5,d) = {x5
1x

d
2, x

4
1x3x

d
2, x

3
1x

2
3x

d
2, x

2
1x

3
3x

d
2, x

3
1x

d−1
2 x4, x

2
1x3x

d−1
2 x4, x1x

2
3x

d−1
2 x4, x

3
3x

d−1
2 x4}.

Bu takdirde c = 0 dan ba³layarak HTX,Q(c, 0), 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4, . . . de§erlerini al�r. Öte

yandan c = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 için HTX,Q(c, 1) s�ras�yla 1, 2, 4, 6, 7, 8, 8 olur. Teorem 6.2.3

gere§i α′−α ∈ Nβ ise HTX,Q(α) ≤ HTX,Q(α′) e³itsizli§i geçerlidir. Bu takdirde her c > 5

için (c − 5, 0) ∈ Nβ oldu§undan 8 = HTX,Q(5, 1) ≤ HTX,Q(c, 1) ≤ 8 sa§lan�r. Benzer

³ekilde her c > 5 ve d > 0 için (c− 5, d− 1) ∈ Nβ oldu§undan HTX,Q(c, d) = 8 e³itli§i

elde edilir.

Herhangi d > 1 de§eri için HTX,Q(c, d), c = 0, 1, 2, 3, 5, 5, 6 için 1, 2, 4, 6, 7, 8, 8

de§erlerini al�r. Bu takdirde her d > 1 için (0, d − 1) ∈ Nβ olup HTX,Q(c, d) dizileri

HTX,Q(c, 1) dizisi ile ayn� olur.

α′−α ∈ Nβ ve HTX,Q(α) = HTX,Q(α′) sa§lan�yorsa Önerme 6.2.6, Cα,Q, Cα′,Q kodla-

r�n�n denk oldu§unu verir. Dolay�s�yla {Cα,Q|α ∈ {(1, 0), (2, 0), (3, 0), (2, 1), (3, 1), (4, 1)}

kümesi a³ikar olmayan bütün farkl� kodlar�n listesidir. Asl�nda HTX,Q(3, 0) = HTX,Q(2, 1) =

4 olmas�na ra§men (3, 0), (2, 1) elemanlar�na paralel gelen kodlar denk de§ildir, çünkü

±[(3, 0)− (2, 1)] /∈ Nβ.

Yukar�daki örneklerden elde edilen a³ikar olmayan kodlar�n parametreleri Sage [46]
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program� ile hesap edilerek Tablo 1'de verilmi³tir. Örnek 6.6.1'de yani TX,Q ⊂ P3

iken sadece 2 kod vard�r. Ayn� Q matrisi ile Örnek 6.6.2'de TX,Q ⊂ H2 için 6 kod

elde edilmi³tir. Bu kodlar�n aras�nda 3 tane BP 1 tane MDS kod vard�r. Bu durum

gösteriyor ki farkl� X simitli çe³itlemlerin Pn projektif uzay için iyi bir alternatiftir,

bak�n�z Tablo 1.

Tablo 1: Kod K�yaslama.

α [N,K, δ] S(Cα,Q) statü

TX,Q ⊆ P3 üzerinde hesaplanan kodlar

1 [16, 4, 9] 1/4

2 [16, 9, 4] 1/4

TX,Q ⊆H2 üzerinde hesaplanan kodlar

(1, 0) [8, 2, 6] 1/8 BP

(2, 0) [8, 3, 4] 1/4

(3, 0) [8, 4, 2] 3/8

(2, 1) [8, 4, 4] 1/8 BP

(3, 1) [8, 6, 2] 1/8 BP

(4, 1) [8, 7, 2] 0 MDS

A³a§�da verilen tablonun birinci k�sm� Teorem 6.5.1 kullan�larak olu³turulmu³tur.

Örnek 6.6.2'de verilen TX,Q kümesi TX simitinin düzgün bir alt kümesidir. Bu takdirde

Cα,Q kodu Cα,TX kodunun delmesidir, yani TX \ TX,Q kümesinin noktalar�na paralel

gelen Cα,TX kodundaki bir kelimenin 8 bile³eni silinerek elde edilir. Tablo 2, bütün

α ∈ {(1, 0), (2, 0), (3, 0), (2, 1), (3, 1), (4, 1)}

için, S(Cα,Q) < S(Cα,TX ) oldu§unu gösterir. Cα,Q kodu Cα,TX kodundan daha iyidir.

Sonuç olarak Cα,TX kodunu delerek daha iyi bir kod üretilebilir.

Tablo 2: X = H2 simitli çe³itleminde kod k�yaslama.

α [N,K, δ] S(Cα,TX ) statü [N,K, δ] S(Cα,Q) statü

(1, 0) [16, 2, 12] 3/16 [8, 2, 6] 1/8 BP
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(2, 0) [16, 3, 8] 3/8 [8, 3, 4] 1/4

(3, 0) [16, 4, 4] 9/16 [8, 4, 2] 3/8

(2, 1) [16, 4, 8] 5/16 [8, 4, 4] 1/8 BP

(3, 1) [16, 6, 4] 7/16 [8, 6, 2] 1/8 BP

(4, 1) [16, 7, 4] 3/8 [8, 7, 2] 0 MDS

130



7 SONUÇ ve ÖNER�

Bu tez, bir simitli çe³itlemin simitinin alt gruplar� olan parametrik simitli kümelerden

elde edilen parametrik simitli kodlar üzerinedir. Simitli çe³itlemler ve fanlar aras�ndaki

ili³ki ile bir simitli çe³itlemin simitinin t�pk� projektif uzaydaki gibi homojen koordinat-

larla nas�l ifade edildi§i anlat�lm�³t�r. Homojen koordinatlar ile bir Q ∈Ms×r(Z) matrisi

için bir X simitli çe³itleminin TX,Q parametrik simitli kümesi tan�mlanm�³t�r. Homojen

polinomlar�n bir simitli çe³itlemin bir alt kümesinde hesaplanmas�yla hesaplama kod-

lar� elde edilir. Bu sebeple kodu tan�mak için simitli çe³itlemin alt kümesinin yap�s�n�,

bu kümenin s�f�rlayan idealinin üreteçlerini ve özelliklerini anlamak gerekmektedir.

Parametrik simitli küme üzerindeki hesaplama kodlar�n�n, yani parametrik simitli

kodlar�n boyutu parametrik simitli kümenin derecelendirilmi³ Hilbert fonksiyonu ile

hesaplan�r. Bu amaca yönelik, birinci ad�mda TX,Q parametrik simitli kümesinde s�f�r

de§erini alan homojen polinomlar�n üretti§i I(TX,Q) idealinin cebirsel yap�s�n� belirleye-

rek bir üreteç kümesini bulmak gerekmektedir. Bölüm 5'te ilk olarak I(TX,Q) s�f�rlayan

idealinin üreteçlerini eliminasyon teorisi yard�m�yla bulan bir yöntem verilmi³tir [22,

Teorem 2.2]. I(TX,Q) s�f�rlayan idealine e³it olan kafes idealinin kafesi belirlenerek ikinci

metot geli³tirilmi³tir [23, Lemma 3.2]. �ki yöntem de, ç�kt�s� I(TX,Q) s�f�rlayan ideali

olan bir algoritma sunmu³tur. Üstelik, bir Q matrisinin ÇekZ(Q) kafesini LQ ile göste-

rirsek L = (LQ ∩ Lβ) + (q − 1)Lβ olmak üzere IL = I(TX,Q) ⇐⇒ QLβ = L : (q − 1)

ifadesinin do§rulu§u gösterilmi³tir [22, Teorem 3.2]. Ayr�ca QLβ = L : (q− 1) e³itli§i-

nin geçerli oldu§u durumda sonlu cisim üzerinde bir S�f�r Yeri (Nullstellensatz) teoremi

kan�tlanm�³t�r: I(VX(IL)) = IL [22, Teorem 3.10].

Bölüm 6'da parametrik simitli kodun uzunlu§unu, yani |TX,Q| say�s�n� parametrik

simitli kümenin tan�m� ile hesaplayan bir yöntem sunulmu³tur [23, Önerme 4.1]. Böy-

lece reg(TX,Q) düzenlilik kümesi belirlenmeden kodun uzunlu§u hesaplanabilir. Örnek

6.3.4'te bu yöntem ile verilen bir Q matrisinin P(2, 2, 3, 5) a§�rl�kl� projektif uzayda

tan�mlad�§� parametrik simitli kodlar�n uzunlu§u hesapland�ktan sonra Hilbert fonksi-

yonlar�n�n özellikleri kullan�larak reg(TX,Q) düzenlilik kümesi ve sonlu tane ilginç kod

belirlenmi³tir.

Homojen bir polinomun TX,Q kümesi üzerinde maksimum kök say�s� belirlenerek

parametrik simitli kodlar�n minimum uzakl�§� için bir alt s�n�r verilmi³tir [23, Teorem

5.2]. H̀ Hirzebruch yüzeyinin simitinin tan�mlad�§� simitli kodlar�n parametreleri he-
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saplanm�³t�r [23, Teorem 5.3]. Son olarak geli³tirilen yöntemler ve Sage [46] program�

kullan�larak olu³turulan tablolar ile projektif uzay yerine genel bir simitli çe³itlemden

ve simit yerine simitin bir parametrik simitli kümesinden kod elde etmenin avantajlar�

gösterilmi³tir.

Genel olarak parametrik simitli kodlar�n minimum uzakl�§�n�, parametrik kümeyi

tan�mlayan Q matrisi ve simitli çe³itlemin fan�ndan elde edilen φ matrisi cinsinden

hesaplayan bir algoritma bulunabilir. reg(TX,Q) düzenlilik kümesi belirlenerek TX,Q

parametrik simitli kümesinin tan�mlad�§� a³ikar kodlar elenebilir.

Parametrik simitli kümelerin s�f�rlayan idealleri Bölüm 5'te verilen metotlardan biri

ile hesaplanarak, farkl� simitli çe³itlemlerde tan�ml� parametrik simitli kodlar�n para-

metreleri Sage [46] program� ile hesaplanabilir. Böylece deneysel çal�³malar ile iyi para-

metrelere sahip kodlar veren özel durumlar tespit edilebilir. Parametrik simitli kodlar�n

parametrelerine yönelik sunulan sonuçlar yard�m�yla, bu özel durumlarda elde edilen

kodlar�n parametreleri için bir e³itlik tan�mlan�p kan�tlanabilir. Örne§in bu özel durum,

baz� simitli çe³itlemlerde baz� gra�ar�n tan�mlad�§� matrislerin tan�mlad�§� parametrik

simitli kodlar olabilir.

Bir simitli çe³itlemin rasyonel fonksiyonlar taraf�ndan parametrize edilen alt küme-

lerinin s�f�rlayan ideallerin üreteç kümesini bulan metotlar geli³tirmek bu kümelerden

elde edilen hesaplama kodlar�n�n parametrelerini bulmak için çok önemlidir. TX,Q pa-

rametrik simitli kümesinin s�f�rlayan idealini hesaplamak için verilen metotlar bu alt

kümeler için genellenebilir.
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