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Riesz uzaylarinda sira yakinsaklik topolojik bir kavram degildir. Bunun yani sira

Fonksiyonel Analiz’de kompakt operatorler onemli bir yer tutmaktadir.

Bu tezde, Riesz uzaylarina etki eden sira kompakt ve sinirsiz sira kompakt operatdrleri

arasgtirryoruz.

Bir operator eger sira sinirlt bir neti sira yakinsak alt nete sahip olan bir nete resmediyor
ise bu operatore sira kompakt operator adi verilir. Aym sekilde, bir operator sira siirl
neti sinirsiz sira yakinsak alt nete sahip olan bir nete génderiyor ise bu operatdre sinirsiz

sira kompakt operatdr adi verilir.

Bu tezde sira kompakt, sinirsiz sira kompakt, semi-kompakt ve GAM kompakt operatdler
arasindaki iligkiler ortaya konmustur. Sira yakinsama ve sinirsiz sira yakinsama topolojik

olmadigindan, bu operator siniflariyla ilgili yeni sonuglar elde edilmistir.
Elde edilen sonuglar kaynak¢a kismindaki [10] makalesinde yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Riesz uzayi, kompakt operator, sira yakinsaklik, sira kompakt,

sinirsiz sira kompakt
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ORDER COMPACT AND UNBOUNDED ORDER COMPACT OPERATORS
ON RIESZ SPACES
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Order convergence and unbounded order convergence are not topological terms on Riesz
space. On the other hand, compact operator takes an important place in functional

analysis.

In this thesis, we investigate order compact and unbounded order compact operators

acting on Riesz spaces.

An operator is said to be order compact if it maps an arbitrary order bounded net to a net
with an order convergent subnet. In the same way, if an operator maps order bounded net
to a net with unbounded order convergent subnet then it is called an unbounded order

compact operator.

We expose the relationships between order compact, unbounded order compact, semi-
compact and GAM-compact operators. Since order convergence and unbounded order
convergence are not topological, we derive new results related to these classes of

operators. The results are included in the article [10] in the bibliography section.

Keywords: Riesz spaces, order convergence, order compact, unbounded order compact
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1 GIiRiS

Riesz uzaylan iizerine ilk caligma, 1928 yilinda Frigyes Riesz tarafindan lineer fonk-
siyonlarin ayrigimi konusunda yazdigi makalesi kabul edilir. Riesz uzaylarimin belli
bagh ozellikleri 1930’larda Kantorovich ve Heudental tarafindan ayri caligmalar ile
gosterilmigtir. Bu caligmalardan sonra bu alana olan ilgi artmig ve Nakano, Ogasa-
wara, Yosida, Vulikh gibi matematikciler de alandaki gelismelere katki saglamiglardir.
1980’lerden sonra pozitif operatorler tam anlamiyla anlagilmaya baglanmig ve Riesz

uzaylarinin kullanim alanlari oyun teorisi, denge teorisi, finans ve istatistik gibi alanlar
ile geniglemistir.

E bir Riesz uzay1 ve (24)aca C E bir net ve € E olmak iizere eger |z, — x| < y,
olacak gekilde y, | 0 neti var ise (x,) neti z’e sira yakinsaktir (o — yakinsak) denir ve
T - x seklinde gosterilir. Yine E Riesz uzay icerisindeki bir (z,) neti ve x € E icin
her u € E* olmak iizere |z, — x| A u = 0 ise bu nete smirsiz sira yakinsaktir
(uo — yakinsak) denir ve z, —> x olarak yazilir. Smirsiz sira yakinsaklik ilk defa 1948
yilimda H. Nakano [17] tarafindan ”bireysel yakinsaklik” adi altinda tanimlanmigtir.
Daha sonra Nakano tarafindan oldukga bilinen Birkhoff ergodik teoremi Banach latisle-
rindeki KB-uzaylarina genisletilmistir. Bu genisletme fikri IP olasilik 6l¢iisti olmak tizere
Ly (PP)’deki dizilerin uo-yakinsakliginin hemen hemen yakinsakliga denk olusundan kay-
naklanir. 1964 yilinda ise R. De Marr [7] tarafindan adi sirali vektor uzaylarinda sinirsiz
sira yakinsaklik olarak degistirilmigtir. De Marr'in amaci, herhangi bir yerel konveks bir
F uzaymi | sirali vektor uzayi olan E'nin icine gomerek F’deki topolojik yakinsakligin
E’deki simirsiz sira yakinsakliga denk oldugunu soyleyebilmektir. Banach latislerindeki
zayif yakinsaklik ve uo-yakinsaklik arasindaki baglanti ise 1977 yilinda A. Wickstead
[21] tarafindan gosterilmistir. S. Kaplan [14] ise zayif birime sahip Dedekind tam Riesz
uzaylarinda uo-yakinsakligin iki tanimlamasini yapmigtir.

Son zamanlarda N. Gao ve F. Xanthos [13], Banach latislerinde sinirsiz sira yakinsaklik
ve sinirsiz sira Cauchy caligmigtir. KB-uzaylar1 ve pozitif Schur 6zelligi ile Banach la-
tislerinde bu kavramlar: karakterize etmislerdir. Buna ek olarak; sinirsiz sira Cauchy
dizilerini olgiiden bagimsiz olacak sekilde kurulmus Doob’s alt-martingale yakinsalik te-
oremini genigletmek i¢in kullanmiglardir. Caligmalarinin devami olarak 2014 yilinda N.
Gao Banach latislerinin dualleri tizerinde sinirsiz sira yakinsaklik ¢aligmigtir [11]. 2017
yilinda ise [12], N. Gao, V. Troitsky ve F. Xanthos sinirsiz sira yakimsakligin 6zellik-
lerini incelemiglerdir. Ozellikle sirsiz sira yakimsakhgin regiiler alt latisler arasmdaki
gecislerde kararli oldugunu kanitlamiglardir. Tim bunlardan sonra latis-normlu Riesz
uzaylar: iizerinde kompakt operatorlerin incelenmesi A. Aydin, E. Emelyanov, N. Er-
kursun-Ozcan, M. Marabeh tarafindan yapilmigtir, [3].

Banach latislerinde kompakt operatorlerin merkezi operator teorisinde onemli bir
yeri vardir. Buna ek olarak operatorlerin siniflandirilmasina iligkin somut 6rnekler,
C(K) veya L,(£2,%, 1) (1 < p < o0) uzaylan iizerinde fazlaca verilmektedir. Fizik-
sel bir sistem bu tip operatorlerin ayni topolojik veya dinamik ozelliklerini tasiyan,
uygun sekilde tanimlanmig bir operator olusturabilir. Dahasi; bu operator siniflarinin
tamaminin soyut ortamlara ve genellemelere daha fazla izin verdigi bilinmektedir. To-
polojik vektor latislerinin genellemesi buna ornek olarak verilebilir.



Bu tezde topolojik olmayan yakinsamalar kullanilarak vektor latisleri arasinda ope-
ratorlerin kompaktlik ozellikleri caligilmigtir. Bunlara ek olarak vektor latislerinin ku-
rulumunda elde edilen sonuglar normlu latis uzaylarda operatorlere 151k tutacaktir, [3],
[5], [18]. Vektor latislerindeki gesitli yakinsama tiirlerinin gesitliligi daha genel durum-
lar i¢in farkli sonuglarin tiiretilmesini saglar.

Tez dort boliimden olugmaktadir. Ikinei boliimde tez boyunca kullanacagimiz 6n
bilgilerin ayrintis1 verilmigtir. Daha fazla bilgi i¢in herhangi bir Banach latisleri ki-
tabmdan yararlanilabilir. Ugiineii kisimda sira kompakt operatérler incelenmistir. Sira
kompaktlik, sira sinirlilik, sira siireklilik ve GAM-kompaktlik arasindaki baglantilar
ele alinmigtir. Dordiincii kisitmda siirsiz sira kompakt operatorler incelenmistir. Bu
boliimde kompakt, sira kompakt ve sinirsiz sira kompakt operatorlerin arasindaki iligkiler
incelenmig ve ornekler verilmigtir.

Bu ¢alisma boyunca tiim vektor latisler Argimedyandir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar verilecektir. De-
tayh bilgi i¢in herhangi bir klasik fonksiyonel analiz veya Banach latisleri kitabina
bakilabilir. Ornegin; [1], [2], [15], [22] ve [20] kaynaklar1 incelenebilir.

2.1 Riesz Uzaylarinin Temel Ozellikleri

Tanim 2.1.1. E bostan farkli herhangi bir kiime ve bu kiime iizerinde tanimlanan “<”
islemi agagidaki kogullar1 sagliyorsa E kiimesine kismi sirale kiime denir.
Her u,v,z € E i¢in,

(i) w < u (yansima ozelligi)
(i) u <vvewv <u=u=0v (ters simetrik ozelligi)
(ili) u <wvewv < z=u <z (geciskenlik 6zelligi)

Tanim 2.1.2. E kismi sirali kiimesi R cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayi olsun.
Bu durumda E kismi sirali vektor uzayima agagidaki kogullari sagliyorsa sirale vektor
uzayr denir.

Her w,v,z € Eve 0 < X\ € R igin,
Hu<v=u+z<v+z
(i) u<v=Au<

Tanim 2.1.3. Swrali vektor uzay1 ayni zamanda bir latis ise (bogtan farkli bir kiimeden
alinan iki elemanin supremum veya infimum degeri de kiimeye aitse) bu uzaya vektor
latis veya Riesz Uzay1 denir.

Tanim 2.1.4. E vektor latisindeki u > 0 0zelligini saglayan u € E elemanina pozitif
eleman denir. E* = {u € F : u > 0} geklinde tanimlanan kiimeye E’nin pozitif konisi
ad1 verilir ve pozitif koni agagidaki ozellikleri saglar.

(i) B+ + E* C E*
(ii) Her 0 < A € Rigin AET C EF
(i) E*N(—ET) = {0}

E vektor uzaymin herhangi bir F' alt uzay1 yukaridaki ii¢ kogulu saghyor ise F',
E’nin konisidir denir.

Tanmim 2.1.5. E sirali vektor uzayr ve A bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger
her a € A i¢in u > a olacak sekilde bir v € F bulunabiliyorsa A kiimesine iistten
sinirhidir denir. A kiimesinin iist sinirlarinin en kiigiigiine ise A’nin en kiig¢iik iist sinir1
(supremumu) adi verilir. Benzer sekilde her a € A i¢gin v < a olacak sekilde bir tane
v € E bulunabiliyorsa A kiimesine alttan sinirhidir denir. A kiimesinin alt sinirlarinin
en bilytigiine A'nin en biiyiik alt sinir1 (infimumu) adi verilir.



Lemma 2.1.6. E swralv vektor uzay bir Riesz uzaydir ancak ve ancak her u,v € E
tkilist icin u AN v € E saglanir, dahast eger u ve v Riesz uzayinin elemanlary ise

uVo=—I[(—u)A(—v)]

uhv=—[(-u)V(=v)

olur.

Kamit. E sirali vektor uzayinin her ikilisinin infimum degeri var olsun. u,v € E olmak
tizere w = (—u) A (—v) olarak alahm. Burada u V v = —w oldugunu goérmek istiyoruz.
Oncelikle w'nun infimum olmasmdan dolay1 w < —u ve w < —v yada u < —w ve
v < —w oldugunu biliyoruz. Buradan —w , {u, v} kiimesi i¢in bir {ist simrdir. O halde
—w’nin bu kiime i¢in tist sinirlarin en kiictigii oldugunu gosterelim. Varsayalim ki v <t
ve v < t olacak sekilde bir ¢ vektori olsun. Bu durumda —t < —u ve —t < —wv olur. O
halde —t < (—u) A (—v) = w saglanir ise ¢t > —w olur. Burada u V v = —w saglanir.

Diger yonii de benzer sekilde gosterilir.
O

Tanim 2.1.7. E Riesz uzayindaki herhangi bir u elemanimin pozitif kismi ut = u Vv 0,
negatif kismi v~ = (—u) V 0 ve mutlak degeri |u| = u V (—u) seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.8. (Latis Ozellikleri) u, v ve w bir Riesz uzaymmn elemanlar: olmak tizere
asagidakt esitlikler saglanar.

(1) u+(vVw)=(u+v)V(u+w) veu+ (vAw)=(u+v)A(u+w)
(2) u—(WAw) = (u—v)V({u—w) veu—(vVw)=(u—1)A (u—w)
(3) uvvo=(u—v)"+v=>@w—-ut+u

(4) Her A >0 icin Mu V v) = (Au) V (M) ve AuAv) = () A (Av)
(5) Her X € R icin |Mu| = |A||ul

(6) u\/v:%(u+v+|u—v|) veu/\v:%(u+v—|u—v|)

(7)) u+v=uVv+uAv

(8) u=u"—u" veut Au~ =0

(9) |u| = u* +u= (buradan |u| =0 < u=0)

(10) lu—v| =uVv—uAv

(11) |u+v|V|u—v| = |u| + |v|

1 1
(12) [ul V |vl = S(lu + vl + |u = v]) ve Jul Afo] = Fllu+ o] = |u— ]



Kamit. (1) Siral vektor uzaymmdaki iki v ve w elemaninin supremumu v V w var ise
her u elemani igin {u + v, u + w} kiimesinin de supremumu vardir ve u 4+ vV w =
(u+v) V (u+w) olur. Oncelikle sabit bir u i¢in t = vV w olsun. u+v < u+t ve
u+w < u+t oldugu acgikca goriiliir. Varsayalim ki u+v < s ve u+w < s olsun.
O halde v < s —u ve w < s — u seklinde yazilabilir ve boylece t = v Vw < s
veya u +t < s olur. Buradan da agktir ki u + ¢, {u + v,u + w} kiimesinin
supremumudur. Tkinci kisim da benzer sekilde gosterilebilir.

(2) Lemma 2.1.6 yardimiyla bir 6nceki adimlar izlenir.

(3) (u—v)"+v=(u—v)VO+v=[(u—2v)+v]V(0+v)=u+v seklinde gosterilir.
Ikinci kisim da benzer sekilde ifade edilir.

(4) A>0alalm. u <u Vv ve v < uVwoldugundan Au < A(uVv) ve v < A(u V)
1 1

yazilabilir. u V v = w seklinde ifade edelim. Buradan u < Xw ve v < Xw ve

1
u Vv < —w olur. Sonug olarak A(u V v) < w olup (Au) V (Av) = A(u V v) oldugu

goriiliir. Diger kisim da benzer sekilde gosterilir.

(5) Eger A > 0ise [Au| = (Au) V (= u) = A [u V o(—u)] = |A||u| olur. Eger A < 0 ise
Al = (M) V (=Au) = [(=2)(=w)] V (=) = (=) [(=u) V (u)] = [A[|u] olur.

(6) Birinci kisim igin;

1 1 1
slutvtfu—vl)=glutvt(u-v)Vv-u]=-[2uV Q2 =uVvv
olur.
(7)
uAv<v=v—uAv>0
ut+v—uNv>u
U+v—uNv>v
ut+v—uAv>uVo
uVo+uNv<u+v (2.1.1)

Diger yandan
u<uVv==u+v—uVuv<v

v<uVv=u+v—uVuv<u
u+v—uVuv<uAv

ut+v<uAv+uVu (2.1.2)

olup (2.1.1) ve (2.1.2)’den istenilen sonug elde edilir.



(8) (7). adimda v = 0 olarak alimirsa
u=uVO0+uAO=uVO0—(—u)VO=u"—u"
olarak bulunur. Tkinci kismu icin ise

utAuT =Wt —u)AO+u
uNO+u~

= —[(—u) V0] +
=—-u +u

olur.

(9)

lu|=uV (—u)=2u)VO—u=2u"— (ut —u")=u +u"
elde edilir.
(10) Mutlak deger tanimu, (1). ve (7). 6zellikler kullanilarak

lu—v| = (u—v)V(v—u) = (2u)V(2v)—(u+v) = 2(u+v)—(uVv+uAv) = UWV—UAV

saglanir.
(11)
lu+v|Viu—v|=[(ut+v)V(—u—0)]V[(u—2)V(v—u)
=[(u+v)V(uw—=2)]V[(-u—0v)V(—u)
=u+vV (=) V[-u+(—v) V]
= [u+ o] V[-u+[v]]
= [uV (—u)] + |v|
= [u] + [v]
(12)
1 1
§[|u—|—vl+|u—v\] 5[(u+v)v(—u—v)+]u—vl]
= Sl v+ =)V (~u— v+ fu o))
1

= 52V v 2{(-u) v (-v)})
=uVoV(—u)V(—v)
= [uV (=u)]V]uV(-v)]

= [ul V]v|



Lemma 2.1.9. E Riesz uzayimn bostan farkly her A alt kiimesi supremuma (ya da
infumuma) sahip ise her uw € E i¢in u + A kiimesi de supremum (ya da infimum)
degerine sahiptir ve asagidaki latis ozelliklerini saglar.

u + supA = sup(u+ A) ve u+infA=inf(u+ A)

Benzer sekilde
u— supA =inf(u—A) ve u—infA = sup(u— A)
AsupA = sup(AA) ve XinfA = inf(\A)
ozelliklerine de sahiptir.

Tanim 2.1.10. E Riesz uzayinda iistten sinirli her kiimenin supremum degeri var ise
E uzayma Dedekind tamdir denir.

Riesz uzay1 dagilma kuralini saglayan latis olarak diigiiniilebilir. Ashnda sonsuz
dagilma kuralini sagliyor diyebiliriz ve bir sonraki lemmada bu durumu gosterecegiz.

Lemma 2.1.11. (Sonsuz Dagilim Kurali) E Riesz uzayinin bostan farkl alt kimesi A
supremum degere (supA) sahip ise her u € E i¢in sup{u AN a:a € A} vardir ve

u A supA = sup{u A a}

saglanir. Benzer sekilde E Riesz uzayiman bostan farkly A alt kiimesinin infimum degeri
(infA) var ise her w € E i¢in inf{uV a:a € A} vardir ve

uVinfA=inf{uVa:ae€ A}

olur. Ozel olarak eger u,uy,us, ..., u, Riesz uzayinin elemanlar: ise

u N \/u,

(u A u;)

I
<=

s
Il
fa
.
Il
,_.

ve

(uV u;)

Il

ﬁ
Il
—

uV /\ U,
Li=1
elde edilir.

Kamt. Tk formiilii kanitlamak yeterli olacaktir. Sabit © € A i¢in s=supA olsun. Her
a € Aic¢in u ANa < uA s oldugu agiktir. Varsayalim ki her @ € A i¢in {uAa:a €
A} kiimesinin u A a < t olacak gekilde ¢ € E iist sir1 olsun. Latis 6zelliklerinden
rVy+ax ANy =x+y kullanirsak her a € Aigin u +a —uVa=uAa <t saglanr.
Buradan her a € Aicina <t+uVa—u < t+uVs—u olur ve boylece s < t+uVs—u
saglanir. Sonug olarak u A s =u+s—uV s <t ve boylece u A s = sup{uha:a€ A}

olur.
O

Dagilma kuralmin bir sonucu olarak Riesz uzaymin cok bilinen Birkoff Ozelligi
kargimiza cikar.



Sonug 2.1.12. (Birkoff Ozelligi) Eger u,v ve w Riesz uzaypnda keyfi elemanlar ise
luVw—vVwl+luAw—vAw|l=|u—o|

Kanit. Teorem 2.1.8’de bulunan (10). ve (7). latis 6zelliklerini dagilim kurali ile birlikte
kullanirsak;

luVw—vVwl+luAw—vAw
=[(uvw)V@wVw)—(uVw)A(vVw)]
+oF [(uAw)V(vAw) = (uAw) A (vAw)]
=wV@wVv)—wV (uAv)]+[wA (uVv)—wA (uAv)
=wV(@Vv)+wA(uVvo)—[wV(uAv)+wA (uAv)
=w+uVo]—[w+uAv]=uVv—uAv=|u—u1|

elde edilir. O
Simdi Riesz uzayinda énemli baz latis esitsizliklerini kanitlayacagiz.

Teorem 2.1.13. (Latis Esitsizlikleri) Asagida verilen latis esitsizlikleri Riesz uzayinda
saglanar.

(1) u ve v Riesz uzayinda iki eleman ve u < v kosulunu saglyor ise ut < vt |
u- < v~ egitsizlikleri elde edilir.

(2) (Uggen Esitsizligi) u ve v Riesz uzaymnda iki eleman olsun. Bu durumda
[lul = Jvf] < lu+v] < Jul + |v]
saglanar.
(3) (Birkoff Esitsizligi) u,v ve w Riesz uzayinda elemanlar olsun. Bu durumda
luVw—vVwl <|lu—vlveluhw—vAw| < |u—1|
olur.
(4) Eger u,uy,us, ..., u, Riesz uzayinda pozitif elemanlar ise
uAN(up+us+ug+...+u,) <uAup+uANug+uAus+...+uAu,
olur. Eger her i # j i¢in u A u; A u; = 0 ise egitlik durumu elde edilir.
(5) Eger u,uy,us,...,u, Riesz uzayinda pozitif elemanlar ise
nuf AoAw) =n(up Ao A )t < (w4 )T
saglanar.

Kanit. (1) v < v oldugundan v < v < vV 0 = v" ve 0 < vt olur. Buradan
ut = u V0 < vt yazlir. Diger esitsizlik i¢in de —v < —u olarak alimip benzer
adimlar uygulanabilir.



(2)

u+v < |ul + v ve —(u+v) = —u—v < |u|l + |v] oldugu agiktir. Bu da
lu+v| = (u+v)V[—(u+v)] < |u| + |v] oldugunu gosterir. Diger esitsizlik i¢in
lu| = |(u+v) —v| < |u+v|+ |v] olup ve boylece |u| — |v| < |u + v| olur. Benzer
sekilde

—(ul = [v]) = o] = |u] < fu+v]
yazilacagindan sonug olarak ||u| — |[v|| = (Ju| — |[v]) V (|v] = |u])| < |u+ v| elde
edilir.

Sonug 2.1.12°de bulunan Birkoff 6zelligi ispatindaki adimlar uygulanir.

u,u; ve up pozitif elemanlar olsun. Basitce v = u A (u; + ug) alalim. Buradan
v < up +uy ve v —up < ug olur. Ayrica v — u; < v < u elimizde oldugundan,
v—u; < ulAug yazilir. Bu da belirtir ki v—uAus < uy’dir ve boylece v—uAu, < v <
olupv—uAuy <uAuy veya v < u A up +uAug elde edilir. Eger u A uy A ug =
(u Aup) A (uAug) =0 ise

u A (ug +ug) <uAug +uAug
= (uAup)V (uAus)
=u A (u; Vug)
< u A (ug + us)

olup
u A (ug 4+ ug) =uAug +u A ug

saglanir.

n(ug A Aup) < ug+. ..+, esitsizliginden n(ug A .. Aup)T < (ug .. Fu,)t
kolayca elde edilir. Buradan;

n(uf Ao Au) =nl(ur VO)A (ug VO)A ... A (u, VO)]

=nl(ug Aug A... Auy) VO
)t

n(uy Aug A ... Ay,

[]

Tamim 2.1.14. Riesz uzayindaki iki u ve v elemani |u| A |v] = 0 kosulunu sagliyor ise
ayrik ya da birbirine diktir denir ve u_lv geklinde gosterilir.

Bir Riesz uzaymin bostan farkli iki alt kiimesi A ve B’nin ayrik veya birbirine dik
olmasi i¢in her a € A ve b € B i¢in a_Lb olmalidir.

ul D ifadesi her v € D i¢in ulv anlamina gelmektedir. Bir sonraki lemmada basit
ayriklik 6zelliklerinden bahsedecegiz.

Lemma 2.1.15. (Ayriklik Ozellikleri)

(1) Eger bir Riesz uzayinda ulv ve ulw ise her A\, u € R i¢in ul (Av+pw) saglanar.

(2) Bir Riesz uzayinda keyfi iki u ve v vektorleri ayriktir ancak ve ancak |u + v| =

lu — | dir.



(3) Eger bir Riesz uzayinda ulv ise
u+ v = u =] = [ul +[v] = [[u] = [o]| = Ju] V[v]
olur.
(4) Riesz uzayiman ikili ayrik sifirdan farkly elemanlar: iceren alt kiimesi lineer bagimsizdur.

Kanat. (1) Verilenlerden A, p € R i¢in uLlv ve ulw oldugunu biliyoruz. Buradan

0 < Jul A ([Av + pw]) < Jul A (JAo] + [pw])

= [ul A ([A[Jo] + |l ])

< Jul A (] A+ Jul A (el lw])

< (L+ [AD[ul A (U AD o] + (U4 [uD)[ul A (1 )]
(14 [AD {lul Afol} + (U [p]) [ful A wl]]
(14 [ADO+ (1 +[u[)0
0

ve boylece |u| A [Av + pw| = 0 olup |u| L|\v + pw| saglanir.

(2) Teorem 2.1.8 (12). maddeden bir Riesz uzayindaki iki vektor igin
1
[ul Aol = Sllu+ o] = fu =

oldugunu biliyoruz. Buradan uLv (Ju| A|v| = 0) ancak ve ancak |u+v| = |u — v
gerceklesir.

(3) Varsayalim ki bir Riesz uzayinda uLv olsun. (2). maddeden biliyoruz ki |u+v| =
|u — v| olur. Benzer sonug |u| ve |v| igin de gergeklesir ve

[l = Jol] = [lul + |v[| = |u] + o] = |u] V[v]
elde edilir. Teorem 2.1.8’de (11)i diigiintirsek
i+ 0] = Ju— o] = u+ o] V Ju— o] = [u] + [o]
sonucu saglanmaig olur.

(4) Varsayalim ki bir Riesz uzayinda u, . . ., u, sifirdan farkli ikili ayrik elemanlar ve
oy + ...+ apy + ...+ ayu, = 0 olsun. (1). ve (3). maddelerin sonucu olarak

0=laquy + ... + auu,| = |arug| + ..+ Japun| = |ag||ur] + ...+ || |u,]
ve buradan her 7 i¢in |a;||u;| = 0 olur. Her ¢ igin |u;| > 0 oldugundan |o;| = 0
veya her 7 i¢in a; = 0’dir. Sonug olarak wuq, ..., u, lineer bagimsiz vektorlerdir.

]

Riesz Ayrisim C)zelligi olarak agagida verilen 0zellik Riesz uzaylarinda kritik bir
rol oynar.

10



Teorem 2.1.16. (Riesz Ayrisim Ozelligi) E bir Riesz uzay ve |u| < |v; + vy +
ot | esitsizligini saglasin. Bu durumda her i = 1,...,n d¢in |u;| < |v;| ve u =
Uy + ug + ... + u, olacak sekilde uq,...,u, € E vardwr. Ek olarak eger u pozitif bir
eleman ise u; ler de pozitif eleman olarak secilebilir.

Kanait. n = 2 ic¢in bu sonucu ispatlamak tiimavarimla diger n’ler i¢in gostermeye yeterli
olacaktir. Varsayalim ki |u| < |v; + vg| ve uy = [uV (—|vi|)] A |v1] olsun. —|vy| <
uV (=|vi|) ve —|vi| < |vq] oldugundan —|v1| < uy ve —uy; < |vy| elde edilir. Diger
yandan u; < |vi| olup |uy| = (—u1) Vuy < |ug| (eger u pozitif ise 0 < uy; < u oldugu
aciktir) saglamir. Simdi eger uy = u — uy alinir ise

uy = u = [uV (=[] Ao = [0A (u+[or)] V (u = fon]).

Bununla birlikte |u| < |v1]|+|v2| olmast —|vy|—|va| < u < |v1]+|ve| durumunu gerektirir
ve buradan

—lva| = (=) ANO < (u+ |v1]) A0 <up OV (u— |v1]) < |vg|

olup |ug| < |vg| elde edilir.

2.2  Sira Yakinsaklik ve Ozellikleri

A kiimesi bostan farkli bir kiime olmak tizere iizerinde tanimli ”>” bagmtis1 verilmis
olsun. Eger;

(i) Her o« € Aigin o = «
(i) Eger o, 8,7 € Aigin a = fve B = 7y ise a = 7y
(iii) Herhangi o, € A ikilisi igin bir tane y € Avarvey = a ,v = 3,

kosullar1 saglaniyor ise A kiimesi yonlendirilmistir denir ve (A, »=) kiimesine yonlendi-
rilmig kiime (indis kiimesi) ad1 verilir.

E bir Riesz uzay1 olmak iizere; eger E icindeki bir (u,) neti herhangi 5 ve « igin
B > « iken ug > u, saghyor ise artandir denir ve u, 1 seklinde gosterilir. Benzer
sekilde azalan ifadesi de tamimlanir ve u, | seklinde gosterilir. u, 1T w gosterimi; u,
artan bir nettir, {u, : @ € A} kiimesinin supremumum degeri vardir ve bu deger u’dur
anlamina gelir. Benzer sekilde u, | u ifadesi de tanmimlanir. u, 1< u ifadesini her «
icin uy T ve uy < u (u < uy : Uy | ve u, > u) geklinde yorumlariz. Ayrica bostan
farkli D alt kiimesi i¢in; eger her u,v € D ikilisi i¢in w > u ve w > v olacak sekilde bir
tane w € D bulunuyorsa D kiimesine yukar1 yonlendirilmig kiime denir ve D 1 seklinde
gosterilir. Eger D 1 w ise D yukar1 yonlendirilmistir ve supD = u olarak yorumlanir.
Benzer ifade agagi yonlendirilme ve infimum i¢in de soylenir.

Yukar1 yonlendirilmig kiime ile artan net arasinda dogal bir baglant1 vardir. Eger
U T ise D = {u, : a € A} kiimesi i¢in direkt olarak yukar1 yonlendirilmig kiimedir
diyebiliriz dahas1 u,, T u saglanir ancak ve ancak D 1 u diyebiliriz. Diger yandan eger
D 1 yukar1 yonlendirilmis kiime ise her @ € D igin u, = o’dir. Benzer sekilde azalan
net ve agagl yonlendirilmisg kiime arasinda da benzer bir iligki vardir.

Simdi Riesz uzayinda sira yakinsaklik ifadesini inceleyecegiz.
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Tanim 2.2.1. (Swra Yakinsaklik) E bir Riesz uzayi, (tq)aca € E bir net ve u € E
olsun. Eger her « i¢in |u, — u| < v, | 0 olacak gekilde (v4)aeca neti bulunabiliyorsa
(U )aca netine sira yakinsaktir denir ve u, — u seklinde gosterilir. u elemanina (u,)
netinin sira limitidir denir.

Lemma 2.2.2. Riesz uzayinda bir netin sira limitt varsa tektir.

Kamt. Varsayalim ki u, — u ve ua — w olacak sekilde iki farkli limit olsun. Iki farklh
(va) Ve (wq) netleri icin |u, — u] < vy J 0 ve |uy —w| < w, | 0 saglansin. Ancak her o
icin;

lu —w| < |Ju—un| + [ta — w| < vy + wy
ve Uy + We 4 0 olup |u —w| = 0 olur, buradan u=w oldugundan limit tektir denir. [J

Teorem 2.2.3. E bir Riesz uzayi, (ug)aca V€ (Va)aca E icinde iki farkl sira yakinsak
(e 2 u, v = v) netler olsun. Asagidaki ifadeler saglanar.

(i) |ual = |u| , uf 2 ut veu; 2 u”
(ii) Her \, ;1 € R i¢in Mg + pvg — A+ po
(115) Ua V Vg~ U N U V€ Uy A Vg — U AV
(iv) Ejer ug T u veya uq | u ise uq — u olur.
(v) Eger her a = ay i¢in u, < w ise u < w olur.
(vi) Ejer ug 1 ve uq — u ise uq T u olur.

Kanat.

(i) Oncelikle ug 2 u ise |uq — u| < tq | 0 olacak sekilde bir (t,) neti vardir. Buradan
Jug = u™| = [(ta V0) = (uVO0)] < |(ug — ) VO < Jug —u| <to L0
olup uf % u* saglanir.
uy 2 u” icin Jug —u”| = [(ua A0) — (wA0)| < |(uq —u) AO| <ty L 0 olur.
Buradan |u,| = u} 4+ u; olarak tammlandigindan
(g +ug) = (uh —u7) = [(ug +ug) + (' —u7) < [(ug +ug)| +[(u” —u7)[ <ta 40

olup |ug| 2 |u| elde edilir.

(ii) Verilenlerden u, > u ise |u, —u| < t4 | 0 olacak sekilde bir (¢,) | 0 neti ve v, = v
ise |v, —v| < 54 {0 olacak sekilde (s,) J 0 netleri vardir, dahasi |A|t, J 0 ve |p|sq 4 0
olacagindan

(Alta + lilsa) 4 0 22.1)

olur. Diger yandan
[ Mo + pva = Au A+ po| < [Mua = uf + |pl[va = v < (|Alta + [4lsa) 10

elde edilir.
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(iii)
[tha V U —u V0| = |tg Vg —uV U4 +uV v, —uVu
< Ntg Vo —uV | + UV vy —u V|
< ug — u| + |ve — |
< (ta+5a) L 0= Uy Vg 2 uVo
[t A Vo — U A V| = |tg AVq — U AV + U AV —u AV
< ttg A Vg — U A V| + [uA vy —u A
< |ug — ul + |vo — v
< (ta+5a) L 0= Uy Avg 2 uAv
(iv) uq T u oldugu durumu ele alahm. u, 1 ise —u, | olur. Simdi (u — u,) | olup
olmadigin inceleyecegiz. Her Yo, Yo, € (U — Uy) iGN Yo, € (U — Uy) = Yo, = U — Ug VE
Yag € (U — Up) = Yo, = U — Uy dir.
—(ug) 4 oldugundan her —uq,, —tUa, € —(Un) IGIN —Upy < —Ugy VO —Upy < —Ug,
olacak gekilde en az bir tane —u,, € (—u,) vardir.
U— Upy S U= Uyy VO U— Uy < U— Uy, OlUP (u — uy) | elde dilir.
Sup(ua) =u= inf(_ua) =—u
inf(u—uy) =u+inf(—u,) =u+ (—u) =0 olup
|t — Ua| = Yo 4 0 olur.

(V) tq < w ise w — uq > 0 olur. Ayrica u, — u olup —u, — —u ve (ii)’den toplama-
cikarma korunacagindan w — u, — w — w’dur. Buradan (w — ua)™ = w — uy >
(w—u)" = (w — u) diye pozitiflikten yazilir ve w — u > 0 = w > w bulunur.

(Vi) uq Tise (—ug) 4 olup (u — ug) J dir.
( Her u € E igin v~ < |u| ) oldugundan (u — ug)~ < |u — u,| saglanir ve her keyfi
icin;
B<a=us<u,

= —ug > —Uq
= U— Uy < U— UG
= —(u—ug) < —(u—uy)
= —(u—ug) VO < —(u—uy) V0
S (= ug) < (0 )
=0<(u—ug) <(u—1us) <|u—1us <t, L0
=0<(u—ug)” <inft,=0 (6 <a)
= —(u—ug)vV0=0
= —(u—wug) <0
=ug—u<0
= ug <u

olup u bir tist simirdir. Her « igin;

0<(u—uy) =|u—uy =ta =0 <inf(u—u,) <inft,=0
inf(u—1uy) =0= —sup(ug, —u) =0 = supu, = u

olur. Buradan u, 1 u oldugu soylenir.
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Tanim 2.2.4. E bir Riesz uzay1 ve I’ C E olsun. Herhangi (u,) C F neti igin u, 2o
iken u € F' oluyor ise F' alt kiimesine sira kapalidir denir, yani F' sira limitlerini igeriyorsa
sira kapalidir. Ayni tanimda net yerine dizi alirsak F alt kiimesine o-sira kapalidir denir.
Her sira kapali kiime o-sira kapalidir.

Tanim 2.2.5. E bir Riesz uzayi ve F' C F olsun. Her y € F igin |z| < |y| iken x € F
oluyorsa F’e solid denir.

Lemma 2.2.6. F Riesz uzayinin solid alt kumesi F'nin sira kapali olmasi icin gerek
ve yeter kosul (uy) C F, 0 < uy T u neti icin u € F olmasudar.

Kamit. F bir solid kiime , (u,) € F bir net u, — u kosulunu saglasm. Bir tane (vg)
neti vardir dyle ki |u, — u| < v, | 0 olur.

Buradan 0 < (Ju|—v,)" 1 |u] ve (Ju| —va)T < |ug| kogullar: saglanir. F solid oldugundan
her « igin (Ju| — v,)" F'nin elemamdir. Boylece F'nin (Ju| — v,)™ neti yukar1 yonludir
ve (Ju] —va)t 2 |u| olur. u € F oldugundan F sira kapalidir. Diger yon icin F'nin sira
kapaliligi tanimindan kosul saglanir. [

2.3 1Ideal, Band ve Riesz Alt Uzay1

Bu boliimde Riesz uzayinin 6zel vektor alt uzaylari olan band ve ideallerin 6zelliklerin-
den bahsedilecektir.

Tanim 2.3.1. Bir Riesz uzayimin solid vektor alt uzayina ideal denir. Sira kapali ideale
ise band ad1 verilir.

Onerme 2.3.2. Eger A ve B ideal ise onlarin cebirsel toplamu da
A+B={a+b:a€ Avebe B}

1dealdir.

Kamt. A+ B’nin alt vektor uzayi oldugu agikardir. f € A+ B ve |g| < |f|i¢ing € A+B
oldugunu gostermeliyiz.
f=f +f" seklinde yazalm 6yle ki f € A ve f* € B olsun.

gl <Ifl=1f +f]

olmak iizere Riesz Ayristirma Teoremi'nden g =g +g¢ ,0<|g| <|f|ve0<|g"| <
|f”| olacak sekilde ¢',¢" vardir. A ve B ideal oldugundan ¢’ € A ve ¢" € B elde edilir.
Boylece g =¢' + ¢ € A+ B olup A+B idealdir. ]

Lemma 2.3.3. Bir A idealinin band olmasi igin gerek ve yeter sart (u,) € A neti igin
0 <uq, T u tken u € A var olmasidar.

Kanait. Kanit1 Lemma 2.2.6’dan direkt olarak gelmektedir. O]
E Riesz uzaymin her D alt kiimesini iceren en kiigiik ideal I dir ve D tarafindan
iiretilen ideal ad1 verilir.
Ip={u€FE:Juy,...,u, €D ve >0 igin |u| gAZM}
i=1

seklinde tanimlanir.
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Tanim 2.3.4. E bir Riesz uzay1 olmak tizere, tek eleman {u} ile iiretilen ideale esas
ideal denir. Esas ideal [1]'de

I,={ve E:3X>0icn |v] < Aul}

seklinde ifade edilir.

Tanim 2.3.5. E bir Riesz uzay1 olmak iizere, tek eleman ile iiretilen band esas band’dir.
Esas band [1)’de
B,={ve E:|v|Anful T |v|}

seklinde gosterilir.

Tanim 2.3.6. E bir Riesz uzay1 ve F vektor alt uzayi olsun. Her u,v € F' ikilisinin E
igindeki supremum degeri F’ye de ait ise , F'e Riesz Alt uzay1 adi verilir.

Sunu hatirlatalim ki; F vektor alt uzayinin Riesz alt uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her u € F i¢gin v V0 = u™ € F olmasidir.

Lemma 2.3.7. Her ideal ayni zamanda Riesz alt uzaydar.

Kamt. F, E Riesz uzaymn bir alt uzay: olsun. 0 < ut < |u| ve F'in ideal olmasindan
ut € F olup yukaridaki hatirlatmadan F’'in bir Riesz alt uzayir oldugu gosterilmis
olur. O

NOT: Verilen lemmanin tersi dogru degildir. Her Riesz alt uzay1 ideal olmayabilir.

Ornegin; V = {(\, ) : A € R} vektor alt uzay1 R¥'de Riesz alt uzayidir ancak ideal
degildir.

E bir Riesz uzay1 ve F Riesz alt uzay1 olsun. Eger F’in her alt kiimesinin supremum
veya infimum degeri F’in i¢inde yer aliyorsa F, E'nin igine gomiilebilir denir.

Tanim 2.3.8. E bir Riesz uzay1; F, E'nin Riesz alt uzay1 ve K C F' olsun.

e Eicinde infgK ve F icinde in fr K var olmak tlizere eger inf Krp= inf Kg ise F'ye
regiiler uzay denir.

e Her v € F icin u < v olacak gekilde bir v € F' bulunabiliyorsa F uzayina majori-
zing ad1 verilir.

Teorem 2.3.9. E bir Riesz uzayr ve F, E’'nin Riesz alt uzay olsun. Asagqidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) F, E’nin regiler alt uzayidar.
(ii) Eger (us) C F neti F icerisinde u, | 0 ise E icerisinde de uq | 0 olur.

(iii) Eger (uy) C F ve Figinde uy > u ise E icerisinde de uq > u olur.
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Kanat. (i) = (i) F, E'nin Riesz alt uzay1 oldugundan u,v € F' ikilisinin supremum
veya infimum degeri yine F’in elemanidir ve regiilerlikten bu supremum veya infimum
degeri E igerisinde de aymidir. (u,) C F neti igin u, | 0 ise —u, 1 0 olur. Bu supremum
degeri E icerisinde de korunacagindan —u, 10 € F ise u, | 0 € E elde edilir.

(ii) = (i11) (uq) C F , uq | olmak iizere u, — u olsun. O halde u, —u = 0’dir. F
icinde u, — u | ve uy — u = 0 oldugundan sira yakinsaklik 6zelliklerinden u, — u | 0
oldugunu sdyleriz. (ii) onciiliinden E iginde de u, — u | 0’dir. Yine sira yakimsaklik
ozelliklerinden E icinde u, — u = 0 ifadesi elde edilir.

(iii) = (i) (ua) C F ve uq | olmak iizere F icinde u, = u olsun. Boylece F
icinde u, — u | 0 kogulu saglanir. Kisaca in fr(u, —u) = 0 olur. Kabulden E iginde de
Uo — u 4 0 kogulu yani infg(u, — u) = 0 saglandigindan F regiilerdir. O

Lemma 2.3.10. Her I ideali, regiler Riesz alt uzayidar.

Kanit. (ua) C Iveuq | 0 € I olmak fizere infp(uq)=e70 var olsun. Infimum 6zelliginden
her « i¢in 0 < e < w, olup, I bir ideal oldugundan e € I olur. Boylece inf;(u,) = e
elde edilir. Bu durum e’nin 0 olmasi ile gelisir. O]

Tanmim 2.3.11. E bir Riesz uzay1 ve F' Riesz alt uzay1 olsun. E icerisindeki her 0 < u
icin 0 < v < u olacak sekilde en az bir tane v € F' bulunabiliyorsa F, E icerisinde sira
yogundur denir.

Teorem 2.3.12. Her sira yogun Riesz alt uzay, regiler Riesz alt uzayidar.

Kanat. Varsayalim ki F regiiler Riesz alt uzayr olmasin. O halde (u,) C F, uy | 0
neti olmak tizere Teorem 2.3.9 (ii)’den E iginde u, | 0 kogulu saglanmaz. Béylece bir
tane 0 < u € F i¢in 0 < u < u, olur. F, E igerisinde sira yogun oldugundan bir tane
v € F vardir oyle ki 0 < v < u kosulu saglanir. Boylece F iginde, tiim « indisleri i¢in
0 < v < u, olur. Bu ise u, | 0 olmasi ile geligir. O halde varsayim yanhstir, F regiiler
alt uzaydir. O]

Tanim 2.3.13. Bir F Riesz uzaymin bostan farkh alt kiimesi A'nin ayrik tiimleyeni
Al={uecE:ulv,VveA}

seklinde tammlanir. A%, E icerisinde her zaman idealdir, dahas: sonlu dagilim kurallar:
ile A%nin aym zamanda E icerisinde band oldugu goriiliir. Ayrik tiimleyende (A4)? =
A% A C A% ve A C Bise BYC A? bzellikleri de saglanir.

Teorem 2.3.14. A ideali A% icerisinde siwra yogundur. Ozellikle E icerisinde sira
yogun bir A ideali var olmast icin gerek ve yeter sart A? = {0} olmasidar.

Kamit. Oncelikle A ideali sira yogundur gerek ve yeter sart AY = {0} oldugunu goste-
relim

(=) A, E icgerisinde sira yogun olsun. z € A¢ (x # 0) i¢in 0 < y < |z| olacak sekilde
baz1 y € A vardir. Buradan y € AN A4 ve AN A% = {0} olacagindan y=0 ve A? = {0}
olur.

(<) A?= {0} ve 0 < z € F olsun. Her y € A" igin y Az = 0 ise z € A? = {0} olur.
Bu nedenle y A x > 0 olmahdir. yAx € Ave 0 <y Az < x oldugundan A'nin , F
igerisinde sira yogun oldugu soylenebilir.
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Simdi ilk ifade icin varsayalim ki A, A% icerisinde sira yogun olmasm. O halde en az
bir 0 < u € A% ve v € A vardir 6yle ki 0 < v < u olur. A ideal oldugundan her v € A
igin [v| Au=0'dir. u € A% ve u € AN A% = {0} ise u = 0 olur ancak bu 0 < u olmasi
ile celigir.

O

2.4 Operatorler ve Ozellikleri

Tanim 2.4.1. E ve F iki vektor uzay1 olmak iizere 7' : E — F lineer dontisiimiine
operator adi verilir.

E ve F sirali vektor uzayi olmak tizere T' : E — [ bir operator olsun. Eger E
icindeki her u > 0 eleman i¢in F iginde T'(u) > 0 oluyorsa T’ye pozitif operator
denir ve T" > 0 seklinde gosterilir.

E ve F Riesz uzaylar arasinda tanimli operatorlerin kiimesi L(F, F') iizerinde top-
lama ve skalerle carpma aligildigi gibi tanimhdir ve 7' > S < T'— S > 0 siralamasi goz
ontine alindiginda sirali vektor uzayi olarak adlandirilir.

Teorem 2.4.2. (Kantorovich) E ve F iki Riesz uzayr ve F' Argimedyan olmak tzere;
eger T : EY — F* toplamsal (her x,y € ET : T(x+y) = T(x) + T(y)) ise her
x € EY igin Sz = Tx olacak bigimde tek bir pozitif genislemesi S € L(E, F) vardir ve
her x € E i¢in S(x) = S(at) — S(x™) saglanar.

Kamit. T : ET — F7 toplamsal oldugundan Sz = T'(z") — T'(2~) operatériinii alalim.
Her x € E7 i¢in Sx = Tx oldugundan S operatorii T'nin pozitif geniglemesidir. Dahasi
her x € ET icin z = 27 — 2~ olacaginda S miimkiin olan tek genislemedir. S ope-
ratori toplamsal ve homojen oldugundan [2] kaynagindan S operatorii lineerdir deriz
ve istenilen sonucu elde etmis oluruz.

]

Tanim 2.4.3. E ve F iki Riesz uzay1 ve T': E — F bir operator olsun. Eger |T| =
TV (=T var ise bu operatére T'nin modiilii denir ve [T, {—7, T} C L(FE, F) kiimesinin
supremumudur.

T : E — F bir operator ve modiilii mevcut olsun. Bu durumda +7z < |T|x ve
|T|x < |T'|(]z|) oldugundan her z € E i¢in |Tz| < |T|(|z]) elde edilir.

|T| her zaman var olmak zorunda degildir. Simdi verecegimiz teorem modiiliin
varligini garanti etmektedir.
Teorem 2.4.4. E ve F iki Riesz uzayr ve T : E — F bir operator olsun. Her x € ET
icin F iginde sup{|Ty| : ly| < x} var ise |T| vardur ve x € E™ igin

T\(2) = sup{|Tyl : [yl < x}
saglanar.

Simdi bir sonraki boliimde detaylica anlatilacak olan sira sinirliliktan bahsedelim.
Riesz uzaymin herhangi bir alt kiimesi hem alttan hem tstten sinirh ise bu kiimeye
sira sinirhdir denir. z,y € E olmak iizere x < y olsun.

[T,y ={z € F:x<z<y}
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seklinde tamimlanan alt kiimeye sira aralik adi verilir. Boylece eger bir A alt kiimesi
bir sira araligin i¢inde kaliyorsa A kiimesi sira sinirli olur. T operatorii E’deki sira
sinirh kiimeleri F’de sira sinirh kiimelere gotiirtiyorsa sira sinirhidir denir ve E’den F’ye
sira siurh kiimeler £,(E, F') seklinde gosterilir. Pozitif iki operatoriin farki seklinde
yazilabilen operatorlere regiiler operator denir ve regiiler operatorlerden olusan uzay
L,(E, F) olarak gosterilir. T operatorii regiiler ise T' = T} — T olacak sekilde pozitif T}
ve Ty operatoleri vardir. O halde T7 > T elde edilir. Diger yandan eger T" < S olacak
sekilde en az pozitif bir S operatorii varsa T = S — (S —T') olacagindan T regiilerdir. O
halde bir operatoriin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart 17" < S olacak gekilde en az
bir S > 0 operatoriiniin var olmas: yeterlidir onermesi elde edilir. Her pozitif operator
sira sinirhidir, dahasi her regiiler operator de sira sinirhidir. O halde buradan

L.(E,F)C Ly(E,F) C L(E,F)

olur. Ancak her sira sinirli operator regiiler olmak zorunda degildir. Bunun 6rnegi
[2][Ezamplel.16][Lotz]’da mevcuttur.

Teorem 2.4.5. (Riesz-Kantorovich) E bir Riesz uzayr ve F' Dedekind tam Riesz uzays
olsun. Bu durumda Ly(E, F') siraly vektor uzayr da Dedekind tam Riesz uzayidir. Ozel-
likle her S, T € Ly(E, F) ikilisi ve her u € EY igin ;

SV T)(u) = sup{S(v) + T(w) : v,w € EY,v+w = u}

[SAT)(u) =inf{S(W)+T(w):v,we EY,v+w=u}

esitliklery elde edilir.
Her T € Ly(E, F) ve her uw € ET ig¢in ise asaqidaki sonuglar elde edilir.

(1) T"(u) = sup{T(v) : 0 <v <u}
(i) T~ (u) = sup{—T(v) : 0 < v <u}
(iii) |T|(u) = sup{|T(v)] : v] < u}
Dahasi asagida verilen ozellikleri de yazabiliriz.
(i) Her T € Ly(E,F) veu € E i¢in |T(u)| <|T|(Ju]) olur.

(ii) Ly(E, F) i¢inde artan bir (Ty) netinin Ly(E, F') i¢inde T, T T olmasu i¢in gerek
ve yeter sart her u € EY i¢in Fi¢inde T, (u) T T(u) olmasidur.

(iii) Lo(E, F) iginde T, > T ise her u € E i¢in F icinde de Ty(u) = T(u) olur.

Teorem 2.4.6. F Riesz uzayr ve F' Dedekind tam Riesz uzay; I, E'nin ideali ve T : [ —
F operatoriniin genislemesi E’den Fye sira sinarly bir operator olsun. Ty : ET — FT
dontsumi

Ti(u) = sup{T(v): vel, 0<v<u}, ueE"

seklinde ifade edilir ve asagidaki ifadeler saglanar.

(1) T; : EY — F* donisimi toplamsaldir ve egsiz olarak E’den F’ye bir pozitif
operatore genisleyebilir.

(2) Eger u € I¢ ise Tr(u) = 0 dar.
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(3) Eger S, I ideali iizerinde T’yi baskilayan ve E’den Fye giden bir pozitif operatir
ise her w € E i¢in Tr(u) < Sp(u) olur.

(4) Eger T : I — F pozitif bir operator ise T, T nin pozitif lineer genislemesidir ve
T7, T'nin en kicik lineer genislemesidir. Eger E’den F’e T’nin genislemesi olan
baska bir pozitif operator var ise Ty < .S olur.

Siradaki teoremimizde kullanmak iizere bir sonraki tinitede detaylar1 verilecek olan
sira siireklilik hakkinda kisa bir bilgi verelim. x,, 2 0 iken Tz, = 0 ise T operatoriine
sira siireklidir, net yerine dizi aldigimizda ise T operatoriine o-sira siirekli’dir denir.
Her o-sira siirekli operatér sira siirekli olmak zorunda degildir, 6rnegi Ornek 3.1.4°de
mevcuttur.

Teorem 2.4.7. E bir Riesz uzaiyn, F' Dedekind tam Riesz uzayr ve T : E — F sira
stmarly bir operator olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denkttir.

(i) T swra sireklidir.

(i1) Eger E iginde x4 | 0 ise F i¢inde Tx, = 0 dar.
(i11) Eger E iginde x, | 0 ise F iginde inf{|Tx,|} = 0 dur.
(iv) TT ve T~ ikisi de sura sireklidir.

(v) |T| swra streklidir.

Kamit. (i) = (ii) ve (ii) = (iii) olduk¢a agiktir.

(17) = (iv) T*'nm pozitif oldugunu gostermek yeterlidir. E iginde z, | 0 alalim. F
icinde z > 0 i¢in TV, | , 0 halde z = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Baz1 3 indeksi
icin x = x alalm. Her 0 <y < x ve her a = /3 i¢in;

0<y—yAza=yANr—yANz, < T — 1T,
ve sonug olarak
Ty) —TyAz)=Ty—yAze) <THx —24) =T 2 —T" 2,
buradan su sonuc ¢ikar ki; her a = g ve 0 < y < x icin
0<z2<TY2, <T 2+ |T(yAz,)| —Ty (2.4.1)

elde edilir. §imdi 0 < y < z icin y A 24 lasp vektoriini sabitleyelim. Hipotezimizden
inforp{|T(YyNxo)} =0ve2.4.1den 0 < z < THa — Ty saglanr. T = sup{Ty : 0 <
y < x} oldugundan dolay1 z = 0 igin esitsizlik elde edilir.

(iv) = (v) |T| =T* + T~ esitsizliginden elde edilir.

(v) = (i) |Tx| < |T|(Jz|) latis esitsizliginden sonuca direkt ulagilir. O
Tanim 2.4.8. 7 : ' — F iki Riesz uzay1 arasinda bir operator olsun.

(1) E igerisinde u A v = 0 iken F icinde m(u) A m(v) = 0 oluyorsa bu operatore
Riesz homomorfizm ya da latis homomorfizm denir. Her z* € E i¢in 7(z") =
m(x VvV 0) = w(x) V7(0) = [r(x)]" > 0 oldugundan her Riesz homomorfizmin
pozitif operator oldugunu soyleyebiliriz.
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(2) Eger m bir Riesz homomorfizm ve E iginde u, = 0 iken F icinde de m(u,) = 0
oluyor ise Riesz c-homomorfizm denir.

(3) Eger 7 bir Riesz homomorfizm ve E icinde u, = 0 iken F icinde de 7(uy) = 0
oluyor ise normal Riesz homomorfizm denir.

(4) Eger 7 birebir Riesz homomorfizm ise Riesz izomorfizm ad: verilir.

Teorem 2.4.9. E ve F iki Riesz uzayr ve w : E'— F bir operator olmak tzere asagidak:
ifadeler birbirine denktir.

(i) m Riesz homomorfizmdir.

(ii) Her u,v € E i¢in m(u Av) = m(u) A w(v)

(11i) Her u,v € E i¢in m(uVv) =7n(u) V r(v)

() E iginde u ANv =0 iken m(uVv) =m(u) Vr(v)
(v) Her v € E igin w(ut) = [r(u)]*

(vi) Her uw € E i¢in w(|u]) = |7(u)]

Tanim 2.4.10. E bir Riesz uzay1 ve F' Dedekind tam bir Riesz uzay1 olsun. Eger E |
F’nin majorizing sira yogun bir Riesz alt uzayina Riesz izomorfik ise F uzay1 , E'nin
Dedekind tamamlanisidir denir ve E° ile gosterilir.

Simdi verecegimiz teorem ile her Arsimedyan Riesz uzayinin Dedekind tamlaniginin
var oldugunu soyleyebiliriz.

Teorem 2.4.11. Her E Arsimedyan Riesz uzaywmn verilen ézelliklere sahip ise E°
Dedekind tam Riesz uzayr vardar.

(i) E, E°'mn en az bir F alt kiimesi ile Riesz homomorfiktir.
(i) E’den F’ye taniml izomorfizmde supremum ve infumum korunur.

(i) Her x € E° i¢in yo < 1 < 2, kosulunu saglayan v = supy, = infz, olacak
sekilde (yo) ve (z4) netleri vardar.

2.5 Banach Latisleri

Tanim 2.5.1. ||-|| , E Riesz uzay tizerinde tanimh bir norm olmak iizere; eger |x| < |y
iken ||z]| < |ly|| oluyor ise || - || normuna latis normu denir ve latis normlu Riesz uzayina,
normlu Riesz uzay1 adi verilir. Dahasi normlu Riesz uzay1 verilen norma gore tam ise
Banach latis olarak adlandirilir.

Her z igin normlu bir Riesz uzayinda |z| = |||z|| esitliginin , ||z — y™|| < ||z — y||
ve |||z] — |y||| < ||z — y|| esitsizliklerinin saglandigini sdyleyebiliriz.

Simdi ifade edecegimiz teorem ile Banach latislerinde tanimli pozitif operatorlerin
siirekli oldugunu soyleyebilecegiz.
Teorem 2.5.2. E Banach latis ve F normlu Riesz uzayr ise her pozitif operator strek-

lidir.
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Kamt. E ve F normlu uzaylar oldugundan, tanimlanan T operatoriiniin siirekliligi,
sinirll olmasi ile denktir. O halde sinirli oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ol-
mayana ergi kullanalim, varsayalim ki T siirli olmasin. O halde E iginde bir (x,,)
dizisi vardir 6yle ki ||z,|| = 1 iken Tz, > n3 olur. T operatoriiniin pozitif ve mono-
ton olusundan ||T|x,||| > |||[Tx.||| = |Tx.|| > n® elde edilir. Dahasi ||z]| = |||z,]]]
oldugundan E igerindeki her n € N i¢in y, = |z,| olarak alirsak pozitif, normu 1’e

esit bir (y,) dizisinden bahsedebiliriz. Simdi )7, ”Z’;H < oo alalm. E Banach uzay:

oldugundan y = >~ | % serisi yakinsaktir ve her n icin || T'(%)|| < ||Ty|| < +oo olup
T operatorii sinirhi dolayisiyla stireklidir. O]

Verilen teorem araciligiyla iki Banach latis arasinda tanimlanan pozitif operatorle-
rin siirekli oldugunu séyleriz. Regiiler operatorlerin iki pozitif operatoriin fark: olarak
yazilabildigini hatirlayacak olursak £, (E, F) C L(E, F) ifadesini elde ederiz.

Tanim 2.5.3. E Banach latis, F Dedekind tam Banach latis ve T': E — F' regiiler bir
operator olsun. T operatoriiniin regiiler normu

Tl = 11Tl = sup{|T]]| : [l <1}

seklinde tanmimlanan reel bir sayidir ve kisaca r-norm olarak adlandirilir. Bir bagka
deyisle T operatoriiniin r-normu

[T[lr = inf{lIS[ : £T < S}

seklinde de ifade edilebilir.

Lemma 2.5.4. Regiiler norm L,(E, F') uzayinda bir latis normudur ve her T € L,.(E, F)
igin ||T'|| < ||T||» esitsizligi saglanar.

Teorem 2.5.5. E Banach latis, F' Dedekind tam Banach latis olmak tizere L,(E, F')
uzayr r-normuna gore Dedekind tam Banach latistir.

Kamit. Riesz-Kantarovich teoreminden E Banach latis ve F' Dedekind tam Banach
latis oldugundan L,(E, F') uzay1 Dedekind tamdir deriz. O halde £,(E, F)'nin tam
oldugunu gosterirsek ispati tamamlamig oluruz. £,(E, F') uzaymda T,, Cauchy dizisi
alalm. Kogegenlestirme metodundan ||7,,41 — T, = || Ths1 — Tn|| < 27" bigiminde bir
alt dizi elde edebiliriz. Lemma 2.5.4’den || T, 11 —T5|» < || Ths1—15]| oldugundan dizimiz
Cauchy’dir. Bu durumda 7,, — T olacak sekilde bir 7' € L(E, F) bulunur. |y| < z
saglayan her v € Et vey € F icin (T — T,)y = > oo (Tiv1 — T1)y < >0 |Tiv1 —

T;|z esitsizligini olugturabiliriz. Bu durumda (T — T;,) operatoriiniin modilii vardir
ve tammdan |1 — T,z = sup{(T — To,)y : |y| < =z} < > |Ti41 — Tijz olur. T
operatorii i¢in T = (T'—T})+T; yazilabileceginden T regiilerdir. Yukarida elde ettigimiz
esitsizlikten [|T =T, < Yoo [[Tis1 =Tl < 2™ olup lim||T,,41 —T,,| = 0 ve boylece
Ly(E, F) r-normuna gore Banach latistir. O

21



3 Sira Kompaktlhik

Bu iinite [10] makalesinin ikinci boliimiinden olugmaktadir.

3.1 Sira Yakinsaklik ve Operatorler

Bu boliimde daha onceden verdigimiz sira yakinsaklik yardimi ile operatorler tizerinde
gerekli tanimlar ve Ozellikleri [1], [2] kaynaklarindan yararlanilarak verilecektir.

Tanim 3.1.1. E bir Riesz uzay1 ve (z,), E i¢inde bir net olsun. Her « igin |z, — x| <
Yo 4 0 olacak sekilde (y,) € E neti ve x € E varsa z,, X'e sira yakinsar denir ve z, —
seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.2. w bir dizi uzayr, N, wnun lineer alt uzayr ve coo € A C w olsun.
Pozitif koni ile tiretilmis bu dizi uzayinda sira sinarly bir netin sira yakinsakligr noktasal
yakinsaklhga denktir.

Tanim 3.1.3. E ve F' birer Riesz uzay1 ve T': E — F' bir operator olmak tizere;

(i) o = 0 iken Tz, = 0 ise T operatoriine sira siireklidir denir. Tanimda net
yerine dizi aldigimizda ise o-sira siirekli adi verilir.

(ii) E’deki her sira sinirhi kiimenin goriintiisii £’de sira sinirh ise T operatoriine sira
smirh denir.

o-sira siirekli operator sira stirekli olmak zorunda degildir. Simdi bu iddiay1 destek-
leyen bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.4. E Riesz uzayr Lebesque integrallenebilir, reel degerli, [0,1] zerinde
tanamly bir fonksiyon olsun (E = L1[0,1]). Noktasal siralama altinda en az bir nok-
tada farkl deger alan iki fonksiyon (¥ x € [0,1] i¢in f < g < f(zx) < g(x)) ve fq
noktasal artan (fo 1 f = fa(x) T f(x)) olarak alalim. Simdi T : E — R

f%ﬂﬂzlf@w

seklinde tamimlanan operator Lebesque yakinsaklik teoreminden o-sira sureklidir. Fakat
sura strekli degildir. ¥, [0,1]’in sonlu alt kimelerinin ailesi olsun. Bu durumda {x, : « €
v} C E karakteristik fonksiyonu icin xo T 1 oldugu séylenir. Diger yandan T'(xo) =
0-»T()=1 olup T swra siirekli degildir.

Lemma 3.1.5. E bir Riesz uzayr ve I, E'nin ideali olsun. (z,) C I i¢in x, % 0 ise

T % 0 olur. Bu ifadenin diger yonden de dogru olmasu igin (x,) C I swra sinarl bir

net olmasu gerekir.

Kanit. (=) Sira yakinsaklik 6zelliklerinden I iginde z,, 2 0ise 2, | 0 yazilir. Her ideal,
regiiler uzay oldugundan I i¢indeki infimum degeri E igerisinde de korunur. O halde E
icinde de z, = 0 yazilabilir.

(<) Diger yandan ise (x,) neti I idealinde sira sinirh ve E igerisinde z,, % 0 olsun. 0 =

infosupgsa Yp = Supq infps, ys degeri ve (z,) sira siurh neti E igerisinde mevcuttur.
I ideal oldugundan supremum ve infimum degerleri vardir ve E’deki deger ile aymdir.
Boylece z,, % 0 saglanir.

]
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3.2 Sira Kompakt Operatérler ve Ozellikleri

Tanim 3.2.1. E ve F Riesz uzaylar1 olmak tizere;

(i) (zo) C E sira smirh bir net olsun. Eger Tz,, % y olacak sekilde (z,) nmn en az
bir alt neti (z,,) ve y € F var ise T': E' — F operatorii sira kompakttir denir.

y € F'varise T': E — F operatoriine dizisel sira kompakttir denir.

Sira siirekli bir operator dizisel sira kompakt degildir. Jimdi 6rnekte bunu gorelim.

Ornek 3.2.2. [5] 1 : L1]0,1] — Ly[0, 1] swra siirekli ve sira sinarl birim operatéri olmak
tzere r, Radamacher fonksiyonunu

rn: C0,1] - R

ro(t) = sgn(sin(2"nt)) t € [0,1], |r.| =1

seklinde tanimlayalim. Kabul edelim ki dizisel sira kompakt olsun. O halde r,, sira sinirl
dizisi i¢in en az bir (rn,) alt dizisi vardir oyle ki I(r,,) = (rn,) — v . Herm > k
¢in fol Tng-Tnmdit = 0 olur. Diger yandan r,, .1y, N Try-T Ve r2 = 0 oldugundan
fol Ty rdp — fol r?’dp = 0 olup |r| = 1 olmaswla celisir. O halde tanimlanan sira
surekli operator, dizisel sira kompakt degildir.

Dizisel sira kompakt operatorler sira kompakt olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.3. T : ¢ — ¢ birim operatori ve f, pozitif sira sinarly dizising alalim. f, sira
simrle oldugundan 0 < f, < g olacak sekilde bir g vardir. f,(m), f,’in m. koordinat
olsun. Verilen € > 0 i¢in {m : |fn(m) — a,| > €} kimesi sonludur. Bu durumda (ay,)
dizisi symrldir ve sinarly dizinin yakinsak bir alt dizisi varder. Her I,k € N igin Ay, =
{m | fo, (M) — ay,| > % ve A = U2, Uiey Aip, olup sonludur. h = axma seklinde
tamamlansin. fp, 2 h seklinde noktasal olarak yakimsar. O halde I dizisel olarak sira
kompakttur. Simdi sira kompakt olmadigine gorelim. A = {A C P(N) : |A\| < o0} kismi
siral kiimesini alwrsak fo = Xwa < 1 starhdur fakat her fo, alt neti icin fo,(m) = 1.
Noktasal olarak 1’e gitmiyorsa alt dizinin kendisi de fo, - 1. Yani her f,g alt neti 1’e
sira yakinsamaz. Bu durumda sira kompakt olmadigr gorilir.

Lemma 3.2.4. [5] E ve F iki Riesz uzay, T : E — F bir operator olsun. T sira
kompakt ise T sira sinwrlidar.

Teorem 3.2.5. [2] E Riesz uzay ve F Dedekind tam Riesz uzayu ise L,(E, F) Dedekind
tam Riesz uzaydir. (T,,) C Ly(E, F') olmak tizere Ty, | 0 olmast igin gerek ve yeter sart
her x € Ey i¢in F i¢inde T, (x) | 0 olmasidar.

Teorem 3.2.6. [Ogasavara] E Riesz uzayi, F Dedekind tam Riesz uzay olsun. Sira
strekli operatorlerin olusturdugu L,(E, F) ve o-sira strekli operatérlerin olugturdugu
L.(E,F) uzaylar: Ly(E, F) nin bandleridir.

Onerme 3.2.7. E, F ve G Dedekind tam Riesz uzaylar; T : E — F,L : F — G, R :
G — FE operatorleri olsun.

(i) T swra kompakt ve L sira siirekli ise L oT sira kompakttr.

(i) T sira kompakt ve R swra sinarly ise T o R sura kompakttir.
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(111) T pozitif, sira sirekli ve sira kompakt operatér ve R, | 0 azalan swra sinirl
operatorlerin olusturdugu net ise T o R, | 0 azalan sira kompakt operatorlerin
olusturdugu nettir.

(iv) T pozitif, swra stirekli ve sira kompakt operatér ve Ly, pozitif sira strekli operatorle-
rin olusturdugu net olmak tzere Lo, T L kosulu saglanwyor ise Lo o T 1 Lo T wve
Lo T sira kompakttur.

Kanit. (i) (z,) E iginde sira sinirli bir net olsun. T sira kompakt oldugundanen az
bir (z4,) alt neti ve 2 € F vardir dyle ki Tz, = x olur. L sira siirekli oldugundan

LTz, 2 Lz olup L o T sira kompakttir.

(i) (z4) G iginde sira smirli bir net olsun. Sira simirhiliktan (Rz,) sira sinrhdir. T
sira kompakt oldugundan TRz, 2 y olacak sekilde (Ro,) alt neti vardir. O
halde T o R sira kompakttir.

(iii) T : E — F sira stirekli ve sira kompakt ise (i) onciilden 7" o R, sira simnirh ve
sira kompakttir. Buradan = € G icin T sira siirekli oldugundan T'(Rq(x)) 2 0
olur.T pozitif oldugundan ve Teorem 3.2.5 geregi T o R, | 0 olur.

(iv) T ve L, sira stirekli ise T o L,, sira siireklidir. Buradan Teorem 3.2.5’den L, 0T 1
L o T olup Teorem 3.2.6’dan L o T sira siirekli ve sira kompakttir.
O

Asagidaki onermede kullanilan temel araglardan biri, Riesz uzaylarmm standart
temsil teoremidir. Ayrintilar i¢in [16, Onerme 2.4.6]’ya bakilabilir.

E Dedekind tam Riesz uzay1 ve x* > 0 kesin pozitif sira siirekli fonksiyoneli olsun.
el = 2*(lz]), VeekE

seklinde tanimlanan norm ile birlikte E Riesz uzayi, norm latis olur.

E’nin norm tamamlans: olan E, || - ||, normu ile birlikte AL-uzayidir. Hatirlatilmas:
gerekir ise z,y € E i¢gin z Ay = 0 olsun. Eger 1 < p < +00 olmak iizere

Iz + ylI” = ll=[|” + [ly[”

kogulu saglaniyor ise E Banach latisine AL-uzay1 adi verilir. [16, Onerme 2.4.16)’den
E, E’nin bir idealidir. Ayrica E, F i¢inde norm yogun boylece sira yogundur.

Onerme 3.2.8. E Dedekind tam Riesz uzayr, T : E — E dizisel sira kompakt operator
olmak tizere x*, T*x* = x* kosulunu saglayan kesin pozitif, sira surekli bir fonksiyonel
olsun. Boylece F' Banach latisi vardir oyle ki E'nin norm kapanise F'dir ve E idealdir.
Ayrica T - E — F dizisel sira kompakttur.

Kanit. (z,) C E sira sinirh dizisini alalim. T dizisel sira kompakt oldugundan en az
bir (z,,) alt dizisi ve y € E vardir dyle ki Tz, - y’dir. T*z* = 2* kosulunu saglayan
x* kesin pozitif, sira stirekli fonksiyoneli tanmimlayalim. x* sira siirekli oldugundan
2*(|Txy,|) = «*(|y|) olur. ||z||p = 2*(|x|) latis normuna gére F, E'nin norm tamam-

lanmisidir. Boylece Tz, M y saglanir. F' Banach latis oldugundan bir tane alt dizisi

(T, ) vardir 6yle ki T'xy,, 2 y € Folur. Buradan T : E — F dizisel sira kompakttir.
O

24



Onerme 3.2.9. F Banach latis, F' swra sturekli norma sahip Banach latis olsun. T :
E — F dizisel sira kompakt ise T sinarlidar.

Kamit. Varsayalim ki T sinirh olmasi. O halde E iginde bir (z,,) dizisi vardir 6yle ki
|z,|| < 5= iken ||Tx,|| = oo olur. (z,) dizisinin sira smirh oldugunu kabul edelim. T
dizisel sira kompakt oldugundan bir tane x,,, alt dizisi vardir 6yle ki Tz, — y € F'dir.

I sira stirekli norma sahip Banach latis oldugundan 7'z, M> y € F olur. Bu ise T'nin

sira sinirli olmamasi ile geligir. O halde varsayimimiz yanligtir. [

Sonuc¢ 3.2.10. E ve F o-sira siurekli norma sahip Banach latis ve T : E — F bir
operator olsun. T dizisel sira kompakt ise T dizisel sira-norm stureklidir.

Kamit. Eiginde (x,) sira yakimsak bir dizi olsun. E o-sira siirekli norma sahip oldugundan
() dizisi aym zamanda norm yaknsaktir. T dizisel sira kompakt oldugundan Onerme
3.2.9’dan T sinirhidir. Boylece T'x,, dizisi F i¢cinde norm yakinsaktir. Buradan 7' : £ — F
operatori dizisel norm-siirekli olur. O

3.3 GAM Kompakt Operatorler

Tanim 3.3.1. E Riesz uzayi, F Banach latis ve T' : & — F' bir operator olsun. E
icindeki her sira sinirhi A kiimesi i¢in T'(A) F i¢inde relatively kompakt
(T'(A) norm kapanigi kompakt ) ise T operatori GAM-kompakttir.

Tanim 3.3.2. E Banach latis olsun. Her x,y € E i¢cin x Ay = 0 iken ||z V y| =
max{||x|, ||y||} oluyorsa E uzayma AM-uzay1 denir.

Lo bir AM-uzayidir.

Tanim 3.3.3. E bir Riesz uzay1 ve 0 < e € E olsun.
(i) Eger I, = F ise e gii¢lii birim’dir denir ve
I.={yeFE: 3X>0 igin |y| < Ae}
seklinde gosterilir.
(ii) Eger B, = FE ise e’ye zayif birim’dir denir.

Yukaridaki tanimlarin 1giginda, E giiclii birime sahip AM-uzay1 ve F Banach latis
ise her T': E — F GAM-kompakt operatorii kompakttir.

Teorem 3.3.4. E bir Riesz uzay, F' Banach latis ve T' : E — F bir operator olsun.
Eger T GAM-kompakt ise T dizisel sira kompakttr.

Kanit. (z,,), E i¢inde sira sinirl bir dizi olsun. T GAM-kompakt oldugundan en az bir
(xn,) alt dizisi ve y € F vardir 6yle ki || Tz, —y|| — 0 olur. F Banach latis oldugundan
bir alt dizi (z,,, ) vardir 6yle ki F icinde Tz, 2 ydir, [20]. Boylece T dizisel sira
kompakt olur. O

Teorem 3.3.47in tersi dogru degildir. Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.3.5. 1 : o, — I seklinde tanimlanan birim operatoru dizisel sira kompakttr.
{en : m > 1} standart tabani sira simrhdir ancak ls, 'da norm topolojiye gore relatively
kompakt degildir. (|le,|| =1 £ € oldugundan yakinsak degildir)
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Teorem 3.3.6. F ve F' Riesz uzaylar ve K, F'nin reguler alt latisi olsun. T : E — K
swra kompakt ise T : E — F siwra kompakttir. Eger K, F'nin sira yogun Riesz alt latist
ise teoremin ifadesi yine gecerli olur.

Kanit. (z,) E ic¢inde sira simirhi bir net olsun. 7' : E — K sira kompakt oldugundan
bir tane (x,,) alt neti ve y € K vardir yle ki Tz, 2 ydir. K, F'nin regiiler alt latisi

oldugundan Teorem 2.3.9’dan F i¢inde Tz, %y e Folur. Ohalde T : E — F sira
kompakttir. O

Lemma 3.3.7. K, F'nin regiler Dedekind tam alt latisi olmak tzere; K i¢indeki bazi
sura sumarl (yq) netleri icin Ficinde yo = y € F ise K iginde de y, =y € K olur.

Kanat. Lemma’nin kamt1 [12, Lemma 2.11)’de bulunabilir. O

Teorem 3.3.8. F ve F' Riesz uzaylar, T : E — F operator olsun.T sira kompakt ve
K, F’nin majorizing, regiiler ve Dedekind tam alt uzayr olmak dzere R(T), K'nin alt
uzayr ise T : E — K sira kompakttar.

Kamt. (x,), E'de sira simirli bir net olsun. 7' : E — F sira kompakt oldugundan en az
bir (74,) alt neti ve y € F vardir dyle ki Tz, 2 olur. Lemma 3.2.4°den T sira smirhdir.
O halde E icindeki sira siirh netin alt neti (2,,) da sira siirh olup (T'z.,), F iginde
sira siirhdir. K majorizing ve R(T), K'nimn alt uzay1 oldugundan K icinde (T'z,,) alt

neti sira siirhdir. Boylece Lemma 3.3.7'den K iginde de T'z,, 2 y olur. O]

Onerme 3.3.9. E ve F Riesz wzaylary, T : E — F bir operator olsun. T hem dizisel
sira kompakt hem swra siurekli operator ve K, F'nin majorizing, regiler o-tam Riesz alt
uzayr olmak tzere; R(T), K'mn alt uzayr ise T : E — K dizisel sira kompakttur.

Kamit. (x,), E iginde sira siurh bir dizi olsun. 7' : £ — F dizisel sira kompakt
oldugundan bir tane (z,,) alt dizisi ve y € F vardir éyle ki Tw,, — y olur. T sira
stirekli oldugundan sira simirhdir. O halde (T'z,,, ), F iginde sira sinirhdir. K majorizing
oldugundan (T'z,,), K icinde de sira smirhdir. [4, Lemma 27)’'den (Tx,,) > y € K
olur. [

Onerme 3.3.9'da K {izerindeki kogullardan herhangi biri kaldirlamaz. Bir 6rnekle
bu iddiamiz1 agiklayalim.

Ornek 3.3.10. I, 'un regiler alt latisi ¢y alalim. cq Dedekind tam ve majorizing degildir.
T :C[0,1] = ¢o bir operatérini her f € C0,1] igin;

seklinde tanimlayalim. T operatorinin sira sinwrle olmadigine celiski ile gormek istiyo-
ruz. Bunun igin 1 sabit fonksiyon olmak itizere her f € [0,1] i¢in |T'f| < u olacak
sekilde u = (uy,us,...) € ¢y oldugunu kabul edelim. Her n € N ig¢in f,(0) = 0 ve
fa(£) =1 kosulunu saglayan bir f, dizisi alalim. Buradan |T f,| = |f.(2) — fu(0)] =
1 < u, olupu & c¢o celigskisi elde edilir. T swra sinarly olmadigindan sira kompakt
degildir. Fakat diger taraftan aym sekilde tanvmlanan T : C[0,1] — ly operatéri sira
kompakttar.
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E ve F Riesz uzaylar1 ve 7 Riesz homomorfizm olsun. Eger E icinde z, — 0 iken
F i¢inde 7(z4) = 0 oluyorsa 7 : £ — F normal Riesz homomorfizm oldugu tanimi én
bilgiler kisminda verilmisti.

Asagidaki sonu¢ normal Riesz homomorfizm ile sira kompakt operatorlerin ideal
ozelligini sagladigini gosterir.

Sonug 3.3.11. £, F, K Riesz uzaylar, m : K — F normal Riesz homomorfizm,
T: E — K sira kompakt operator olsun. moT' : E— F operatori sira kompakttir.

Kamit. m: K — F normal Riesz homomorfizm ise 7 sira stireklidir. E i¢inde sira sinirh
(7o) netini alahm. T : E — K sira kompakt oldugundan en az bir (z,,) alt neti

ve y € K vardir oyle ki T'x,, 2 4 olur. 7 normal Riesz homomorfizm oldugundan
T2, 2 7y. O halde 7 o T sira kompakttir. O

Onerme 3.3.12. E, F ve G Riesz uzaylar, B F'nin bandi, T : E — F, S: F/B — G
operatirleri ve w : F — F/B dogal béliim operatéri olsun. Eger T sira kompakt ve S
swra surekli ise StT sira kompakttir. Ayrica eger T sira surekli ve S sira kompakt ise
ST yine sira kompakttor.

Kamit. B, F'nin bandi oldugundan F/B boliim vektor latisi Riesz uzayidir ve 7 : F' —
F/B dogal boliim operatorii normal Riesz homomorfizmdir, [15, Teorem 18.13]. T :
E — F sira kompakt ve S : F//B — G sira stirekli oldugundan 77" sira stireklidir ve
Sonug 3.3.11’den S7T sira kompakttir. m

27



4 Sinirsiz Sira Kompaktlik

Bu tinite [10] makalesinin {iglincii béliimiinden olugmaktadir.

4.1 Smirsiz Sira Yakimsaklik (uo-yakinsaklik) ve Ozellikleri

Bu boliimde sinirsiz sira yakinsaklik ile ilgili tanmimlar, teoremler ve ozellikleri verile-
cektir. Daha ayrintil bilgi icin [7], [12], [13], [21] makalelerine bakilabilir.

Tamim 4.1.1. E Riesz wzay1, * € E ve (z,) C E olsun. Her u € E* i¢in |z, — z| A
u > 0 saglaniyorsa (z,), X'e sinirsiz sira yakinsar (uo-yakinsar) denir ve z, —
seklinde gosterilir.

uo-yakinsaklik L,’de hemen hemen yakinsakhiga, [,’de noktasal yakinsakhiga denk-
tir.
Lemma 4.1.2. Riesz uzay uzerinde bir netin sinwrsiz sira limati tektir.
Kanit. Varsayalim ki z, — 2 ve &, — y olacak sekilde iki farkli limit olsun. Sinirsiz

sira yakisaklik tanimimdan z, — x ise her u € EV icin |24 — 2| Au 2 0 ve 14 — y
ise her u € E* icin |2, —y| Au 2 0 olur. Herhangi u,v € E™ igin;

[z =yl A (u+t0)

<(lz =yl Au) +(Jz =yl Av)

< (o = 2] + [0 = yl) Au) + ((Jea — 2] + 20 —y) Av)
<o — 2| Au+ |20 —y| Av+ |70 — 2| AU+ |20 —y| Av 20

Boylece x=y bulunur.

Lemma 4.1.3. E bir Riesz uzay ve (x4), (Yo) € E olmak tzere;

(i) To -2 7 ve Yo —> y ise her a,b € R igin axy + by, —> ax + by olur.

.. uo, uo, —_ uo — . uo, . uo,
(ii) xo — x ancak ve ancak xt — x*, x, — x~ dir. O halde x,, — x ise |v,| — ||

olur.
(i17) 0 < T ~> 2 ve T < Yo —> y ise 0 < x <y dir.

Kamt. (i) 7o —> x ise her a ve her u € E* icin |v, — 2| Au < z, | 0 olacak
sekilde (z,) C F neti vardir. Benzer sekilde y, — v ise her o ve her v € E7 icin
lYa — y| Av < t, | 0 olacak sekilde (¢,) C E neti bulunur.

|(aa +bya) — (ax +by)[ Afu+o| < (Jaze — ax] + [bya — byl) A (u+v)
(laflze = 2 + [bl[ya = yl) A (u+v)
(laffzo = 2| Au) + (1bllya — y]) Av)

(lalza) + (blta) 4 0

IA A CIA

olur. Boylece azq + bys — ax + by olur.
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(ii) 74 = x ise her u € B igin |14 — 2| Au = 0 olur.

2t —at | Au=|(2,V0) = (2VO)|Au< oy — 2| Au= 2] 25 2t

. _  uo _ . o ) . . _ O
Benzer sekilde x, — =~ olur. Tersine 2} — a2t vez, — 2~ ise (i)’den 2} —z,, —

2t — 27 = z olur. Ayrica
|zl = [z]| Au < |za — 2] Au
oldugundan
|zal = |2|
saglanir.

(iii) 0 < 24 = 7 ve (i)'den |74 = 24 — |2| olup limitin tekliginden |z| = z > 0
olur. zo < Y i8€ Yo — o > 0'dir. O halde 0 < yp — 2o — y —x ise y —z > 0
olacagindan y > x kosulu elde edilir.

m

Lemma 4.1.4. E Dedekind tam Riesz uzayr ve I, E’'nin ideali olsun. (x,) C I olmak
Uzere Ty % 0 olmast i¢in gerek ve yeter sart x, 1;—0> 0 olmasudar.

Kamit. (<) E icinde , = 0 ise her y € IT icin |z4| Ay = 0 olur. Boylece z, % 0

saglanir.
(=) 2, % 0 ise her y € I icin |z, Ay %) 0 olur. Bu durumda Lemma 3.1.5’den

|zal Ay % 0 elde edilir.

Simdihery € ITve0 <ze I?alalm. |z.|A(y+2) < (|zal AY) + (|Ta| A2) = |zl Ay
olur. Herhangi bir w € ET ve 0 <u € [+ I¢alalm. wAu<uveue€ I+1¢( 1+
I¢ ideal ) olacagindan w Au € [ + I¥dir. Bu durumda |z4| A (u + w) % 0 sonucu

bulunur. O

Tanim 4.1.5. (i) P : E — F lineer doniigiimii i¢gin P? = P ise P’ye projeksiyon
denir.

(ii) E bir Riesz uzay1 ve B, E'nin bandi olsun. £ = B@ B¢ her € F igin x =
11+ Ty 71 € B, x5 € B? olsun.

PBZE—>E

x — Pg(r) =11

seklinde tanimlanan dontigiim B’ye karsilik gelen band projeksiyon olarak tanimlanir.

(iii) E bir Riesz uzay1 ve B, E’nin bandi olmak iizere; £ = B @ B? oluyor ise B'ye
projeksiyon band denir. [2] kaynaginda

Pp(x)=sup{lye B:0<y<z VrxeE'}

seklinde ifade edilmigtir. Eger E Dedekind tam Riesz uzay1 ise her B C E bandi
icin £ = B@ B? kosulu saglanir.
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Lemma 4.1.6. [13] B projeksiyon band ve P, B’ye karsilik gelen band projeksiyon
olsun. Eger E’de x, 2% x ise hem E’de hem B’de Px, — Pz olur.

Kanit. © € ET alalim. P band projeksiyon oldugundan 0 < P(z) = 21 < z1+x2 = I(2)
olur. Herhangi iki 2,y € ET igin x Ay = 0 olsun. 0 < P(z) AP(y) < xAy <0
kosulu saglandigindan P Riesz homomorfizm olur. |Pz, — Px| = Plz, — x| < |z, — 2|
oldugundan Pz, neti Px’e E icinde uo-yakinsaktir. Herhangi bir y € B, elemanim
alahm. E icinde |Px, — Pz| Ay = 0’dir. Béylece Lemma 4.1.4’den B icinde de Pz,
Pz olur.

0

. . . (0] . uo
Teorem 4.1.7. E bir Riesz uzayr olmak tizere x, — T iSe xo —> x dar.

Kamt. z, = x ise her « icin |z, — 2| < uy | 0 olacak sekilde (u,) € F neti vardr.
Herhangi u € E¥ icin |z, — 2| Au < |74 — 2| oldugundan z, ~> z saglanmig olur. [
Diger taraftan uo-yakinsakligin sira yakinsakligi gerektirmesi i¢in sira sinirlilik sarttir.

Teorem 4.1.8. [13] E Dedekind tam bir Riesz uzayi; e E’nin zayf birimi, (z,) C E bir
net olsun. Bu durumda z, — 0 olmast i¢in gerek ve yeter sart |za| Ne 2 0 olmasidar.

Kamt. (=) 1, —> 0 ise her u € E7T icin |2,] A u = 0 olmahdir. v = e almrsa
|za] A e 2 0 saglanir.
(<) Herhangi bir u € ET alalim. E Dedekind tam oldugundan

(infosuppsal(|zs] Au)) Ae = (infosuppsalrs| Ae) Nu=0Au=0

'dir. e zayif birim oldugundan in f,supssa(jrs] A u = 0 ve |x,| A u = 0 sonucu elde
edilir. Boylece z, — 0 olur.

Lemma 4.1.9. E sira siirekli norma sahip Banach uzay olsun. x, — x ise ||z|| <
lim infq||xa| olur.

Kamt. ||zo] Az — 2| Al2]] < |J7a] — |2]] A 2| < |20 — 2] Al2z| = 0 olur. E sira

stirekli Banach latis oldugundan |z, — z| A |z| I g dir. Buradan da agikca [|z]] <

liminfo|||za| A x|l < liminf,||z| elde edilir. O

Tanim 4.1.10. A, (E,||.||) norm latisinin bir alt kiimesi olsun. Her ¢ > 0 ve 2 € A
icin ||(Jz| — ue)T|| = |||x| — ue A |z]|| < € olacak sekilde v € E var ise hemen hemen
sira smirli’dir denir.

Onerme 4.1.11. E swra strekli norma sahip bir Banach latis olmak tzere; eger hemen
hemen sira sinarl (x4) neti x’e simrsiz sira yakinsak ise (x,) neti x’e norm yakinsaktur.

Kanit. (Jxo — z|) neti de hemen hemen sira sinirh olacagindan sabit bir € > 0 ve bir
tane v > 0 vardir oyle ki her « icin;

[l = 2] = 2o — 2 Aull = |(lza — 2| —u) "] <€ (4.1.1)

E i¢inde |z, — 2| A u 2 0 oldugundan

||za — x| Aul| — 0. (4.1.2)
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(4.1.1) ve (4.1.2) birlegiminden x, — x elde edilir.

]

Onerme 4.1.12. E bir Banach latis ve (), 0°a norm yakinsak pozitif terimli bir dizi
ise (xy,)'in bir alt dizisi 0’a sira yakinsar.

Kanit. (x,)in ||z, | < 27% kosulunu saglayan (x,,) bir alt dizisini alahm. y;, =
>0k T, seklinde tammlansm. g | ve [yl = 2227277 < 2'7F oldugundan g, | 0

elde edilir. |z, | < y olup x,, — 0 saglanir. O

Lemma 4.1.13. E Dedekind tam Banach latis ve F, E’nin kapalr bir alt latisi olsun.
F sira surekli ise asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) F'nin her tstten sira simrl alt kimesi i¢in F iginde supremum degeri vardir ve

bu deger E’deki supremum degerine egittir.

(i) F icindeki her sira sinarly (x,) neting alalim. F iginde x, = 0 olmasy i¢in gerek

ve yeter kosul E icinde de x, - 0 olmasidur.

(iii) F i¢indeki herhangi bir (x,) netini alalm. F icinde v, — 0 olmas icin gerek ve

yeter sart E icinde de xo — 0 olmasidar.

Kanat. (i) F iginde A = (x,) bir net ve (z,) 1 olsun. A'min F iginde sahip oldugu

(i)

(iii)

Agiklama 4.1.14. (i) (z,) E i¢inde bir net olmak iizere (zo — ),

supremum degere x diyelim. F' sira siirekli oldugundan x,, M> x olur ve boylece

E i¢inde de z, M> x saglanir. Aymi zamanda (z,) artan oldugundan, z E iginde
de supremum deger olur.

F iginde sira smirli bir (z,) neti z, — 0 olsun. F Dedekind tam oldugundan
Yo = SUpp>al|rs|| seklinde tanimlanan (y,) neti iyi tammhdir ve F iginde y, | 0
olur . (i). 6nciilden E iginde de y, | 0 olur. |z,| < y, oldugundan E iginde
To 2 0 yazilir. Tersine E icinde z, 2 0 iken E Dedekind tam oldugundan
Yo = SUPs>a|Ts| 1yl tamml ve E iginde y, | 0'dir. Yine (i). 6nciilden y, € F’dir
ve F icinde y, | 0 ise 24 = 0 saglanr.

E icinde 2, —> 0 olsun. O halde herhangi bir 0 < y € F i¢in E icinde |z4|Ay = 0
yazilir. (ii). énciilden F icinde de z, ~> 0 diyebiliriz. Tersine F iginde z, ~= 0
olsun. I, F tarafindan iiretilen ideal ve z € I, alahm. Ideal tammmindan y € F,
icin # < y olur. F icinde |z4| Ay = 0 olup (ii). énciilden |z,| A y = 0 olacaktir.
Lemma 4.1.6 ve Lemma 4.1.4’den E icinde de z, — 0 saglanir.

0

. )
aa’) Tett 0'a

uo-yakinsak ise (x,) netine uo-Cauchy ady verilir.

(i1) (14) uo-Cauchy netinin uo-limiti x olan bir alt neti neti var ise T, — x olur.

(1) Norm yakinsak wo-Cauchy bir net norm-limitine uo-yakinsaktar.

Onerme 4.1.15. Sira siirekli norma sahip Banach latis icinde her hemen hemen sira
sinarly wo-Cauchy neti uo- yakinsaktir ve uo-limiti ile norm-limiti aynador.
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Kanit. (x,) hemen hemen sira siirli ve uo-Cauchy bir net olsun. (z, — x./) neti de
hemen hemen sira siirh ve 0’a uo-yakimsak olur. Onerme 4.1.11°dan 0’a norm yakinsak
olup (z,) norm-Cauchy ve boylece norm yakinsaktir. A¢iklama 4.1.14'nin (ii). ifade-
sinden uo- limiti ve norm limiti aynidir. O]
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4.2 Smirsiz Sira Kompakt Operatorler ve Ozellikleri

Tanim 4.2.1. E ve F Riesz uzaylar1 ve T': E — F bir operator olsun. Herhangi bir
(zo) C E sira siurh neti igin Tz, — y olacak sekilde (z4,) alt neti ve y € F varsa T
operatoriine simirsiz sira kompakt (uo-kompakt) denir.

Verilen tanimda (x,) neti yerine (z,,) dizisi alirsak T operatoriine dizisel sinirsiz sira
kompakt adi verilir.

Onerme 4.2.2. E ve F Riesz wzaylary ve T’ : E — F bir operator olsun. T sira kompakt
1se uo-kompakttir.

Kamit. (zo) € E sira siurh net olsun. T sira kompakt oldugundan bir tane (zq,)
alt neti ve y € F' vardir oyle ki Tz, 2 y olur. Her sira yakinsak net uo-yakinsak
oldugundan Tz, 2% 4 elde edilir. O halde T uo-kompakttir.

[
Hatirlayacak olursak A bir (£, | - ||) norm latisinin alt kiimesi olsun. Her ¢ > 0 ve
z € Aigin ||(Jx| —ue)T|| = |||z — ue Alz]|| < € olacak gekilde bir u € ET var ise hemen

hemen sira sinirli’dir denir.

Tanim 4.2.3. E bir Riesz uzayi, F norm latis ve T': E — F' bir operator olsun. T,
E’'nin sira sinirh kiitmelerini F'nin hemen hemen sira sinirli kiimelerine gotiiriiyor ise T
operatoriine semi-kompakt operator denir.

Tanim 4.2.4. E Argimedyan Riesz uzayi (x,) C E, z € E ve u € E* olsun. Her € > 0
icin n > ng iken |z, — x| < eu olacak sekilde ng € N varsa (x,,) dizisi x’e u-diizgiin
yakinsaktir denir.

Tanim 4.2.5. E Argimedyan Riesz uzay1 (x,) C E olsun. (z,) u-diizgiin yakinsak
olacak gekilde v € E* varsa (z,) x'e goreceli diizgiin yakinsaktir denir.

Teorem 4.2.6. [20] E Arsimedyan Riesz uzayr olsun. Eger (x,), x’e goreceli dizgin
yakinsak ise x, — x dir.

goreceli u—duzgun

z olur. O halde her

e > 0 i¢in en az bir ng € N vardir 6yle ki her n > ng i¢in |z, — x| < eu olur. y, = —u
n

x ise en az bir u € ET i¢in ,

Kamt. z,
duzgunyakinsak yakinsar

dizisi almr ise |z, —z| < y, ve E Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan |z, —z| <y, | 0
bulunur.

O

Onerme 4.2.7. E Banach latis, F sira strekli norma sahip Banach latis veT' : E — F
operator olsun. T semi- kompakt ve dizisel uwo-kompakt ise T dizisel sira kompakttir.

Kamt. (z,) C E sira smirh bir dizi olsun. T dizisel uo-kompakt oldugundan Tz, ~> y
olacak gekilde (z,,) alt dizisi ve y € F vardir. T semi-kompakt oldugundan Tz, , F

igcinde hemen hemen sira sinirhdir. F sira siirekli norma sahip Banach latis oldugundan
Onerme 4.1.11’den Ty, M) y’tir. Ayrica Onerme 4.1.12°den bir alt dizi (Tn,, ) vardir

oyle ki Tz, 2 y olur. Boylece T dizisel sira kompakttir.
O

Tamim 4.2.8. (z,) C E ve E Banach latis olmak tizere her v € EV i¢in |||z, —x|Au|| —
0 oluyorsa ., x’e un-yakinsaktir denir ve z, — z seklinde gosterilir.
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Onerme 4.2.9. Sira sirekli norma sahip bir Banach latiste (z,) uo-yakinsak ise un-
yakinsaktur.

Kamt. (1) —> xiseher u € E¥ igin |z, —2|Au 2 0 olur. O halde her v € E* icin en az
bir (y,) C F vardir dyle ki |z, —z| Au < y, | 0 olur. F sira siirekli norma sahip Banach

latis oldugundan dolay1 sira yakinsakligi norm korur ve |||z, — 2| A u|| < ||yall M> 0
elde edilir. O

un : Il
Lemma 4.2.10. z, — x ve (z,) hemen hemen sira simrl ise x, —> x olur.

Kanat.
e = 2|l = [[ta — 2l Aull < fllza — 2] = |20 — 2] Aull
= llza — 2] + (=20 — 2|V —u]]
=0V |za — x| — ull
= l(|za — 2] —u)"[l <€
olup z, M) x saglanir. O]

Hatirlayahm ki E Riesz uzayi, F Banach latis ve T' : E — F bir operator ve E
icindeki her sira siirli A kiimesi igin T(A) C F iginde relatively kompakt ( T(A)
kapanigi norm kompakt ) oluyorsa T GAM-kompakttir demigtik.

Onerme 4.2.11. E Banach latis, F o-sira strekli norm latis ve T : E — F bir operator
olsun. T dizisel uo-kompakt ve sira simirl ise T GAM-kompakttur.

Kanmit. (x,) C E sira siirh bir dizi olsun. T dizisel uo-kompakt oldugundan (z,, ) alt
dizisi ve y € F vardir oyle ki T'z,,, 2% y olur. F o-sira siirekli norm latis oldugundan
Onerme 4.2.9den T'z,,, s ydir. T sira smirh ise (Txy, ), F'de sira simirhdir ve aymi

zamanda hemen hemen sira smirh olur. Lemma 4.2.10’dan T'z,, M y olacagindan T

GAM-kompakttir. n

Tanim 4.2.12. E ve F Riesz uzay1 T : E — F bir operatér olsun. z, — 0 iken
Tz, = 0 oluyorsa T operatoriine uo-siireklidir denir.
Onerme 4.2.13. E, F ve G Riesz uzaylar; R : E — F T : F - G, L : G —» F
operatorler olsun.

(i) R swra sinirly ve T uo-kompakt ise T o R uo-kompakttur.

(ii) L uo-sirekli ve T uo-kompakt ise L o T wo-kompakttir.

(111) T pozitif, sira strekli ve uo-kompakt operator ve Ry | 0 sira sinirly operatérlerin
olusturdugu bir net ise T o R, | 0 uo-kompakt operatorlerin bir netidir.

Kamit. (i) (z,) € E sira smurh bir net olsun. R sira simirh oldugundan (Rz,), F
icinde sira siirhdir ve T uo-kompakt ise TRx,, — y € G olacak sekilde Rz,
alt neti vardir. Boylece T' o R uo-kompakttir.

(ii) (24) € F swra smirh bir net olsun. T uo-kompakt oldugundan Tz,, — y € G

olacak sekilde (z,) alt neti vardir. L uo-siirekli oldugundan LTz, % Ly olur
boylece L o T uo-kompakttir.
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(iii) R, J 0 sira simirh operatorlerin azalan neti igin Teorem 3.2.5’dan her z € E*
icin F iginde R,(x) | 0 olur. T': F — G sira siirekli,uo-kompakt ve R, sira
smirh oldugundan her « igin T o R, (ii)’den uo- kompakttir. R, sira simirh ve
R, | 0 oldugundan yine Teorem 3.2.5’dan her = € E i¢in R, (z) | 0 bdylece sira
yakinsaklhik ozelliginden R,(z) 2 0’dir. T sira siirekli ise T o Ro(z) = 0 ve T
pozitif oldugundan T sira sinirhidir yani 7" o R, () | 0 diyebiliriz.

O

Teorem 4.2.14. [20] E bir Banach latis olmak zere ; (x,) C E ve x, W & otmase

i¢in gerek ve yeter sart (x,,) ’in bir alt dizisi (z,,, ) 'mn da alt dizisi (x,, ) icin ©,, — x
J J
olmasidar.

Teorem 4.2.15. FE giicli norm birime sahip bir AM-uzay: ve F o-sira surekli norma
sahip Banach latis, T : E — F operator olsun. T’nin dizisel sira kompakt olmasi icin
gerek ve yeter kosul T operatorinin kompakt olmasidar.

Kamt. (=) (x,) E icinde norm smirli bir dizi olsun. E gii¢lii birime sahip bir AM-
uzay1 oldugundan (x,) dizisi sira simrhdir. 7' : E — F dizisel sira kompakt operator

oldugundan bir tane (,,) alt dizisi ve y € F vardir dyle ki Tz, — y'tir. F o-sira

sirekli Banach latis oldugundan F icinde Tz, M y olur. Buradan T : F — F

kompakttir.
(<) (z,,) E iginde sira smurh bir dizi olsun. Her sira simirh kiime norm simirh

oldugundan (x,) norm smirh olur. T kompakt oldugundan bir tane (z,,) alt dizisi

ve y € F vardir oyle ki Tz, M) y olur . Teorem 4.2.14’den (7, ) alt neti vardir oyle

ki Ta:nkj 2 y olup T dizisel sira kompakttir. O

Teorem 4.2.16. [12] E bir Riesz uzay: ve E° Dedekind tamlams: olmak iizere ; E |
E° icinde regiiler alt latistir ve (xz4) neti i¢in 4 %) 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o
To — 0 olmasidar.
E

Teorem 4.2.17. F Riesz uzayr ve K C F alt latisi olmak tuzere asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) K regiilerdir.

(ii) (Yo) € K v Yo =3 0=y —> 0
(i) () € K, 25 0.5 gy 25 0
Kamit. (iti) = (4i) Bu kisim oldukg¢a agiktir.

(7i) = (i) K iginde y, | 0 olsun. (y,) netinin kuyrugu sira sinirli oldugundan bu
nette sinirsiz sira yakinsaklik ile sira yakinsaklik denktir. Boylece F iginde y, | 0 olur.
Bu durumda F regiiler uzaydir.

(1) = (4i1) K, F’in regiiler alt latisi olmak tzere (y,) C K i¢in y, %) 0 olsun.

F C F?° regiiler oldugundan K alt latisi de F° icinde regiilerdir. K tarafindan F° icinde
iiretilen I idealini alalim. I icinde y, — 0 oldugunu iddia ediyoruz. u € I alalim. Bir
tane y € K, vardir 6yle ki 0 < u < y olur. Kabulden K icinde y, — 0 oldugundan
[Yal Ay % 0 bulunur. K, F? i¢inde regiiler oldugundan |y,| Ay % 0 elde edilir. Ayrica
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I, F? i¢cinde de regiiler olacagimdan Teorem 4.2.16’den |y,| A y % Oolur. 0 <u <y

esitsizliginden |y, | A % 0 olacagindan y, % 0 sonucu bulunur. Lemma 4.1.4’den

Yo "—Z> 0 olur. Son olarak = € F, alimrsa |y,| A %> 0 ve |ya| Az %)7(111‘. Buradan
F F

Yo —z;o—> 0 sonucu elde edilir.
O]

Tanim 4.2.18. E bir Riesz uzay1 ve A C F olsun. z € E icin 2z, — x iken 2 € A
oluyor ise A kiimesi uo-kapahdir denir.

Teorem 4.2.19. E ve F Riesz uzaylar, K C F regiiler alt latis ve T' : E — F bir
operator olsun.

(i) T : E — K wo-kompakt ise T : E — F uo-kompakttur.

(ii)) T : E — F uo kompakt ve R(T), F’nin regiiler, uo-kapali alt latisi K’nin bir alt
uzayr wse T : E — K uo-kompakttir.

Kanit. (i) (z,) E i¢inde sira sinirh bir net olsun. T uo-kompakt oldugundan bir tane
(Tay) alt neti ve y € K vardir oyle ki Tz, 2% y olur. K regiiler oldugundan

Teorem 4.2.17'den Tz, 2% y € F olur. Buradan T : E — F uo-kompakttir.

(ii) (zo) E icinde sira smurh bir net olsun. 7' : E — F uo-kompakt oldugundan bir
tane (zo,) alt neti ve y € I vardir éyle ki Tz, 2% y'tir . K, F'nin uo-kapal

alt latisi oldugundan y € K olur. Béylece F i¢inde Tz, —y 2% 0’dar. K regiiler

oldugundan Teorem 4.2.17’den K iginde de Tz, 2 yolur. Buradan T : E — K
uo-kompakt oldugunu soyleyebiliriz.
O

Sonucg 4.2.20. E,F ve K Riesz uzaylary m : K — F orten normal Riesz homomorfizma
olsun. Eger T : E — K uo-kompakt ise moT' : E — F' uo-kompakttur.

Kamt. m: K — F normal Riesz homomorfizm oldugundan tanim geregi 7 sira siirek-
lidir. (zo) E icinde sira siirh bir net alalm. T uo-kompakt oldugundan bir tane (7, )

alt neti ve y € K vardir oyle ki Tz, 2% y’tir. Herhangi bir u € F7* icin orten-
likten 7(v) = u olacak gekilde v € KT vardir. O halde uo-yakimsaklik tanimindan
T24, —y| Av = 0olur. 7 : K — F normal Riesz homomorfizm ise 7(|Tz,, — y|) =

[m(Tx,,) — 7(y)| A7(v) = 0 olacagimdan 7Tz, % 7(y) yazilir. Boylece 7 o T uo-
kompakttir. O

]
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