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ÖZET

DEDEKIND ASAL HALKALAR VE GENELLE�T�RMELER�

Gözde KOÇAK

Yüksek Lisans, Matematik Bölümü

Tez Dan�³man�: Doç. Dr. Evrim AKALAN

Haziran 2015, 60 sayfa

Literatürde Dedekind taml�k bölgelerinin de§i³meli halkalar için oldukça iyi geli³tirilmi³

bir teorisi olmas�n�n yan�nda, ideallerin aritmeti§i ve Dedekind taml�k bölgeleri üzerin-

deki modüllerin yap�s� hakk�nda da pek çok ³ey bilinmektedir. Geçen yüzy�l�n ortalar�n-

dan itibaren de§i³meli halkalar�n Dedekind taml�k bölgesi dü³üncesinin de§i³meli olmayan

halkalara genelle³tirilmesi konusu üzerinde s�kl�kla çal�³�lm�³t�r. Bu tezin amac�, de§i³meli

olmayan halkalarda bu genellemenin do§urdu§u Dedekind asal halkalar, Asano sa§ düzen

halkalar�, kal�tsal halkalar ve G-Dedekind asal halka s�n��ar� ile Asano sa§ düzen halka-

larda yerelle³tirme probleminin incelenmesidir. Giri³ bölümü, tez konusunun tarihsel geli-

³imi ve önemi ile ilgili bilgilerden olu³maktad�r. �kinci bölüm, sonraki bölümlerde gerekli

olan temel tan�m ve teoremleri içermektedir. Üçüncü bölümde, Dedekind asal halkalar ve

genelle³tirmesi olan Asano sa§ düzen halkalar� incelenmi³, dördüncü bölümde Asano sa§

düzen halkalar�nda yerelle³tirme problemi ele al�nm�³t�r. Son bölümde, hem Dedekind asal

halkalar� hem de Noether tek türlü çarpanlar�na ay�rma halkalar�n� (TÇH) kapsayan G-

Dedekind asal halka s�n�f�n�n tan�m ve karakterizasyonlar� verilmi³tir. Ayr�ca bu bölümde

konuya ili³kin ilerideki çal�³malar�m�za yön verebilecek problemlere yer verilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Dedekind asal halka, Asano sa§ düzen halkas�, kal�tsal halka, mak-

simal sa§ düzen halkas�, yerelle³tirme, G-Dedekind asal halka.
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ABSTRACT

DEDEKIND PRIME RINGS AND THEIR

GENERALIZATIONS

Gözde KOÇAK

Master of Science, Department of Mathematics

Supervisor: Doç. Dr. Evrim AKALAN

June 2015, 60 pages

The commutative theory of Dedekind domains is well developed in literature and much is

known about the arithmetic of ideals and also the structure of modules over a Dedekind

domain. There have been many studies on the generalization of the commutative idea of

a Dedekind domain to noncommutative rings. The aim of this thesis is to investigate the

class of rings which arose from this idea of generalization namely; Dedekind prime rings,

Asano right orders, hereditary rings and G-Dedekind prime rings and to investigate the

localization problem on the ring of Asano right orders. The introductory chapter consists of

informations about the signi�cance and the historical improvement of the subject. Second

chapter contains the de�nitions and theorems needed in the third, fourth and the �fth

chapters. In the third chapter, the class of Dedekind prime rings and the class of Asano

right orders which is a generalization of the class of Dedekind prime rings are investigated,

and in the fourth chapter the problem of localization on the ring of Asano right orders

is studied. In the last chapter, de�nition and the characterizations of G-Dedekind prime

rings which contain both the class of Dedekind prime rings and the class of Noetherian

unique factorization rings is introduced. Moreover, open problems on the subject are given

in this chapter.

Keywords: Dedekind prime ring, Asano right order, hereditary ring, maximal right order,

localization, G-Dedekind prime ring.
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S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�

R R birimli halka

MR M birimli sa§ R�modül

Q R'nin sa§ bölüm halkas�

RS R'nin k�smi sa§ bölüm halkas�

⊕Mi Mi modüllerinin dik toplam�

ΠMi Mi modüllerinin dik çarp�m�⋂
Mi Mi modüllerinin arakesiti⋃
Mi Mi modüllerinin birle³imi

r(S) {x ∈ R | Sx = 0}, S kümesinin sa§ s�f�rlay�c�s�

r(m) {x ∈ R | mx = 0}, sa§ s�f�rlay�c�

l(S) {x ∈ R | xS = 0}, S kümesinin sol s�f�rlay�c�s�

l(m) {x ∈ R | xm = 0}, sol s�f�rlay�c�

I CR I R'nin ideali

A ⊆M A M 'nin altkümesi

A $M A M 'nin altkümesi ve A 6= M

A ≤M A M 'nin altmodülü

A < M A M 'nin altmodülü ve A 6= M

A ≤e M A M 'nin geni³ altmodülü

A ≤⊕ M A M 'nin dik toplanan�

J = J(R) R halkas�n�n Jacobson Radikali

Spec(R) R halkas�n�n tüm asal ideallerinin kümesi

Soc(M) ∩{N | N ≤e M} = ⊕{L | L M 'nin basit altmodülü}

Z(M) {m ∈M | r(m) ≤e R}

Z(R) Z(RR)

HomR(M,N) M 'den N 'ye R�modül homomor�zmalar�n�n kümesi

Homr
R(M,N) M 'den N 'ye sa§ R�modül homomor�zmalar�n�n kümesi

Çek(f) f homomor�zmas�n�n çekirde§i

Z Tamsay�lar kümesi

Q Rasyonel say�lar kümesi

Zn Z/nZ devirli grubu

Zp∞ Prüfer p�grup
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1 G�R��

Literatürde Dedekind taml�k bölgelerinin de§i³meli halkalar için oldukça iyi geli³tirilmi³

bir teorisi olmas�n�n yan�nda, ideallerin aritmeti§i ve Dedekind taml�k bölgeleri üzerin-

deki modüllerin yap�s� hakk�nda da pek çok ³ey bilinmektedir. Geçen yüzy�l�n ortalar�ndan

itibaren de§i³meli halkalar�n Dedekind taml�k bölgesi dü³üncesinin de§i³meli olmayan hal-

kalara genelle³tirilmesi konusu üzerinde s�kl�kla çal�³�lm�³t�r. Ortaya konulan çal�³malar-

dan bu genellemenin, bak�³ aç�s�na göre, bir tek yolla olmas� gerekmedi§i anla³�lmaktad�r.

Bir de§i³meli Dedekind taml�k bölgesi, s�f�rdan farkl� idealleri çarpma i³lemine göre grup

olu³turan bir Noether taml�k bölgesidir. Denk olarak bir Dedekind taml�k bölgesi, s�f�r-

dan farkl� tüm idealleri projektif olan bir taml�k bölgesidir. Çal�³malar göstermi³tir ki

de§i³meli olmayan halkalar için farkl� olas�l�klar ortaya ç�kmaktad�r:

(1) S�f�rdan farkl� her idealin "tersinir" olmas�

(2) S�f�rdan farkl� her idealin (sa§ ideal olarak) "projektif" olmas� ve

(3) Yukar�daki (1) ve (2) ³�klar�n�n birle³imi.

Asal ve yar�asal halkalar üzerindeki Goldie Teoremlerinden, bu genellemeler için en

uygun zeminin kesirler halkas� bir basit Artin halka olan asal halkalar oldu§u söylene-

bilir. Bilindi§i gibi bu halkalar asal Goldie halkalard�r. Noether halkalar�n, sa§lad�klar�

birçok önemli özelli§in yan�nda, Goldie halka olmalar�ndan dolay�, yukar�da bahsedilen

genellemelerin asal Noether halkalar için ele al�nm�³ olmas� hiç de ³a³�rt�c� de§ildir.

Tüm sa§ idealleri projektif olan halkaya sa§ kal�tsal (hereditary) halka denmektedir.

Sol kal�tsal halka kavram� da benzer ³ekilde tan�mlanabilir. E§er bir halka hem sa§ hem de

sol kal�tsal ise o zaman bu halkaya kal�tsal (hereditary) halka denilmektedir. Yukar�daki

(1) özelli§ini sa§layan bir düzen halkas�na bir Asano sa§ düzeni denir. Asano sa§ düzen

halkalar� tam olarak yukardaki (1) özelli§ini sa§layan maksimal düzen halkalar�d�r. Asal

kal�tsal Noether olan bir Asano sa§ düzen halkas�na Dedekind asal halka ad� verilir. Bir

asal halkan�n Dedekind olmas� kal�tsal ve maksimal düzen halkas� olmas� ile karakterize

edilebilir. De§i³meli halka teorisinde çak�³�yor olmalar�na kar³�n de§i³meli olmayan halka-

larda Asano sa§ düzen halkalar�n�n s�n�f� Dedekind asal halkalar�n s�n�f�ndan, Dedekind

asal halkalar�n s�n�f� da kal�tsal Noether asal halkalar�n s�n�f�ndan çok daha geni³tir.

E§er maksimal düzen olan bir asal halkan�n her re�eksif ideali tersinir ise bu halkaya

bir genelle³tirilmi³ Dedekind asal halka ya da k�saca G-Dedekind asal halka denir. G-

1



Dedekind asal halkalar�n s�n�f� hem Dedekind asal halkalar� hem de Noether tek türlü

çarpanlar�na ay�rma halkalar�n� (TÇH) kapsayan çok geni³ bir halka s�n�f�d�r.

Bu tezde Dedekind asal, Asano sa§ düzen ve G-Dedekind asal halka s�n��ar� incele-

necek, aralar�ndaki ili³kiler örneklerle ortaya konacak ve Asano düzen halkalar�nda yerel-

le³tirme problemi ele al�nacakt�r.

Bu tez boyunca her halkan�n birimli halka oldu§u kabul edilmi³tir.

2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zincir Ko³ullar�

Bu bölümdeki tan�m ve teoremler için [11] ve [3] kaynak al�nm�³t�r.

Tan�m 2.1.1 A bir R�modül ve {Aα}α∈I A'n�n altmodüllerinin bo³tan farkl� bir ailesi

olsun.

• E§er A'n�n altmodüllerinin her bo³tan farkl� ailesi bir maksimal (minimal) elemana

sahipse A'ya altmodülleri üzerinde maksimum (minimum) ko³ulunu (maximum (mi-

nimum) condition) sa§lar denir.

• E§er A'n�n altmodüllerinin A1 ≤ A2 ≤ A3 · · · ³eklindeki her artan dizisi sonlu

ad�mda duruyorsa yani, her i ≥ n için Ai = An olacak ³ekilde bir n tamsay�s� varsa

A'ya artan zincir ko³ulunu (ascending chain condition) sa§lar denir.

• E§er A'n�n altmodüllerinin A1 ≥ A2 ≥ A3 · · · ³eklindeki her azalan zinciri sonlu

ad�mda duruyorsa yani, her i ≥ m için Ai = Am olacak ³ekilde bir m tamsay�s�

varsa A'ya azalan zincir ko³ulunu (descending chain condititon) sa§lar denir.

Önerme 2.1.2 Bir A modülü için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) A, altmodülleri üzerinde artan zincir ko³ulunu sa§lar.

(2) A'n�n altmodüllerinin bo³tan farkl� her ailesi bir maksimal elemana sahiptir.

(3) A'n�n her altmodülü sonlu üretilmi³tir yani B, A'n�n bir altmodülü ise

B = x1R + x2R + · · ·+ xnR

olacak ³ekilde x1, x2, · · · , xn ∈ A vard�r.
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�spat:

(1)⇒ (2): A altmodülleri ile artan zincir ko³ulunu sa§las�n veA, A'n�n altmodüllerinin

bo³tan farkl� bir ailesi olsun. A'n�n maksimal eleman�n�n olmad�§�n� kabul edelim. Bir

A1 ∈ A alal�m. A1 ∈ A maksimal olmad�§�ndan A2 > A1 olacak ³ekilde bir A2 ∈ A

vard�r. Bu i³leme devam edilirse A'n�n altmodüllerinin A1 < A2 < A3 < · · · ³eklinde

sonsuz artan zincirini elde ederiz. Bu da kabulümüzle çeli³ir.

(2) ⇒ (3): B, A'nin bir altmodülü ve B, B'nin tüm sonlu üretilmi³ altmodüllerinin

ailesi olsun. B s�f�r� içerdi§inden bo³tan farkl�d�r. (2)'den B bir maksimal eleman içerir. Bu

elemana C diyelim. C 6= B ise bir x ∈ B/C eleman� vard�r. C
′
, B'nin C ve x ile üretilen

bir altmodülü olsun. C
′ ∈ B ve C

′
> C olu³u C'nin seçimi ile çeli³ir. Böylece C = B olur.

B sonlu üretilmi³tir.

(3) ⇒ (1): B1 ≤ B2 ≤ · · · A'n�n altmodüllerinin bir artan zinciri olsun. B =
⋃
Bn

diyelim. (3)'den B sonlu üretilmi³tir. X, B'nin sonlu bir üreteç kümesi olsun. X sonlu

oldu§undan bir Bn kümesinde kapsan�r. Böylece B = Bn dir. Dolay�sla her m ≥ n için

Bn = Bm'dir. �stenen elde edilir. �

Önerme 2.1.3 [12, Teorem 1.4] Bir A modülü için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) A, altmodülleri üzerinde azalan zincir ko³ulunu sa§lar.

(2) A'n�n altmodüllerinin bo³tan farkl� her ailesi bir minimal elemana sahiptir.

Önerme 2.1.2'nin denk ko³ullar�n� sa§layanAmodülüneNoether modül, Önerme 2.1.3'ün

denk ko³ullar�n� sa§layan bir A modülüne Artin modül denir.

RR Noether (Artin) modül ise R'ye sa§ (sol) Noether halka denir. Sol Noether (Artin)

halka da benzer ³ekilde tan�mlan�r.

Hem sa§ hem de sol Noether (Artin) olan halkaya Noether (Artin) halka denir.

Örnekler 2.1.4 1) Z tamsay�lar halkas� Z�modül olarak Noetherdir fakat Artin de§ildir.

2) Her cisim, her bölümlü halka ve sonlu say�da ideale (ya da sonlu say�da elemana)

sahip halka hem Noether hem Artindir.

3) Zp∞ Prüfer p�grubu Z�modül olarak Artindir fakat Noether de§ildir.

4) Her de§i³meli temel ideal halkas� Noetherdir.

Önerme 2.1.5 A bir modül ve B, A'n�n bir altmodülü olsun. Bu durumda;

A Noetherdir ⇔ B ve A/B Noetherdir

3



�spat: A Noether olsun. B'nin altmodüllerinin her artan zinciri ayn� zamanda A'da bir

artan zincirdir. Buradan B'nin Noether oldu§u aç�kt�r.

C1 ≤ C2 ≤ · · · A/B'nin altmodüllerinin bir artan zinciri olsun. A/B'nin her altmo-

dülü, B ⊆ Ai ⊆ A olmak üzere Ai/B formundad�r. Dolay�s�yla A1 ≤ A2 ≤ · · · zinciri

elde edilir. A Noether oldu§undan, her i ≥ n için Ai = An olacak ³ekilde bir n pozitif

tamsay�s� vard�r. Böylece her i ≥ n için Ci = Cn olur. A/B Noetherdir.

Tersine, B ve A/B Noether olsun. A'n�n altmodüllerinin A1 ≤ A2 ≤ · · · ³eklinde bir

artan zincirini alal�m. S�ras�yla B'nin ve A/B'nin altmodüllerinin;

A1 ∩B ≤ A2 ∩B ≤ · · · ve (A1 +B)/B ≤ (A2 +B)/B ≤ · · ·

³eklinde birer artan zincirini elde ederiz. Buradan her i ≥ n için Ai ∩ B = An ∩ B ve

(Ai + B)/B = (An + B)/B olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. �kinci e³itlikten

(Ai +B) = (An +B) elde edilir. Böylece;

Ai = Ai ∩ (Ai +B) = Ai ∩ (An +B) = An + (Ai ∩B) = An + (An ∩B) = An

elde ederiz. O halde A Noetherdir. �

Sonuç 2.1.6 Noether modüllerin sonlu dik toplam� da Noetherdir.

�spat: �spat� iki modül için yapmak yeterlidir. A1 ve A2 Noether olsun. A = A1 ⊕ A2

diyelim. B = A1 ⊕ 0, A'n�n altmodülüdür. Ayr�ca B ∼= A1 ve A/B ∼= A2'dir. B ve A/B

Noether oldu§undan, Önerme 2.1.5'ten A Noetherdir. �stenen elde edilir. �

Sonuç 2.1.7 R bir sa§ Noether halka ve A bir sonlu üretilmi³ sa§ R�modül olsun. Bu

durumda A modülü Noetherdir.

�spat: Her modül bir serbest modülün homomor�k görüntüsü oldu§undan, A ∼= F/K

olacak ³ekilde bir serbest R�modül F ve bir K ≤ F altmodülü vard�r. F , bir Noether

modül olan RR'nin kopyalar�n�n sonlu dik toplam�na izomorf oldu§undan Noetherdir.

Dolay�s�yla Önerme 2.1.5'ten A modülü Noetherdir. �

Önerme 2.1.8 [3, Önerme 4.5] A bir modül ve B, A'n�n bir altmodülü olsun. Bu du-

rumda;

A Artindir ⇔ B ve A/B Artindir.
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Önerme 2.1.9 [3, Önerme 4.6] Artin modüllerin dik çarp�m� Artindir.

Önerme 2.1.10 Sa§ Artin halka üzerindeki sonlu üretilmi³ sa§ modüller de Artindir.

Teorem 2.1.11 (Hopkins, Levitzki) Her sa§ Artin halka bir sa§ Noether halkad�r.

�spat: [11, Teorem 4.15] �

Noether halkalarla ilgili bir di§er önemli sonuç ise Hilbert Taban Teoremidir:

Teorem 2.1.12 (Hilbert Taban Teoremi) R bir sa§ (sol) Noether halka ise R[x]

polinomlar halkas� da sa§ (sol) Noetherdir.

�spat: R sa§ Noether ve I, R[x] = S'de bir ideal olsun. I = 0 ise sonuç a³ikard�r. O

halde I 6= 0 olsun.

1.Ad�m: J , I'daki polinomlar�n ba³katsay�lar�n�n olu³turdu§u küme olsun. Yani,

J = {r ∈ R | rxd + rd−1x
d−1 + · · ·+ r0 ∈ I, rd−1, · · · , r0 ∈ R}

olsun. J , R'nin bir sa§ idealidir.

2.Ad�m: R sa§ Noether oldu§undan J sonlu üretilmi³tir. J 'nin üreteçleri r1, r2, · · · , rk
olsun. Her i = 1 · · · k için ri 6= 0 kabul edebiliriz. Her i = 1 · · · k için ri, derecesi ni olan

bir pi ∈ I polinomunun ba³katsay�s�d�r.

n = maks{n1, n2, · · · , nk} olsun. pi polinomunu, derecesi n olan pixn−ni polinomu ile

de§i³tirebiliriz. Buradan, genelli§i bozmadan pi polinomlar�n� ayn� derecede kabul edebi-

liriz.

3.Ad�m: N = R+xR+ · · ·+xn−1R = R+Rx+ · · ·+Rxn−1, S'nin derecesi n'den küçük

olan elemanlar�n�n bir kümesi olsun. N kümesi S'nin bir ideali de§ildir. Fakat N hem sa§

hem de sol R�modüldür. N 'yi bir sa§ R�modül olarak görürsek N sonlu üretilmi³tir. RR

Noether ve N sonlu üretilmi³ sa§ R�modül oldu§undan, N sa§ R�modül olarak Noet-

herdir. Yani NR Noetherdir. O halde I ∩ N , N 'nin sa§ R�altmodülü oldu§undan sonlu

üretilmi³ olmal�d�r. q1, q2, · · · , qt sa§ R�modül olan I ∩N 'nin üreteçlerinin kümesi olsun.

4.Ad�m:

�ddia: q1 · · · , qt, p1, · · · , pk I'n�n üreteçleridir.

S'nin bu polinomlarla üretilen sa§ idealini I0 ile gösterelim. Buradan I0 ⊆ I'd�r. �imdi

I ⊆ I0 oldu§unu gösterelim. I'n�n, derecesi n'den küçük olan polinomlar� için ispat oldukça

kolayd�r. derp < n olsun. O halde p ∈ I ∩N ve p = q1a1 + · · ·+ qtat olacak ³ekilde ai ∈ R

vard�r. Buradan p ∈ I0 olur.

5



5.Ad�m: p ∈ I'n�n derecesi m ≥ n olsun ve I0, I'n�n derecesi m'den küçük olan her

polinomunu içersin. r, p'nin ba³katsay�s� olsun. Buradan r ∈ J olur ve r = r1a1+· · ·+rkak
olacak ³ekilde ai ∈ R vard�r. q = (p1a1 + · · ·+ pkak)x

m−n olsun. q ∈ I0, q'nun derecesi m

ve ba³katsay�s� r'dir. Buradan p − q, I'n�n derecesi m'den küçük olan bir polinomudur.

Varsay�mdan p − q ∈ I0' d�r. O halde p ∈ I0 olur. Sonuç olarak I = I0'd�r ve I sonlu

üretilmi³tir. �

2.2 Asal ve Yar�asal Halkalar ve �dealler

Bu bölümde [11] kaynak olarak kullan�lm�³t�r.

Tan�m 2.2.1 R bir halka ve I, R'de bir ideal olsun. A³a§�daki denk ko³ullar� sa§layan I

idealine yar�asal ideal (semiprime ideal) denir.

(1) Bir a ∈ R için aRa ⊆ I ⇒ a ∈ I.

(2) R'nin bir A ideali için A2 ⊆ I ⇒ A ⊆ I.

(3) R'nin bir A sa§ ideali için A2 ⊆ I ⇒ A ⊆ I.

Tan�m 2.2.2 R bir halka ve I, R'de bir ideal olsun. A³a§�daki denk ko³ullar� sa§layan I

idealine asal ideal (prime ideal) denir.

(1) a, b ∈ R için aRb ⊆ I ⇒ a ∈ I ∨ b ∈ I.

(2) R'nin herhangi A ve B idealleri için AB ⊆ I ⇒ A ⊆ I ∨ B ⊆ I.

(3) R'nin herhangi A ve B sa§ idealleri için AB ⊆ I ⇒ A ⊆ I ∨ B ⊆ I.

E§er R'nin 0 ideali yar�asal ise R'ye yar�asal halka (semiprime ring), 0 ideali asalsa

R'ye asal halka (prime ring) denir. R'nin tüm asal ideallerinin kümesine R'nin spektrumu

denir ve Spec(R) ile gösterilir.

Tan�m 2.2.3 R'nin di§er asal ideallerini öz olarak kapsamayan asal idealine R'nin mini-

mal asal ideali denir.

Örne§in; R bir asal halka ise, 0 ideali R'nin minimal asal idealidir ve tektir.

Tan�m 2.2.4 P, P1, P2, · · · , Pn R'nin asal idealleri olsun. P % P1 % · · · % Pn ³eklin-

deki tüm sonlu zincirlerinin uzunluklar�n�n supremumuna (e§er varsa) P asal idealinin

yüksekli§i (height) denir.
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Tan�m 2.2.5 R bir halka ve S, R'nin bir altkümesi olsun.

r(S) = {x ∈ R : Sx = 0}

l(S) = {x ∈ R : xS = 0}

³eklinde tan�mlanan r(S) kümesine S'nin sa§ s�f�rlay�c�s� (right annihilator), l(S) küme-

sine de S'nin sol s�f�rlay�c�s� (left annihilator) denir.

E§er S tek bir a eleman�ndan olu³uyorsa, r({a})'y� r(a) ³eklinde gösterece§iz. R'nin

bir sa§ s�f�rlay�c�s�, S, R'nin bir altkümesi olmak üzere r(S) formundaki bir sa§ ideali-

dir. Benzer ³ekilde R'nin bir sol s�f�rlay�c�s�, T , R'nin bir altkümesi olmak üzere l(T )

formundaki bir sol idealidir.

Sa§ ve sol s�f�rlay�c�lar için ispat� kolayl�kla yap�labilecek baz� ifadeler verelim:

• S ⊆ T iken r(T ) ⊆ r(S) ve l(T ) ⊆ l(S)'dir.

• r(l(r(S))) = r(S)'dir.

• l(r(l(S))) = l(S)'dir.

Tan�m 2.2.6 E§er R'nin bir c eleman� için r(c) = 0 oluyorsa c'ye sa§ regüler eleman

(right regular element), l(c) = 0 oluyorsa c'ye sol regüler eleman (left regular element)

denir. E§er c hem sa§ hem sol regüler ise, c'ye regüler eleman denir. E§er I, R'nin bir

ideali ise C(I) kümesi, görüntüsü R/I halkas�nda regüler olan elemanlar�n olu³turdu§u

kümedir.

C(I) = {r ∈ R : r+I, R/I'da regüler}

Yukar�daki gösterimle C(0) R'nin tüm regüler elemanlar�ndan olu³ur.

2.3 Jacobson Radikali ve Nakayama Önteoremi

Bu bölümde [11] kaynak olarak kullan�lm�³t�r.

Tan�m 2.3.1 R'nin tüm maksimal sa§ (sol) ideallerinin arakesitine R'nin Jacobson radi-

kali denir ve J = J(R) ile gösterilir.

Önteorem 2.3.2 R bir halka M , R'nin bir maksimal sa§ ideali ve a ∈ R olsun.

K = {x ∈ R | ax ∈ M} kümesini tan�mlayal�m. Bu durumda K, R'nin bir sa§ idealidir.

Ayr�ca;
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(i) a ∈M ise K = R'dir.

(ii) a /∈M ise K da R'nin bir maksimal sa§ idealidir.

�spat: K'n�n, R'nin bir sa§ ideali oldu§u kolayca gösterilebilir.

(i) a ∈M ise 1 ∈ K olur. O halde K = R'dir.

(ii) a /∈ M olsun. O halde M + aR = R'dir. Her r ∈ R için θ(r) = ar + M olacak

³ekilde bir θ : R → R/M R�modül homomor�zmas� tan�mlayal�m. M + aR = R

oldu§undan θ dönü³ümü örtendir. Böylece 1.�zomor�zma Teoreminden;

R/M ∼= R/Çekθ = R/K

elde edilir. Buradan K, R'nin bir maksimal sa§ idealidir.

�

Önerme 2.3.3 J , R'nin bir çift yönlü idealidir.

�spat: J 'nin, R'nin bir sa§ ideali oldu§u aç�kt�r.

Tersine; bir j ∈ J ve a ∈ R alal�m. aj /∈ J oldu§unu kabul edelim. Buradan R'nin

aj /∈ M olacak ³ekilde en az bir M maksimal sa§ ideali vard�r. O halde a /∈ M 'dir.

Önteorem 2.3.2'deki K = {x ∈ R | ax ∈ M} kümesini ele alal�m. K, R'nin bir maksimal

sa§ idealidir. aj /∈M oldu§undan j /∈ K ve buradan da j /∈ J olur ki bu bir çeli³kidir. O

halde her a ∈ R ve j ∈ J için aj ∈ J olmal�d�r. �

Tan�m 2.3.4 P , R'nin bir ideali olsun. E§er P = r(A) olacak ³ekilde bir A basit sa§

(sol) R�modülü varsa P 'ye sa§ (sol) ilkel ideal (right primitive ideal) denir.

Önerme 2.3.5 R bir halka olsun. Bu durumda;

J(R) =
⋂
{R'nin tüm maksimal sa§ idealleri}

=
⋂
{R'nin tüm maksimal sol idealleri}

=
⋂
{R'nin tüm ilkel sa§ idealleri}

=
⋂
{R'nin tüm ilkel sol idealleri}

�spat: [11, Önerme 3.16] �

�imdi bir R halkas�n�n Jacobson radikali ile ilgili birkaç önemli özellik verelim.
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Önteorem 2.3.6 R bir halka ve I, R'nin bir tek yönlü ideali olsun. Bu durumda;

I, J(R) taraf�ndan kapsan�r ⇔ Her x ∈ I için 1− x R'de tersinirdir.

�spat: Bir x ∈ I için 1−x'in sa§ tersi olmas�n. O halde (1−x)R 6= R'dir. (1−x)R, R'nin

bir öz sa§ ideali oldu§undan R'nin bir maksimal sa§ idealinde kapsan�r. Bu maksimal

sa§ ideale M diyelim. Yani (1 − x)R ⊆ M 'dir. Ayr�ca J 'nin tan�m�ndan x ∈ M 'dir.

1 = (1 − x) + x e³itli§inden 1 ∈ M ve buradan M = R elde ederiz. Bu durum M 'nin

maksimal ideal olu³u ile çeli³ir. 1−x'in sol tersinin var oldu§u da benzer ³ekilde gösterilir.

Tersine; I, R'nin bir sa§ ideali veM , R'nin bir maksimal sa§ ideali olsun. E§er I *M

ise I +M = R'dir. O halde x+m = 1 olacak ³ekilde bir x ∈ I ve m ∈M vard�r. Buradan

1 − x = m ∈ M olur. 1 − x tersinir oldu§undan, (1 − x)y = 1 olacak ³ekilde bir y ∈ R

vard�r. Dolay�s�yla my = 1 ∈M ve böylece M = R olur. O halde I ⊆M olmal�d�r. R'nin

key� bir maksimal sa§ ideali için do§ru oldu§undan I ⊆ J elde edilir. �

Önteorem 2.3.7 (Nakayama Önteoremi) R bir halka, A bir sonlu üretilmi³ sa§ R�

modül ve AJ = A olsun. Bu durumda A = 0'd�r.

�spat: A'n�n n tane üreteci oldu§unu kabul edelim. �spat� n üzerinde tümevar�mla ya-

paca§�z.

n = 1 yani A devirli bir sa§ R�modül olsun. Bu durumda bir a ∈ A için A = aR'dir.

Böylece A = AJ(R) = aJ(R) ve buradan da bir x ∈ J(R) için a = ax olur. Önteorem

2.3.6'dan 1 − x tersinir oldu§undan a = 0 olur. A'n�n key� bir a eleman� için a = 0

oldu§undan A = 0 elde ederiz.

n− 1 tane üreteç için teoremin sa§land�§�n� kabul edelim ve n tane üreteç için göste-

relim.

A = a1R + a2R + · · ·+ anR ; ai ∈ A

olsun. (A/a1R)J(R) = A/a1R ve A/a1R, n−1 üreteçli oldu§undan tümevar�m kabülünden

A/a1R = 0'd�r. Buradan A = a1R elde ederiz. A'n�n devirli oldu§u durumdan A = 0'd�r.

�

2.4 Geni³ ve Tekil Altmodüller

Bu bölümde [4] kaynak olarak kullan�lm³t�r.

9



Tan�m 2.4.1 M bir sa§ R�modül ve K, M 'nin bir altmodülü olsun. M 'nin s�f�rdan

farkl� herhangi bir A altmodülü için A ∩ K 6= 0 oluyorsa, K'ya M 'nin geni³ (essential)

altmodülü veya M 'de geni³tir denir ve K ≤e M ile gösterilir. Bu durumda M 'ye, K'n�n

geni³ geni³lemesi (essential extension) denir.

• M 'nin sonlu say�da geni³ altmodülün arakesiti M 'de geni³tir.

• M 'nin geni³ bir altmodülünü içeren her altmodülü M 'de geni³tir.

Tan�m 2.4.2 E§er R'nin bir sa§ ideali sa§ R�modül olarak geni³se yani, R'nin s�f�rdan

farkl� her sa§ ideali ile arakesiti s�f�rdan farkl� oluyorsa bu sa§ ideale geni³ sa§ ideal denir.

Örne§in; Z halkas�nda s�f�rdan fakl� her ideal geni³tir. Çünkü Z'deki s�f�rdan farkl� her

ideal çifti s�f�rdan farkl� bir arakesite sahiptir.

Geni³ altmodül olman�n bir ba³ka denk ko³ulunu verelim.

Önerme 2.4.3 M bir sa§ R�modül olsun.

K ≤e M olmas� için gerek ve yeter kosul her 0 6= m ∈M için mR ∩K 6= 0 olmas�d�r.

Önteorem 2.4.4 M bir sa§ R�modül, 0 6= a ∈ M ve K, M 'nin geni³ altmodülü olsun.

Bu durumda R'nin, aL 6= 0 ve aL ⊆ K olacak ³ekilde R'nin bir geni³ sa§ ideali L vard�r.

�spat: L = {r ∈ R : ar ∈ K} kümesini tan�mlayal�m. L, R'nin bir sa§ idealidir ve

aL ⊆ K'd�r. K, M 'de geni³ oldu§undan Önerme 2.4.3'ten aR ∩ K 6= 0'd�r. O halde bir

r ∈ R için ar, K'n�n s�f�rdan farkl� bir eleman�d�r. Buradan aL 6= 0 elde ederiz.

�imdi L'nin R'de bir geni³ sa§ ideal oldu§unu gösterelim. I, R'nin s�f�rdan farkl� bir sa§

ideali olsun. Amac�m�z I ∩L 6= 0 oldu§unu göstermektir. aI = 0 ise bu durum gerçekle³ir.

aI 6= 0 olsun. aI,M 'nin s�f�rdan farkl� bir altmodülü ve K ≤e M oldu§undan aI ∩K 6= 0'

d�r. Buradan bir x ∈ I için ax, K'n�n s�f�rdan farkl� bir eleman�d�r ve x ∈ L olur. Böylece

I ∩ L 6= 0 elde edilir. �

A³a§�da verece§imiz önerme, bir modülün geni³ altmodüllerini elde etmekte önemli

bir yoldur.

Tan�m 2.4.5 A,M 'nin bir altmodülü olsun.M 'nin herhangi bir C altmodülü, A∩C = 0

özelli§ine göre maksimal ise C'ye, A'n�n M 'deki dik tamlayan� (direct complement) denir.

Zorn Önteoreminden her A ≤M altmodülünün M 'de bir dik tamlayan� vard�r.

Gerçekten; A ve B R'nin A ∩B = 0 olacak ³ekilde iki altmodülü olsun.
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S = {K ≤M : A ∩K = 0 , B ⊆ K}

kümesine Zorn Önteoremini uygularsak, M 'nin A∩C = 0 ve B ⊆ C olacak ³ekilde bir C

maksimal altmodülünü elde ederiz. C, A'n�n M 'deki dik tamlayan�d�r.

Önerme 2.4.6 A ≤M olsun. C, A'n�n M 'deki dik tamlayan� ise A⊕ C ≤e M 'dir.

�spat: M 'nin s�f�rdan farkl� her T altmodülü için (A⊕ C) ∩ T 6= 0 oldu§unu gösterelim.

Aksini kabul edelim. C ∩ T = 0'd�r.

�ddia: A ∩ (C ⊕ T ) = 0'd�r.

a ∈ A ∩ (C ⊕ T ) alal�m. Bir c ∈ C ve t ∈ T için a = c + t ³eklindedir ve t = a − c ∈

(A ⊕ C) ∩ T = 0 oldu§undan t = 0'd�r. Böylece a = c ∈ A ∩ C = 0 olur ki buradan

a = 0'd�r. �ddia gerçeklenmi³ olur. Fakat C, A∩C = 0 olacak ³ekildeki maksimal altmodül

oldu§undan C = C⊕T olmal�d�r. Yani T ⊆ C ve böylece C ∩T = T = 0 olur ki bu T 6= 0

olmas� ile çeli³ir. Her 0 6= T ≤M için (A⊕ C) ∩ T 6= 0'd�r. A⊕ C ≤e M elde edilir. �

R bir asal halka ise, R'nin s�f�rdan farkl� her ideali sa§ ideal olarak geni³tir. Gerçekten;

I, R asal halkas�n�n s�f�rdan farkl� bir ideali ve R' nin s�f�rdan farkl� bir J sa§ ideali için

I ∩ J = 0 ise JI = 0 olur. 0 ideali R'de asal ideal oldu§undan I = 0 veya J = 0 elde

ederiz ki bu bir çeli³kidir. Yani I sa§ ideal olarak geni³tir.

Tan�m 2.4.7 R bir halka olmak üzere e2 = e olacak ³ekildeki e ∈ R eleman�na e³kare

(idempotent) eleman denir. Buna ek olarak her r ∈ R için er = re oluyorsa e'ye merkez

e³kare (central idempotent) eleman denir. Bir halkada 0 ve 1 her zaman e³kare elemand�r.

Önerme 2.4.8 I, R'nin s�f�rdan farkl� bir sa§ ideali olsun.

I, R'nin bir dik toplanan�d�r ⇔ I = eR olacak ³ekilde bir e ∈ I e³kare eleman� vard�r.

�spat: I ≤⊕ R yani, R'nin R = I ⊕ J olacak ³ekilde bir J ideali var olsun. Bu durumda

1 = e1 + e2 olacak ³ekilde e1 ∈ I ve e2 ∈ J vard�r. Herhangi bir a ∈ I için a = e1a + e2a

yazar�z. Buradan a − e1a = e2a ∈ I ∩ J = 0 olur. Yani a = e1a'dir. Buradan I = e1R

oldu§u kolayca gösterilebilir.

�imdi e1 ∈ I'nin bir e³kare eleman oldu§unu gösterelim. 1 = e1 + e2 oldu§undan

e1 = e1e1 + e2e1'dir. Buradan e1 − e21 = e2e1 ∈ I ∩ J = 0 oldu§undan e1 = e21 elde ederiz.

Tersine; e ∈ R e³kare eleman ve I = eR olsun.

�ddia: R = eR⊕ (1− e)R'dir.

11



Öncelikle eR∩ (1− e)R = 0 oldu§unu gösterelim. Bir x ∈ eR∩ (1− e) alal�m. x ∈ eR

ve x ∈ (1 − e)R olur. O halde x = et ve x = (1 − e)k olacak ³ekilde t, k ∈ R vard�r.

Buradan;

et = k− ek ⇒ e(t+ k) = k ⇒ e2(t+ k) = ek ⇒ et+ ek = ek ⇒ et = 0 ⇒ x = 0 olur.

Ayr�ca her r ∈ R için r = er + (1− e)r oldu§undan R = eR + (1− e)R elde edilir. �

Tan�m 2.4.9 I, bir R halkas�n�n (sa§) ideali olmak üzere her x ∈ I için xn = 0 olacak

³ekilde bir n ∈ N bulunabiliyorsa I'ya nil (sa§) ideal denir. E§er In = 0 olacak ³ekilde

bir n ∈ N bulunabiliyorsa I'ya üstel s�f�r (nilpotent) (sa§) ideal denir.

Tan�m 2.4.10 M herhangi bir sa§ R�modül olsun.

Z(M) = {m ∈M | mI = 0 olacak ³ekilde I ≤e RR vard�r}

³eklinde tan�ml� kümeye tekil altmodülü (singular submodule) denir.

Tan�m 2.4.11 Z(M) = M ise M 'ye tekil (singular) modül, Z(M) = 0 ise M 'ye tekil

olmayan (non-singular) modül denir.

Tan�m 2.4.12 R bir halka olmak üzere;

Z(R) = {r ∈ R | rK = 0 olacak ³ekilde R'nin bir geni³ ideali K vard�r}

³eklinde tan�ml� kümeye R'nin sa§ tekil ideali (right singular ideal) denir. Sol tekil ideal

de benzer ³ekilde tan�mlan�r. E§er Z(R) = 0 ise R'ye sa§ (sol) tekil olmayan halka denir.

Ba³ka bir ifadeyle; bir x ∈ R için x ∈ Z(R) olmas� için gerek ve yeter ko³ul r(x)'in

R'nin bir geni³ ideali olmas�d�r. Ayr�ca, Z(R) sa§ (sol) tekil ideali R'nin bir çift yönlü

idealidir.

A³a§�da ispatlayaca§�m�z birkaç teorem ve sonuç, ileride verece§imiz Goldie teoremleri

ve baz� yararl� sonuçlar� için gerekmektedir.

Teorem 2.4.13 (Mewborn and Winton) R sa§ s�f�rlay�c�lar� üzerinde artan zincir

ko³ulunu sa§layan bir halka ise R'nin sa§ tekil ideali üstel s�f�rd�r.

�spat: �spat boyunca kolayl�k sa§lamas� aç�s�ndan R'nin sa§ tekil ideali Z(R)'yi Z ile

gösterece§iz. Z ⊇ Z2 ⊇ · · · oldu§undan r(Z) ⊆ r(Z2) ⊆ · · · olur. Teoremin hipotezinden

r(Zn) = r(Zn+1) olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. Zn+1 6= 0 oldu§unu kabul
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edelim. O halde Zna 6= 0 olacak ³ekilde bir a ∈ Z vard�r. a eleman�n� r(a) maksimal

olacak ³ekilde seçelim. Bir b ∈ Z al�rsak r(b), R'nin bir geni³ sa§ ideali olur. Dolay�s�yla

aR∩ r(b) 6= 0'd�r. Buradan ar 6= 0 ve ar ∈ r(b) olacak ³ekilde bir r ∈ R vard�r ve bar = 0

elde edilir. Ayr�ca ba ∈ Z ve r(a) ⊆ r(ba) oldu§unu biliyoruz. ar 6= 0 ve bar = 0 olu³u

r(a) $ r(ba) olmas�n� gerektirir. a'n�n seçiminden bu bir çeli³kidir. Böylece yine a'n�n

seçiminden Znba = 0 olur. b ∈ Z key� bir eleman oldu§undan Zn+1a = 0 ve dolay�s�yla

Zna = 0 elde ederiz. �

2.5 Yar�basit Halka ve Modüller

Bu bölümdeki tan�m ve teoremler için [11] kaynak al�nm�³t�r.

Tan�m 2.5.1 Bir 0 6= A modülünün a³ikar olmayan hiçbir altmodülü yoksa A'ya basit

modül (simple module) denir.

Tan�m 2.5.2 A modülünün sokulu A'n�n tüm basit altmodüllerin (dik) toplam�, ayn�

zamanda tüm geni³ altmodüllerinin arakesitidir ve Soc(A) ile gösterilir. (Soc(A) = 0

olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n hiç basit altmodülünün olmamas�d�r.)

Tan�m 2.5.3 Bir A modülü için Soc(A) = A oluyorsa yani, {Tα}α∈I , A modülünün basit

altmodüllerinin ailesi olmak üzere, A =
⊕

α∈A Tα yaz�l�m� varsa A'ye yar�basit modül

(semisimple module) denir.

Bu tan�mdan her basit modülün yar�basit modül oldu§u a³ikard�r.

Önteorem 2.5.4 (Modüler Kural�) A bir R�modül ve B,CveD A modülünün birer

altmodülü olsun.

B ≤ D ⇒ (B + C) ∩D = B + (C ∩D)'dir.

�spat: [3, Teorem 2.1.12] �

Tan�m 2.5.5 A bir R�modül, {Ai | i ∈ I} A modülünün altmodüllerinin bir ailesi olsun.

E§er Ai'lerin toplam� bir dik toplamsa yani, Ai ∩ (
∑
i 6=k
Ak) = 0 ise {Ai | i ∈ I} ailesine

ba§�ms�z aile (independent family) denir.

Önerme 2.5.6 Bir A modülünün yar�basit olmas� için gerek ve yeter ko³ul A'n�n her

altmodülünün A'n�n bir dik toplanan� olmas�d�r.
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�spat: A modülü yar�basit ve B, A'n�n bir altmodülü olsun. Zorn Önteoreminden A'n�n,

öyle bir C altmodülü vard�r ki C, B ∩ C = 0 özelli§i ile maksimaldir. (C, B'nin A'daki

dik tamlayan�d�r.)

�ddia: A = B ⊕ C'dir.

B ⊕ C � A olsun. Bu durumda A'n�n bir basit altmodülü S vard�r ki S � B ⊕ C'dir.

Buradan S ∩ (B ⊕ C) 6= S olur. S basit altmodül oldu§undan S ∩ (B ⊕ C) = 0'd�r.

Dolay�s�yla S+(B⊕C) bir dik toplamd�r. Yani {S,B,C} ba§�ms�zd�r. Buradan B∩ (C⊕

S) = 0 elde edilir. Fakat bu durum C'nin maksimal olu³uyla çeli³ir.

Tersine, A'n�n her altmodülü A'n�n bir dik toplanan� olsun. Özel olarak A'n�n bir B

altmodülü için A = Soc(A)⊕B yaz�labilir. B 6= 0 oldu§unu kabul edelim. C, B'nin s�f�rdan

farkl� bir devirli altmodülü ve c, C'nin bir üreteci olsun. {X | X ⊆ cR , c /∈ X} kümesine

Zorn Önteoremini uygularsak C'nin öyle bir M altmodülü vard�r ki M , c /∈ M özelli§i

ile maksimaldir. Bu durumda M , C'nin bir maksimal öz altmodülü olur. Kabulden A'n�n

bir N altmodülü için A = M ⊕N 'dir. Buradan M ≤ C oldu§undan Önteorem 2.4.4'den

C = C ∩ (M ⊕ N) = M ⊕ (C ∩ N) elde ederiz. Ayr�ca C ∩ N ∼= C/M 'd�r ki buradan

C ∩N , A'n�n bir basit altmodülüdür. Yani C ∩N ≤ Soc(A)'d�r. C ∩N ≤ B oldu§undan,

bu durum mümkün de§ildir. B = 0 olmal�d�r. �

Sonuç 2.5.7 Yar�basit bir modülün her alt modülü yar�basittir.

�spat: A bir yar�basit modül C, A'n�n bir altmodülü ve B de C'nin bir altmodülü olsun.

Bu durumda B, A'n�n bir dik toplanan�d�r. A'n�n bir D altmodülü için A = B ⊕ D

yaz�labilir. Buradan Önteorem 2.5.4'den C = C ∩ (B⊕D) = B⊕ (C ∩D) elde ederiz. B,

C'nin bir dik toplanan� olur. Önerme 2.5.6'dan C yar�basittir. �

Teorem 2.5.8 [11, Teorem 4.4] Bir R halkas� için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) Tüm sa§ R�modüller yar�basittir.

(2) Tüm sol R�modüller yar�basittir.

(3) RR yar�basittir.

(4) RR yar�basittir.

(5) R = 0'd�r ya da her i = 1 · · · k için Di bir bölümlü halka ve ni bir pozitif tamsay�

olmak üzere,

14



R ∼= Mn1(D1)×Mn2(D2)× · · · ×Mnk
(Dk)

³eklindedir. (Burada Mnk
(Dk), Dk bölümlü halkas� üzerinde tan�ml� olan nk × nk'l�k mat-

rislerin halkas�d�r.)

Tan�m 2.5.9 Yukar�daki teoremin ko³ullar�n� sa§layan bir halkaya yar�basit halka (semisimple

ring) denir.

Teorem 2.5.10 (Wedderburn Artin Teoremi) Bir R halkas� için a³a§�daki ifadeler

denktir.

(1) R sa§ Artindir ve J(R) = 0'd�r.

(2) R sol Artindir ve J(R) = 0'd�r.

(3) R yar�basittir.

�spat: (1)⇒ (3): B={I | I R'de sa§ ideal ve R/I bir yar�basit modül } olsun. R ∈ B

oldu§undan B 6= ∅'d�r. R sa§ Artin oldu§undan B'nin bir minimal eleman� vard�r. Bu

elemana K diyelim. K 6= 0 ise J(R) = 0 oldu§undan R'nin, K �M olacak ³ekilde bir M

maksimal sa§ ideali vard�r. M maksimal oldu§undan K +M = R ve böylece

R/(K ∩M) ∼= (R/K)⊕ (R/M)

olur. Buradan R/(K ∩M) yar�basittir. Bu durum K'n�n B'de minimal olu³uyla çeli³ir.

Yani K = 0 olmal�d�r. O halde RR yar�basittir.

(3)⇒ (1): RR yar�basit oldu§undan, her i için Si bir basit sa§ R�modül olmak üzere

RR = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sn olacak ³ekilde yaz�l�r. (RR sonlu üretilmi³ oldu§undan bu dik

toplam sonlu olmak zorundad�r.) Her i için Si Artin oldu§undan Önerme 2.1.11'den R

sa§ Artindir. Her bir r(Si) sa§ s�f�rlay�c�s� R'nin bir sa§ ilkel ideali oldu§undan J(R)'yi

içerir. Dolay�s�yla her i için SiJ(R) = 0'd�r. Buradan J(R) = 0 elde ederiz.

(2)⇔ (3): Sa§ için yap�lan ispat sol için de uygulanabilir. �

Teorem 2.5.11 [11, Sonuç 4.17] (Noether) Bir R halkas� için a³a§�daki ifadeler

denktir.

(1) R sa§ Artin ve yar�asald�r.

(2) R sol Artin ve yar�asald�r.
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(3) R yar�basittir.

Sonuç 2.5.12 [11, Sonuç 4.18] Bir R halkas� için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) R asal ve sa§ Artindir.

(2) R asal ve sol Artindir.

(3) R basit ve sa§ Artindir.

(4) R basit ve sol Artindir.

(5) R basit ve yar�basittir.

(6) Bir D bölümlü halkas� ve n pozitif tamsay�s� için R ∼= Mn(D)'dir.

Tan�m 2.5.13 Yukar�daki sonucun ko³ullar�n� sa§layan halkaya basit Artin halka (simple

Artinian ring) denir.

2.6 Bölüm Halkalar�

Bu bölümde [4] ve [16] kaynak olarak kullan�lm�³t�r.

Tan�m 2.6.1 R bir halka olsun. A³a§�daki ko³ullar� sa§layan Q halkas�na (e§er varsa)

R'nin bir sa§ bölüm halkas� (right quotient ring) denir.

(1) R, Q'nun bir althalkas�d�r.

(2) R'nin her regüler eleman� Q'da tersinirdir.

(3) Q'nun her eleman� a, c ∈ R ve c, R'de regüler olmak üzere ac−1 formundad�r. (Yani

bir regüler c ∈ R için qc ∈ R'dir.)

Sol bölüm halkas� da benzer ³ekilde tan�mlan�r. (ac−1 yerine ca−1)

R'nin sa§ bölüm halkas�, e§er varsa, izomor�zma fark�yla tektir. (R'nin herhangi iki sa§

bölüm halkas�, R üzerine k�s�tland�§�nda birim fonksiyon olan bir homomor�zma alt�nda

izomorftur.) Ayr�ca R'nin hem sa§ hem sol bölüm halkas� varsa bunlar e³ittir. Bunu ileride

ispatlayaca§�z.
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Tan�m 2.6.2 Q'nun her regüler eleman�n�n Q'da tersi varsa Q'ya bölüm halkas� ( quotient

ring) denir.

R bir halka ve Q, R'nin sa§ bölüm halkas� olsun. O halde Q bir bölüm halkas�d�r:

a, c ∈ R ve c, R de regüler olmak üzere q = ac−1 ∈ Q, Q'nun bir regüler eleman� olsun.

q'nun Q da tersinir oldu§unu göstermek için a'n�n R'nin bir regüler eleman� oldu§unu

göstermek yeterlidir. x ∈ R için xa = 0 olsun. Bu durumda xq = 0 olur. q, Q'da regüler

oldu§undan x = 0'd�r. Yani a, R'de sol regülerdir. �imdi ay = 0 olacak ³ekilde bir y ∈ R

alal�m.

a = qc⇒ qcy = 0

⇒ cy = 0

⇒ y = 0

olur. a, R'de sa§ regülerdir.

Tan�m 2.6.3 A³a§�daki ko³ullar� sa§layan R halkas�na, birQ bölüm halkas�nda sa§ düzen

halkas� (right order) denir.

(1) R ⊆ Q

(2) Q'nun her eleman� a, c ∈ R ve c, R'de regüler olmak üzere ac−1 formundad�r. Burada

c−1, c ∈ R regüler eleman�n�n Q'daki tersidir.

R, Q'da bir sa§ düzen halkas� ve T , R ⊆ T ⊆ Q olacak ³ekilde bir halka olsun. T 'nin

de Q'da bir sa§ düzen halkas� oldu§u kolayca gösterilebilir.

Düzen halkas� ve bölüm halkas� tan�mlar�n� k�yaslayacak olursak a³a§�daki durumlar�

elde ederiz.

(1) R'nin sa§ bölüm halkas� Q ise R, Q'da bir sa§ düzen halkas�d�r.

(2) R, Q'da bir sa§ düzen halkas� olsun. Q'nun, R'nin sa§ bölüm halkas� olmas� için

gerek ve yeter ko³ul R'nin regüler elemanlar�n�n Q'nun elemanlar� olarak da regüler

olmas�d�r.

Örne§in; R, Q'da ayn� zamanda bir sol düzen halkas� ya da Q Artinse ikinci ko³ul sa§lan�r.

(A³a§�daki önteoremden sonra bu durumu inceleyece§iz.)

Önteorem 2.6.4 R bir sa§ Artin halka olsun. Her c ∈ R için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) R'de r(c) = 0'd�r.
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(2) c, R'nin bir regüler eleman�d�r.

(3) c, R'de tersinirdir.

�spat: (3)⇒ (2) ve (2)⇒ (1) aç�kt�r.

(1)⇒ (3): r(c) = 0 olsun. R'nin sa§ ideallerinin

cR ⊇ c2R ⊇ c3R ⊇ · · ·

³eklindeki azalan zincirini ele alal�m. R Artin halka oldu§undan cnR = cn+1R olacak

³ekilde bir n tamsay�s� vard�r. Buradan bir x ∈ R için cn = cn+1x yaz�labilir. Yani;

cn(cx− 1) = 0 olur. Ayr�ca r(c) = 0 olmas� r(cn) = 0 olmas�n� gerektirir. Böylece cx = 1

olur. O halde c'nin sa§ tersi vard�r.

�imdi 1 = cx ifadesinin her iki taraf�n� sa§dan c ile çarpal�m. c = cxc ve buradan

c(1− xc) = 0 olur. xc = 1 yani, c'nin sol tersi vard�r. O halde c, R'de tersinir olur. �

Önerme 2.6.4'ten Artin halkalar bölüm halkas�d�r.

�imdi R'nin, Q'da bir sa§ düzen halkas� oldu§unu kabul edelim. c, R'nin bir regüler

eleman� ve bir q ∈ Q için cq = 0 olsun. a, b ∈ R ve b regüler olmak üzere q = ab−1

oldu§undan;

ca = cqb = 0⇒ a = 0

⇒ q = 0

elde edilir. Böylece c, Q'da sa§ regüler olur.

E§er R ayn� zamanda Q'da bir sol düzen halkas� ise benzer ³ekilde c'nin sol regüler

oldu§unu gösterebiliriz. Yani c, Q'da regüler olur.

E§er Q bir Artin halkaysa o zaman Önteorem 2.6.4'ten c, Q'da sa§ regüler iken regüler

olur. Böylece her iki durumda da Q, R'nin sa§ bölüm halkas�d�r.

Önteorem 2.6.5 R bir sa§ Artin halka ve a, b ∈ R olmak üzere c = ab olsun.

c'nin regüler olmas� için gerek ve yeter ko³ul a ve b'nin regüler olmas�d�r.

�spat: a ve b regüler iken c'nin regüler oldu§u aç�kt�r.

Tersine; c regüler olsun. Bu durumda r(b) = 0'd�r. Önteorem 2.6.4'ten b, R'de regüler-

dir. Ayr�ca b−1 ∈ Q ve b−1, R'de regüler olur. Böylece a = (ab)b−1 oldu§undan a regüler

olur. �

A³a§�da tan�mlayaca§�m�z Ore ko³ulu bir halkan�n bölüm halkas�n�n var olup olmad�-

§�n� belirlememizi sa§lar.
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Tan�m 2.6.6 R bir halka ve S, R' nin bir altkümesi olsun.

1. 0 /∈ S.

2. a, b ∈ S iken ab ∈ S.

ko³ullar�n� sa§layan S'ye çarp�msal kapal� küme (multiplicatively closed set) denir.

Tan�m 2.6.7 R bir halka ve S, R'nin bir çarp�msal kapal� altkümesi olsun.Verilen x ∈ R

ve a ∈ S için xb = ay olacak ³ekilde y ∈ R ve b ∈ S varsa R'ye S kümesi ile sa§ Ore

ko³ulunu sa§lar (right Ore condition) denir. Sol Ore ko³ulu da benzer ³ekilde tan�mlan�r.

Önteorem 2.6.8 R bir halka, S, R'nin bir çarp�msal kapal� kümesi ve I, R'nin S'de

kapsanan bir ideali olsun. Bu durumda,

R halkas� S kümesi ile (sa§) Ore ko³ulunu sa§l�yorsa R/I halkas� S/I kümesi ile (sa§)

Ore ko³ulunu sa§lar.

Teorem 2.6.9 [6, Syf. 66] R bir halka olsun. Q'nun, R'nin bir sa§ bölüm halkas� olmas�

için gerek ve yeter ko³ul R'nin, C(0) kümesi ile sa§ Ore ko³ulunu sa§lamas�d�r yani;

verilen a, c ∈ R ve c ∈ C(0) için ad = cb olacak ³ekilde b, d ∈ R ve d ∈ C(0) vard�r.

E§er sa§ ve sol bölüm halkas� varsa e³ittir ve k�saca R'nin bölüm halkas�d�r denir.

Gerçekten, R bir halka ve Q, R'nin sa§ bölüm halkas� olsun. Kabul edelim ki R sol Ore

ko³ulunu sa§las�n, (yani R'nin bir sol bölüm halkas� var olsun). Q'nun ayn� zamanda R'nin

sol bölüm halkas� oldu§unu gösterelim. q ∈ Q olsun. O halde,

a, c ∈ R ve c ∈ C(0) olmak üzere q = ac−1

olur. R sol Ore ko³ulunu sa§lad�§�ndan, da = bc olacak ³ekilde b ∈ R ve d ∈ C(0) vard�r.

Buradan q = ac−1 = d−1b olur.

�imdi Q, R'nin bir sa§ bölüm halkas� ve I, Q'nun bir sa§ ideali olsun. q ∈ I ise R'nin

bir regüler eleman� c için qc ∈ R'dir. Buradan;

q = qcc−1 , qc ∈ I ∩R ve c−1 ∈ Q

olur. I ⊆ (I ∩R)Q elde edilir. Ayr�ca (I ∩R)Q ⊆ I oldu§u kolayca gösterilebilir. Yani,

(I ∩R)Q = I
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elde edilir. Bu e³itlik R'nin baz� özelliklerini Q'ya aktarmam�z� sa§layacakt�r.

Örne§in; R yar�asal, asal, basit, sa§ Noether, sa§ Artin veya sonlu Goldie boyutuna

sahipse (bir sonraki bölümde verilecek) Q halkas�n�n da ayn� özelliklere sahip oldu§unu

söyleyebiliriz.

R'nin sa§ bölüm halkas�n�n herhangi sonlu alt kümesinin elemanlar�n� ayn� payda ile

kesir ³eklinde yazabiliriz: q1, q2 ∈ Q olsun. O halde R'nin öyle c1, c2 regüler elemanlar�

vard�r ki q1c1 ∈ R ve q2c2 ∈ R'dir. q1 ve q2'yi ortak bir c paydas� ile kesir olarak yazmak

için q1c ∈ R ve q2c ∈ R olacak ³ekilde R'nin bir c regüler eleman�n� bulmal�y�z. Bunun

için de c1R ∩ c2R'nin bir c regüler eleman�n� içerdi§ini göstermek yeterlidir. R sa§ Ore

ko³ulunu sa§lad�§�ndan ve c2 regüler oldu§undan, c1x1 = c2x2 olacak ³ekilde x1, x2 ∈ R

ve x1 ∈ C(0) vard�r. c = c1x1 al�rsak, c regüler ve c ∈ c1R ∩ c2R olur.

Bu durumu Q'nun elemanlar�n�n sonlu bir altkümesine geni³letebiliriz.

Sonuç 2.6.10 [16, Sonuç 1.1.9] R, Q'nun bir sa§ düzen halkas� ve I, R'nin bir sa§ ideali

olsun.

IQ = {ac−1 | a ∈ I , c ∈ R ve c, R'de regüler}

Teorem 2.6.11 R bir halka, Q R'nin sa§ Noether bir sa§ bölüm halkas� ve I, R'nin bir

ideali olsun. Bu durumda IQ, Q'nun bir idealidir.

�spat: Amac�m�z QIQ ⊆ IQ oldu§unu göstermektir. Q'nun her eleman�, r, c ∈ R ve c,

R de regüler olmak üzere rc−1 formundad�r.

Dolay�s�ylaR'nin her c regüler eleman� için c−1IQ ⊆ IQ oldu§unu göstermek yeterlidir.

cI ⊆ I oldu§undan I ⊆ c−1I olur. Böylece;

IQ ⊆ c−1IQ ⊆ c−2IQ ⊆ c−3IQ ⊆ · · ·

³eklinde artan zincir elde ederiz. Q sa§ Noether oldu§undan c−nIQ = c−(n+1)IQ olacak

³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. Her iki taraf� soldan cn ile çarparsak IQ = c−1IQ

elde ederiz. �

2.7 Goldie Teoremleri

Bu bölümde [4] ve [16] kaynak olarak kullan�lm�³t�r.

Tan�m 2.7.1 • U s�f�rdan farkl� bir R�modül olsun. E§er U 'nun herhangi iki s�f�r-

dan farkl� altmodülünün arakesiti s�f�rdan farkl�ysa, yani U 'nun s�f�rdan farkl� her

altmodülü U 'da geni³se U 'ya düzgün modül (uniform module) denir.

20



• M bir R�modül olsun. E§er M , s�f�rdan farkl� altmodüllerinin sonsuz dik toplam�n�

içermiyorsa M 'ye sonlu Goldie boyutuna sahiptir (�nite Goldie dimension) denir.

M modülü Noether veya Artinse, sonlu Goldie boyutuna sahiptir.

• Bir R halkas�, R�modül olarak sonlu Goldie boyutuna sahipse R'ye sonlu Goldie

boyutuna sahiptir denir.

• E§er R sonlu sa§ Goldie boyutuna sahip ve sa§ s�f�rlay�c�lar� üzerinde artan zincir

ko³ulunu sa§l�yorsa, R'ye sa§ Goldie halkas� (Goldie ring) denir. Bir sa§ Noether

halka, sa§ Goldie halkas�d�r. Fakat herhangi de§i³meli taml�k bölgesi bir Goldie

halkas� oldu§undan tersi her zaman do§ru de§ildir.

M sonlu Goldie boyutuna sahip bir modül olsun. M 'nin her altmodülü sonlu Goldie

boyutuna sahiptir. Fakat bu durum M 'nin herhangi bölüm modülü için do§ru de§ildir.

Örne§in;Q'nun bir Z-modül olarak Goldie boyutu 1'dir. FakatQ/Z sonlu Goldie boyutuna

sahip de§ildir.

A³a§�daki önteorem Goldie teoremlerinin ispat� için gerekli olmasa da sonlu Goldie

boyutuna sahip modüllerin temel özelliklerini ifade etmektedir.

Önteorem 2.7.2 [4, Önteorem 1.9] M s�f�rdan farkl� bir sa§ R� modül olsun.

(1) M sonlu Goldie boyutuna sahipse M 'nin s�f�rdan farkl� her altmodülü bir düzgün

altmodül içerir. Ayr�ca M 'nin, toplamlar� dik ve M 'de geni³ olan sonlu tane düzgün

altmodülü vard�r.

(2) U1, · · · , Un, M 'nin, U1 + · · · + Un toplam� dik ve M 'nin geni³ altmodülü olacak

³ekilde düzgün altmodülleri olsun. Bu durumda M sonlu Goldie boyutuna sahiptir

ve n say�s� Ui'lerin seçiminden ba§�ms�zd�r.

Tan�m 2.7.3 Önteorem 2.7.2'de belirtilen n say�s�na M 'nin Goldie boyutu (Goldie di-

mension) denir ve dimM ile gösterilir.

Önerme 2.7.4 R sonlu sa§ Goldie boyutuna sahip bir halka ve c, R'nin bir sa§ regüler

eleman� olsun. Bu durumda cR, R'nin bir geni³ sa§ idealidir.

�spat: I, R'nin bir sa§ ideali ve cR ∩ I = 0 olsun. Bu durumda,

I + cI + c2I + · · ·

21



toplam� diktir. R sonlu Goldie boyutuna sahip oldu§undan cnI = 0 olacak ³ekilde bir n

pozitif tamsay�s� vard�r. c sa§ regüler oldu§undan;

cn−1I = 0, cn−2I = 0 · · · , cI = 0

olur. Sonuç olarak I = 0'd�r. �

Önteorem 2.7.5 R sonlu sa§ Goldie boyutuna sahip bir sa§ tekil olmayan halka olsun.

Bu durumda R'nin sa§ regüler elemanlar� regülerdir.

�spat: c ∈ R sa§ regüler olsun. Önerme 2.7.4'ten cR, R'nin geni³ sa§ idealidir. Ayr�ca

l(c) = l(cR) oldu§u kolayca gösterilebilir. y ∈ l(c) alal�m. ycR = 0 ve cR, R'nin geni³

sa§ ideali oldu§undan y ∈ Z(R)'dir. R sa§ tekil olmayan halka oldu§undan y = 0 olur.

�stenen elde edilir. �

Sonuç 2.7.6 R bir yar�asal sa§ Goldie halkas� olsun. Bu durumda R'nin sa§ regüler

elemanlar� regülerdir.

�spat: Teorem 2.4.13'ten R'nin sa§ tekil ideali üstel s�f�rd�r. O halde (Z(R))n = 0 olacak

³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. R yar�asal oldu§undan Z(R) = 0 olur. O halde R

sa§ tekil olmayan halkad�r. Önteorem 2.7.5'ten, R'nin sa§ regüler elemanlar� regüler olur.

�

Teorem 2.7.7 R sa§ s�f�rlay�c�lar� ile artan zincir ko³ulunu sa§layan bir yar�asal halka

olsun. Bu durumda R'nin s�f�rdan farkl� nil tek yönlü ideali yoktur.

�spat: I, R'nin s�f�rdan farkl� bir tek yönlü ideali ve 0 6= a ∈ I, r(a) maksimal olacak

³ekilde bir eleman olsun. R yar�asal oldu§undan axa 6= 0 olacak ³ekilde bir x ∈ R vard�r.

Dolay�s�yla axa, I'n�n s�f�rdan farkl� bir eleman�d�r ve r(a) ⊆ r(axa)'d�r. a'n�n seçiminden

dolay� r(a) = r(axa) olmal�d�r. Ayr�ca ax 6= 0 yani, x /∈ r(a)'d�r. Böylece x /∈ r(axa) ve

(ax)2 6= 0'd�r. Buradan xax /∈ r(a) yani (ax)3 6= 0'd�r. Böyle devam edersek; I'n�n eleman�

olan ax'in (benzer ³ekilde xa) üstel s�f�r eleman olmad�§�n� görürüz. O halde I nil ideal

olamaz. �

Teorem 2.7.8 R bir yar�asal sa§ Goldie halkas� ve I, R'nin bir geni³ sa§ ideali olsun.

Bu durumda I, R'nin bir regüler eleman�n� içerir.
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�spat: R'nin bir sa§ regüler eleman içerdi§ini gösterirsek Sonuç 2.7.6'dan bir regüler

eleman içerdi§ini göstermi³ oluruz. Teorem 2.7.7'den I nil ideal de§ildir. a1, I'n�n r(a1)

maksimal olacak ³ekilde üstel s�f�r olmayan bir eleman� olsun. r(a1) ⊆ r(a21) ve a21 ∈ I

üstel s�f�r de§ildir. a1'in seçiminden r(a1) = r(a21) olmal�d�r.

r(a1) = 0 ise istenen elde edilir. r(a1) 6= 0 olsun. O zaman r(a1) ∩ I 6= 0'd�r. a2,

r(a1) ∩ I'n�n üstel s�f�r olmayan bir eleman� olsun. a2'yi r(a2) maksimal olacak ³ekilde

seçelim. Benzer ³ekilde r(a2) = r(a22) olmal�d�r.

1.�ddia: a1R + a2R toplam� diktir.

r1, r2 ∈ R için a1r1 = a2r2 olsun. a2 ∈ r(a1) oldu§undan a1a2 = 0'd�r. O halde

a21r1 = 0'd�r. Buradan da a1r1 = 0 elde ederiz. a1R∩a2R = 0'd�r. Yani a1R+a2R toplam�

diktir.

Buradan r(a1 + a2) = r(a1) ∩ r(a2) oldu§u gösterilebilir.

E§er r(a1 + a2) = 0 ise istenen elde edilir. r(a1 + a2) 6= 0 olsun. a3, r(a1 + a2) ∩ I'n�n

üstel s�f�r olmayan bir eleman� olsun. a3'ü r(a3) maksimal olacak ³ekilde seçelim. Benzer

³ekilde r(a3) = r(a23) olmal�d�r.

2.�ddia: a1R + a2R + a3R toplam� diktir.

r1, r2, x ∈ R için a3x = a1r1 + a2r2 olsun. a3 ∈ r(a1 + a2) = r(a1) ∩ r(a2) oldu§undan

a1a2 = a1a3 = a2a3 = 0'd�r. Böylece a1r1 = a2r2 = 0 elde edilir. a3x = 0 ve buradan da

(a1R + a2R) ∩ a3R = 0'd�r. �stenen elde edilir. Bu bilgiden,

r(a1 + a2 + a3) = r(a1) ∩ r(a2) ∩ r(a3)

oldu§u gösterilebilir. R sonlu Goldie boyutuna sahip oldu§undan bu i³lem sonlu ad�mda

durmal�d�r. Yani I'n�n öyle a1, · · · , an elemanlar�n� buluruz ki

r(a1 + · · ·+ an) = 0

olur. Sonuç 2.7.6'dan bu eleman ayn� zamanda regülerdir. �

R bir yar�asal halka, A ve B, R'nin AB = 0 olacak ³ekilde iki sa§ ideali olsun.

(BA)2 = 0 ve (A ∩B)2 = 0

oldu§undan BA = 0 ve A ∩B = 0 elde ederiz.

�imdi I, R'nin bir ideali olsun. I.r(I) = 0'd�r. Yukar�daki bilgiden r(I).I = 0 olur.

Benzer ³ekilde I.l(I) = 0'd�r. Böylece r(I) = l(I) elde edilir.

�imdi Goldie'nin yar�asal ve asal halkalar üzerindeki önemli teoremlerini ispatlayal�m.
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Teorem 2.7.9 (Goldie) R bir halka olsun. R'nin yar�basit Artin bir sa§ bölüm halkas�na

sahip olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin yar�asal sa§ Goldie halkas� olmas�d�r.

�spat: R yar�asal sa§ Goldie halkas�, a, c ∈ R ve c, R'de regüler olsun. Önteorem 2.7.4'ten

cR, R'nin bir geni³ sa§ idealidir. O halde Önteorem 2.4.4'ten 0 6= a ∈ R için aL ⊆ cR

olacak ³ekilde bir L geni³ sa§ ideali vard�r. Ayr�ca K = {r ∈ R | ar ∈ cR} kümesi de

R'nin bir geni³ sa§ idealidir.

Böylece Teorem 2.7.8'den K, R'nin bir regüler eleman�n� içerir. Bu elemana d diyelim.

Yani ad ∈ cR olacak ³ekilde bir d ∈ R regüler eleman� vard�r. O halde R halkas� regüler

elemanlar�yla sa§ Ore ko³ulunu sa§lar ve böylece bir sa§ bölüm halkas�na sahiptir. R'nin

sa§ bölüm halkas�n� Q ile gösterelim.

Q'nun yar�asal oldu§unu biliyoruz. A ve B, Q'nun B ⊆ A olacak ³ekilde iki sa§ ideali

ve B ∩ R, A ∩ R'nin geni³ sa§ R�altmodülü olsun. A = B oldu§unu gösterelim. Bir

x ∈ A ∩ R alal�m. B ∩ R ≤e A ∩ R oldu§undan Önteorem 2.4.4'ten R'nin, xK ⊆ B ∩ R

olacak ³ekilde bir geni³ sa§ ideali K vard�r. Ayr�ca Teorem 2.7.8'den K, R'nin bir regüler

eleman�n� içerir. Bu elemana c diyelim. Böylece;

xc ∈ B ∩R ve x = xcc−1 ∈ (B ∩R)Q = B

olur. A ∩R ⊆ B ve buradan da A = (A ∩R)Q ⊆ B elde ederiz.

A1 ! A2 ! A3 ! · · ·

Q'nun sa§ ideallerinin kesin azalan bir zinciri olsun. Her i için R'nin

Xi ⊆ R ∩ Ai ve Xi ∩ (R ∩ Ai+1) = 0

olacak ³ekilde s�f�rdan farkl� Xi idealleri mevcuttur. Gerçekten, Xi ⊆ R ∩ Ai olan her

s�f�rdan farkl� Xi ideali için Xi∩ (R∩Ai+1) 6= 0 olsayd�, Ai+1∩R ≤e Ai∩R olurdu. Ayr�ca

Ai+1 ⊆ Ai oldu§undan bir önceki para§raftan Ai+1 = Ai olurdu. Bu durum Ai'lerin

birbirinden farkl� olmas�yla çeli³ir.

Ayr�ca X1 + X2 + · · · toplam� diktir ve R sa§ Goldie halkas� oldu§undan bu toplam

sonludur. Dolay�s�yla her Xi idealine kar³�l�k bir Ai ideali var oldu§undan sonlu tane

Ai ideali olmal�d�r. Böylece Q sa§ Artindir. Q yar�asal ve sa§ Artin halka oldu§undan

yar�basit Artindir.

Tersine Q, R'nin yar�basit Artin olan bir bölüm halkas� olsun. Q sol s�f�rlay�c�lar�

ile azalan zincir ko³ulunu (DCC) sa§lad�§�ndan buna denk olarak, sa§ s�f�rlay�c�lar� ile
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artan zincir ko³ulununu (ACC) sa§lar. Dolay�s�yla R de sa§ s�f�rlay�c�lar� ile artan zincir

ko³ulunu sa§lar. Ayr�ca A ile B, R'nin A ∩ B = 0 olacak ³ekilde iki sa§ ideali iken

AQ ∩ BQ = 0'd�r. Bunu kullanarak R'nin sonlu sa§ Goldie boyutuna sahip oldu§unu

gösterelim. Her i için Bi'ler R'nin s�f�rdan farkl� idealleri ve B1⊕B2⊕ · · · ⊆ R olsun. Her

i 6= j için Bi ∩Bj = 0'dir. Buradan BiQ ∩BjQ = 0'd�r. Yani;

B1Q+B2Q+B3Q · · ·

toplam� diktir. Q sa§ Artin oldu§undan Teorem 2.1.11'den sa§ Noetherdir. O halde sonlu

Goldie boyutuna sahiptir. Dolay�s�yla Bi'lerin say�s� sonlu olmal�d�r.

�imdi R'nin yar�asal oldu§unu gösterelim. N , R'nin N2 = 0 olacak ³ekilde bir ide-

ali olsun. Öncelikle Q'nun, QNQ = eQ olacak ³ekilde bir e merkez e³kare eleman�n�n

var oldu§unu gösterelim. Önerme 2.4.8'den Q yar�basit ve QNQ, Q'nun bir sa§ ideali

oldu§undan Q'nun QNQ = eQ olacak ³ekilde bir e e³kare eleman� vard�r. QNQ ayn�

zamanda Q'nun sol ideali oldu§undan, Önerme 2.4.8'in sol versiyonundan QNQ = Qf

olacak ³ekilde bir f e³kare eleman� vard�r. Hatta e = f ve e merkez e³karedir.

Gerçekten;

e ∈ QNQ = Qf ⇒ e = qf , q ∈ Q

⇒ ef = qf 2 = qf

⇒ e = ef

olur. Benzer ³ekilde;

f ∈ QNQ = eQ⇒ f = eq
′
, q′ ∈ Q

⇒ ef = e2q′ = eq′

⇒ ef = f

olur. Yani, e = f ve eQ = Qe elde ederiz. Sonuç olarak e ∈ Q merkez e³kare elemand�r.

e = x1n1y1 + · · ·+ xknkyk ; xi, yi ∈ Q , ni ∈ N

olacak ³ekilde yaz�l�r. Her i için yi'ler ayn� payda ile kesir olarak yaz�labildi§inden, R'nin

bir c regüler eleman� ve ai ∈ R için yi = aic
−1'dir. Böylece ec ∈ QN olur. O halde,

ecN ∈ QN2 = 0⇒ 0 = ecN = ceN ⇒ eN = 0

olur. N ⊆ QNQ yani, N ⊆ eQ oldu§undan N = eN = 0 elde edilir.

�
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Teorem 2.7.10 (Goldie) R bir halka olsun. R'nin basit Artin bir sa§ bölüm halkas�na

sahip olmas� için gerek ve yeter ko³ul R'nin asal sa§ Goldie halkas� olmas�d�r.

�spat: R bir asal sa§ Goldie halkas� olsun. O halde R yar�asald�r ve Teorem 2.7.9'dan

R'nin bir yar�basit Artin bölüm halkas� mevcuttur. R'nin bölüm halkas�na Q diyelim ve

Q'nun basit oldu§unu gösterelim.

I, Q'nin s�f�rdan farkl� bir ideali olsun. O halde I∩R, R'nin s�f�rdan farkl� bir idealidir.

Bir asal halkan�n s�f�rdan farkl� her ideali tek yönlü ideal olarak, geni³ oldu§undan I∩R bir

sa§ ideal olarak geni³tir. O halde Teorem 2.7.8'den bir regüler eleman içerir. Bu elemana c

diyelim. Fakat c, Q'da tersinirdir. I ideali tersinir eleman içerdi§inden I = Q olur. �stenen

elde edilir.

Tersine; Q, R'nin basit Artin olan bir sa§ bölüm halkas� olsun. O zaman Q yar�basit

Artindir. Yani, R'nun asal halka oldu§unu göstermek yeterlidir. �spat� Teorem 2.7.9'a

benzer ³ekilde gerçekle³tirece§iz. A ve B, R'nin iki ideali, AB = 0 ve A 6= 0 olsun. B = 0

oldu§unu gösterelim.

QAQ = eQ olacak ³ekilde bir e ∈ Q merkez e³kare eleman bulabiliriz.

e = x1a1y1 + · · ·+ xkakyk ; xi, yi ∈ Q ve ai ∈ A

olacak ³ekilde yaz�l�r. ec ∈ QA olacak ³ekilde bir c ∈ R regüler eleman� vard�r. AB = 0

oldu§undan ecB = 0'd�r. e ∈ Q merkez e³kare eleman oldu§undan ceB = 0 olur. c regüler

oldu§undan eB = 0 elde edilir.

B ⊆ QBQ = eQ⇒ B ⊆ eB

olur. eB = 0 oldu§undan istenen elde edilir. �

�imdi zincir ko³ullar� bölümünde Noether halkada herhangi idealler için vermi³ ol-

du§umuz Önerme 2.1.2'nin, asal Goldie halkas�nda geni³ idealler için do§ru oldu§unu

gösterece§iz. Bu teorem Asano düzen halkalar�n�n yerelle³tirilmesi konusunda kullan�la-

cakt�r.

Teorem 2.7.11 R bir asal sa§ Goldie halkas� olsun. A³a§�daki ifadeler denktir.

(a) R geni³ sa§ idealleri ile artan zincir ko³ulunu sa§lar.

(b) R'nin geni³ sa§ ideallerin bo³tan farkl� bir ailesinin bir maksimal eleman� vard�r.

(c) R'nin geni³ sa§ idealleri sonlu üretilmi³tir.
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�spat: (a) ⇒ (b): R geni³ sa§ idealleri ile artan zincir ko³ulunu sa§las�n ve A, R'nin

geni³ sa§ ideallerinin bo³tan farkl� bir ailesi olsun. A'n�n maksimal eleman� olmas�n. Bir

A1 ∈ A alal�m. A1 ∈ A maksimal olmad�§�ndan A2 > A1 olacak ³ekilde bir A2 ∈ A vard�r.

Bu i³leme devam edilirse R'nin geni³ sa§ ideallerinin,

A1 < A2 < A3 < · · ·

³eklinde sonsuz artan zincirini elde ederiz. Bu da kabulümüzle çeli³ir.

(b)⇒ (c): B, R'nin bir geni³ sa§ ideali ve B, R'nin B'de geni³ olan tüm sonlu üretilmi³

ideallerinin ailesi olsun. R asal sa§ Goldie halkas� oldu§undan B bir regüler eleman içerir.

Bu elemana c diyelim. Ayr�ca,

cR ⊆ B ve cR ≤e R

olur. Bu durumda cR ≤e B ve cR sonlu üretilmi³tir. Dolay�s�yla B 6= ∅'d�r. (b)'den B bir

maksimal eleman içerir. Bu elemana C diyelim. C 6= B ise bir x ∈ B/C eleman� vard�r.

C
′
, R'nin, B'de kapsanan, C ve x ie üretilen bir ideali olsun. C ⊆ C

′ ⊆ B ve C ≤e B

oldu§undan C
′ ≤e B elde ederiz. C

′ ∈ B ve C
′
> C olmas� C'nin maksimal olu³uyla

çeli³ir. Böylece C = B olur. B sonlu üretilmi³tir.

(c) ⇒ (a): B1 ≤ B2 ≤ · · · R'nin geni³ sa§ ideallerinin bir artan zinciri olsun.

B =
⋃
Bn diyelim. (c)'den B sonlu üretilmi³tir. X, B'nin sonlu bir üreteç kümesi olsun.

X sonlu oldu§undan bir Bn kümesinde kapsan�r. Böylece B = Bn dir. Dolay�sla herm ≥ n

için Bn = Bm'dir. �stenen elde edilir. �

2.8 K�smi Bölüm Halkalar� ve Yerelle³tirme

Bu bölümde [16] ve [4] kaynak olarak kullan�lm�³t�r.

Önerme 2.8.1 S, R'nin bir çarp�msal kapal� kümesi ve R, S'nin elemanlar� ile sa§ Ore

ko³ulunu sa§las�n. O zaman;

I = {x ∈ R : bir s ∈ S için xs = 0}

R'nin bir çift yönlü idealidir.

�spat: x, y ∈ I ve a ∈ R alal�m. O halde s1, s2 ∈ S için xs1 = ys2 = 0 d�r. s, h ∈ S

için s1s = s2h oldu§unu kabul edelim. Bu durumda (x ± y)s1s = 0 ve (x ± y) ∈ I olur.

�imdi bir s∗ ∈ S için as∗ = s1a
∗ olsun. Buradan (xa)s∗ = 0 olur. Yani, xa ∈ I'dir. Ayr�ca

(ax)s1 = 0 oldu§undan ax ∈ I olur. Böylece I, R'nin bir çift yönlü idealidir. �
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Önerme 2.8.2 R sa§ s�f�rlay�c�lar� ile maksimum ko³ulunu ve bir çarp�msal kapal� S

kümesinin elemanlar� ile sa§ Ore ko³ulunu sa§layan bir halka olsun. Bu durumda, S'nin

elemanlar� sol regüler ise ayn� zamanda sa§ regülerdir.

�spat: S'nin elemanlar� sol regüler olsun. Kabulden bir s ∈ S için r(sk) = r(sk+1) olacak

³ekilde bir k ≥ 0 tamsay�s� vard�r. Bir y ∈ R için sy = 0 olsun. R halkas� S kümesi ile sa§

Ore ko³ulunu sa§lad�§�ndan,

ys1 = sky1 olacak ³ekilde s1 ∈ S, y1 ∈ R

vard�r. Bu durumda sk+1y1 = 0 ve buradan da y = 0 olur. �

S, R'nin regüler elemanlar�ndan olu³an bir çarp�msal kapal� küme ise a³a§�daki tan�m

verilebilir.

Tan�m 2.8.3 A³a§�daki ko³ullar� sa§layan R'ye bir k�smi sa§ bölüm halkas�na (RS) sa-

hiptir (right partial quotient ring) denir.

(1) R ⊆ RS

(2) S'nin her eleman� RS'de tersinirdir.

(3) RS'nin her eleman� a ∈ R ve c ∈ S olmak üzere ac−1 formundad�r.

K�smi sol bölüm halkas� da benzer ³ekilde tan�mlan�r. Özel olarak S, R'nin tüm regüler

elemanlar�n�n kümesi ise RS (e§er varsa) daha önce tan�mlad�§�m�z sa§ bölüm halkas�n�n

kendisidir. Bu sebeple ilerideki birçok sonuç bölüm halkalar�nda verilen ispatlara benzer

³ekilde yap�lacakt�r.

Önerme 2.8.4 [16, Önerme 1.2.5] S, R'nin regüler elemanlar�ndan olu³an bir çarp�msal

kapal� küme olsun. R'nin k�smi sa§ bölüm halkas�na sahip olmas� için gerek ve yeter ko³ul

R'nin S kümesiyle sa§ Ore ko³ulunu sa§lamas�d�r.

Sonuç 2.8.5 [16, Önteorem 1.2.7] I, R'nin bir sa§ ideali ve RS var olsun. Bu durumda;

IRS = {ic−1 : i ∈ I , c ∈ S}′dir.

Önteorem 2.8.6 RS var olsun.

(1) J , RS'nin bir sa§ ideali olmak üzere J = (J ∩R)RS'dir.
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(2) R sa§ Noether ise RS de sa§ Noetherdir.

�spat:

(1) (J ∩R)RS ⊆ J oldu§u aç�kt�r.

Tersine, j ∈ J alal�m. Bir a ∈ R ve c ∈ S için j = ac−1'dir. Buradan,

jc = a ∈ J ∩R ve j = jcc−1 ∈ (J ∩R)RS olur. O halde J = (J ∩R)RS'dir.

(2) R sa§ Noether ve J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ RS, RS'nin sa§ ideallerinin bir artan zincirini

alal�m. Bu durumda bir m pozitif tamsay�s� için Jm ∩R = Jm+1 ∩R olur. Böylece;

Jm = (Jm ∩R)RS = (Jm+1 ∩R)RS = Jm+1

elde ederiz.

�

R'yi asal sa§ Goldie halkas� ve S'yi R'nin elemanlar�n�n bir çarp�msal kapal� kümesi

olarak dü³ünelim. R halkas� S kümesi ile sa§ Ore ko³ulunu sa§l�yorsa;

I = {x ∈ R : bir s ∈ S için xs = 0}

kümesi Önerme 2.8.1'den R'nin bir idealidir. E§er I 6= 0 ise bir regüler eleman içerir. Bu

elemana d diyelim. I'n�n tan�m�ndan ds = 0 olacak ³ekilde bir s ∈ S vard�r. Buradan

s = 0 olur ki bu durum S'nin çarp�msal kapal� küme olu³uyla çeli³ir. O halde I = 0

olmal�d�r. S'nin elemanlar� sol regüler olur. Önerme 2.8.2'den ayn� zamanda sa§ regülerdir.

Dolay�s�yla Önerme 2.8.4'ten R'nin k�smi sa§ bölüm halkas� RS vard�r ve R'nin sa§ bölüm

halkas� olan Q'da kapsan�r.

R'yi sa§ Noether halka ve P 'yi R'nin s�f�rdan farkl� bir asal ideali olarak dü³ünelim.

Biliyoruz ki C(P ), R'nin elemanlar�n�n bir çarp�msal kapal� kümesidir. R'nin C(P ) ile sa§

Ore ko³ulunu sa§lad�§�n� kabul edelim. Bu durumda Önerme 2.8.1'den

I = {x ∈ R : bir s ∈ C(P ) için xs = 0}

R'nin bir idealidir ve P 'de kapsan�r. Ayr�ca P/I, R/I halkas�nda bir asal idealdir ve

C(P/I)'n�n elemanlar� C(P )'nin elemanlar�n�n do§al dönü³üm alt�ndaki görüntüleridir.Yani;

C(P/I) = C(P )/I
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olur. R halkas� C(P ) ile sa§ Ore ko³ulunu sa§lad�§�ndan, R/I halkas� C(P )/I = C(P/I) ile

sa§ Ore ko³ulunu sa§lar. C(P/I) 'n�n elemanlar� sol regüler oldu§undan Önerme 2.8.2'den

regüler olur.

I = 0 al�rsak C(P ) 'nin elemanlar� R'de regüler olur. Böylece Önerme 2.8.4'ten RC(P )

halkas� vard�r. Kolayl�k sa§lamas� aç�s�ndan, RC(P ) yerine RP yazaca§�z.

A³a§�daki teorem RP halkas�n�n yap�s� hakk�nda önemli bilgiler vermektedir.

Teorem 2.8.7 R bir sa§ Noether halka ve P , R'nin RP var olacak ³ekilde bir asal ideali

olsun. Bu durumda PRP , RP 'nin tek maksimal ideali ve böylece Jacobson radikalidir.

Ayr�ca RP/PRP bir basit Artin halkad�r ve PRP ∩R = P 'dir.

�spat: �spat� be³ ad�mda gerçekle³tirece§iz.

1.Ad�m: PRP 'nin RP 'nin bir ideali oldu§unu gösterelim.

Bir c ∈ C(P ) ve p ∈ P alal�m. pd = cr olacak ³ekilde r ∈ R ve d ∈ C(P ) vard�r.

Buradan RP halkas�nda c−1p = rd−1 e³itli§ini elde ederiz. Fakat cr ∈ P olmas�

r ∈ P olmas�n� gerektirir. Böylece;

c−1p ∈ PRP ve RPP ⊆ PRP

olur. �stenen elde edilir.

2.Ad�m: PRP 'nin, RP 'nin öz ideali oldu§unu gösterelim.

PRP = RP oldu§unu kabul edelim. Buradan;

1 =
∑n

i=1 pisi ; pi ∈ P , si ∈ RP

olacak ³ekilde yaz�l�r. Her i = 1, · · · , n için si ∈ RP oldu§undan, sid ∈ R olacak

³ekilde d ∈ C(P ) vard�r. Böylece;

d = (
∑
pisi)d = p1s1d+ · · ·+ pnsnd ∈ P

olur. Bu da d ∈ C(P ) olu³u ile çeli³ir. O halde PRP , RP 'nin öz idealidir.
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3.Ad�m: (PRP ) ∩R = P oldu§unu gösterelim.

P ⊆ (PRP ) ∩R oldu§u aç�kt�r.

Tersine; (PRP ) ∩ R * P oldu§unu kabul edelim. O halde c ∈ (PRP ) ∩ R ve c /∈ P

olacak ³ekilde bir c eleman� vard�r. c ∈ C(P ) oldu§undan

c = pd−1 ; p ∈ P , d ∈ C(P )

olacak ³ekilde yaz�l�r. Buradan cd = p ∈ P olur. d ∈ C(P ) oldu§undan c ∈ P olur

ki bu bir çeli³kidir.

Bu bilgiden PRP 'nin RP halkas�nda bir asal ideal oldu§unu göstermek oldukça ko-

layd�r.

4.Ad�m: RP/PRP 'nin basit Artin halka oldu§unu gösterelim.

RP/PRP asal sa§ Goldie halkas� oldu§undan Teorem 2.7.10'dan basit Artin olan

bir bölüm halkas�na sahiptir. E§er RP/PRP 'nin sa§ bölüm halkas�n�n kendisi oldu-

§unu gösterirsek, RP/PRP basit Artin olur. Bunun için RP/PRP 'nin her regüler

eleman�n�n kendisinde tersinir oldu§unu görelim.

ac−1 + PRP , RP/PRP 'nin bir regüler eleman� olsun. Bir x ∈ R için ax ∈ P ise

(ac−1 + PRP ).(cx+ PRP ) = (0 + PRP )

olur. Buradan ac−1 + PRP regüler oldu§undan cx ∈ PRP ∩ R = P olur. Böylece

a ∈ C(P )'dir ve a'n�n RP 'de bir tersi vard�r. Bu terse a−1 diyelim. Buradan;

(ac−1 + PRP ).(ca−1 + PRP ) = (1 + PRP )

olur. Sonuç olarak RP/PRP bir basit Artin halkad�r ve buradan da PRP , RP 'nin

bir maksimal idealidir.

5.Ad�m: PRP 'nin, RP 'nin tek maksimal ideali oldu§unu gösterelim.

Bunun için PRP 'nin, RP 'deki tüm maksimal sa§ ideallerde kapsand�§�n� görelim.

Aksini kabul edelim. RP 'nin herhangi bir M maksimal sa§ ideali için PRP * M

olsun. Buradan M + PRP = RP olur. O halde;
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1 = m+ pc−1 ; m ∈M , p ∈ P ve c ∈ C(P )

olacak ³ekilde vard�r. Böylece mc = c− p ∈M ∩R ve buradan mc ∈ C(P ) olur. mc,

RP 'de tersinir oldu§undan M = (M ∩ R)RP = RP elde edilir ki bu M 'nin öz ideal

olu³uyla çeli³ir. Sonuç olarak PRP , RP 'nin tek maksimal ideali ve böylece Jacobson

radikalidir.

�

R, Jacobson radikali J tek maksimal ideali olan bir halka ve R/J halkas� Artin ise

R'ye yerel halka (local ring) denir. Bu sebeple yukar�da in³a edilen RP halkas� bir yerel

halkad�r. R halkas�ndan RP halkas�n�n in³as� i³lemine de yerelle³tirme (localisation) denir.
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3 Maksimal Düzen, Dedekind Asal ve Asano Düzen

Halkalar�

3.1 Maksimal Düzen Halkalar�

Bu bölümde maksimal düzen halkalar� ve maksimal düzen halkalar�n�n önemli alt s�n��ar�

olan Asano düzen halkalar� ile Dedekind asal halkalar� inceleyece§iz. Genel olarak [16] ve

[4] kaynak olarak kullan�lm�³t�r.

Tan�m 3.1.1 R ile S, Q'da birer sa§ düzen halkas� olsun. E§er;

aSb ⊆ R ve cRd ⊆ S

olacak ³ekilde a, b, c, d ∈ Q regüler elemanlar� varsa R ile S denktir (equivalent) denir ve

R ∼ S ile gösterilir. ∼ bir denklik ba§�nt�s�d�r.

E§er Q'da, R'yi kesin kapsayan ve R'ye denk olan bir sa§ düzen halkas� yoksa o zaman

R'ye maksimal sa§ düzen halkas� (maximal right order) denir.

Tan�m 3.1.2 I, Q'nun bir toplamsal altgrubu olsun. E§er;

(1) I bir sa§ R�modüldür.

(2) I bir regüler eleman içerir.

(3) bI ⊆ R olacak ³ekilde bir b ∈ Q regüler eleman� vard�r.

ko³ullar� sa§lan�yorsa I'ya (fractional) sa§ R�ideal denir. E§er I ⊆ R ise o zaman I'ya

integral sa§ R�ideal denir. Benzer ³ekilde sol R�idealleri ve çift yönlü R�idealleri tan�m-

layabiliriz.

E§er R asal sa§ Goldie halkas� ise R'nin geni³ sa§ idealleriyle integral sa§ R�idealleri

ayn�d�r.

I bir sa§ R�ideal olsun. I'y� Q'nun iki althalkas�yla ili³kilendirelim.

Or(I) = {x ∈ Q : Ix ⊆ I}

Ol(I) = {x ∈ Q : xI ⊆ I}

Bu durumda her biri Q'nun birer sa§ düzen halkas�d�r, R'ye denktir ve birimi içerir.

([14, syf. 120])
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Teorem 3.1.3 [18, Önerme 2.1.1] R, Q'da bir düzen halkas� olsun. Bu durumda a³a§�daki

ifadeler denktir:

(1) R, Q'da maksimal düzen halkas�d�r.

(2) Her sol R-ideal I için Ol(I) = R ve her sa§ R-ideal J için Or(J) = R'dir.

(3) Her R-ideal A için Ol(A) = R = Or(A)'d�r.

Örnekler 3.1.4 [17, syf. 133]

• Herhangi basit sa§ Goldie halkas� maksimal sa§ düzen halkas�d�r.

• K bir cisim olmak üzere, An(K) Weyl cebiri maksimal düzen halkas�d�r.

• K bir cisim, g sonlu boyutlu K-Lie cebiri olmak üzere, U(g) (universal enveloping

algebra) maksimal düzen halkas�d�r.

• De§i³meli taml�k bölgesi maksimal düzen halkas�d�r ancak ve ancak tamamen integ-

ral kapal�d�r. (completely integrally closed)

I bir sa§ R�ideal olsun. I'n�n tersi;

I−1 = {q ∈ Q : IqI ⊆ I}

ile tan�mlan�r. Ayr�ca;

I−1 = {q ∈ Q : qI ⊆ Or(I)} ve I−1 = {x ∈ Q : Iq ⊆ Ol(I)}

oldu§u aç�kt�r. I−1, bir sa§ Ol(I)�ideal ve bir sol Or(I)�idealdir. Son olarak,

I∗ = {q ∈ Q : qI ⊆ R} ve I ′
= {q ∈ Q : Iq ⊆ R}

kümelerini tan�mlayal�m. I∗ sol R�idealdir. E§er I ⊆ J iki sa§ R�ideal ise J∗ ⊆ I∗'dir.

�imdi düzen halkalar� aras�nda iki tane daha denklik ba§�nt�s� tan�mlayaca§�z ve bunu

∼ ile ili³kilendirece§iz.

Tan�m 3.1.5 R ve S, Q'da birer sa§ düzen halkas� olsun. E§er aR ⊆ S ve bS ⊆ R

olacak ³ekilde a, b ∈ Q regüler elemanlar� varsa R ile S'ye sa§ denktir denir ve R ∼r S

ile gösterilir. Sol denklik de benzer ³ekilde tan�mlan�r. E§er R, kendisine sa§ denk ve

kendisinden kesin büyük hiçbir sa§ düzen halkas�nda kapsanm�yorsa R'ye maksimal sa§

denk sa§ düzen halkas� denir.

Teorem 3.1.6 R ⊆ S, Q'da birer sa§ düzen halkas� ve R ∼ S olsun. Bu durumda;
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R ⊆ T ⊆ S ve R
l∼ T

r∼ S

R ⊆ T1 ⊆ T ve R
r∼ T1

l∼ S

olacak ³ekilde Q'da T ve T1 sa§ düzen halkalar� vard�r.

�spat: xSy ⊆ R olacak ³ekilde x, y ∈ Q regüler elemanlar� vard�r. Buradan;

x = ab−1 ve y = cd−1 ; a, b, c, d ∈ R ve b, d ∈ C(0)

olacak ³ekilde yazar�z. d ∈ R olu³u Rd ⊆ R olmas�n� ve b ∈ R olu³u bS ⊆ S olmas�n�

gerektirir. Buradan S ⊆ b−1S olur. Böylece aSc ⊆ ab−1Sc ⊆ Rd ⊆ R elde edilir. �imdi

T , S'nin aS ve R ile üretilen bir althalkas� olsun. Bu durumda T = R + aS + RaS olur.

aS ⊆ T ve Tc ⊆ R oldu§u kolayca gösterilebilir. Ayr�ca R ⊆ T ⊆ S ve böylece R l∼ T r∼ S

olur. Benzer ³ekilde T1 halkas� da in³a edilebilir. �

Önerme 3.1.7 R, Q'da bir sa§ düzen halkas� ve I1, I2 birer sa§ R�ideal olsun. Bu du-

rumda;

Homr
R(I1, I2) ∼= {q ∈ Q | qI1 ⊆ I2}

olur.

�spat: {q ∈ Q | qI1 ⊆ I2} ⊆ Homr
R(I1, I2) oldu§u kolayca gösterilebilir.

I1 bir regüler eleman içerdi§inden I1Q = Q'dur. Buradan herhangi q ∈ Q eleman�,

i ∈ I1 ve c, R'de regüler olmak üzere q = ic−1 ³eklinde yaz�l�r.

f ∗(q) = f(i)c−1 ; f ∈ Homr
R(I1, I2)

tan�mlayal�m. Ayr�ca q = i1c
−1
1 oldu§unu kabul edersek c−1d, c−11 d ∈ R olacak ³ekilde

d ∈ R regüler eleman� vard�r. Böylece;

f ∗(ic−1)d = f(ic−1d) = f(i1c
−1
1 d) = f ∗(i1c

−1
1 )d

ve d regüler oldu§undan f ∗(ic−1) = f ∗(i1c
−1
1 ) olur. Yani f ∗ iyi tan�ml�d�r. Ayr�ca f ∗ ∈

Homr
Q(I1Q, I2Q) ∼= Q oldu§unu gösterebiliriz. Bu durumda f ∗(1) = q ∈ Q oldu§undan

her x ∈ I1Q için f ∗(x) = qx olur. Her i ∈ I1 için f ∗(i) = f(i) oldu§undan f ∗|I1 = f 'dir.

Buradan f(i) = qi ∈ I2 elde ederiz. Böylece istenen elde edilir. �
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Önerme 3.1.8 R, Q'da bir sa§ düzen halkas� ve I1, I2 birer sa§ R�ideal olsun. Bu du-

rumda;

Homr
R(I1, I2) ∼= {q ∈ Q | qI1 ⊆ I2}

olur.

�spat: {q ∈ Q | qI1 ⊆ I2} ⊆ Homr
R(I1, I2) oldu§u kolayca gösterilebilir.

I1 bir regüler eleman içerdi§inden I1Q = Q'dur. Buradan herhangi q ∈ Q eleman�,

i ∈ I1 ve c, R'de regüler olmak üzere q = ic−1 ³eklinde yaz�l�r.

f ∗(q) = f(i)c−1 ; f ∈ Homr
R(I1, I2)

tan�mlayal�m. Ayr�ca q = i1c
−1
1 oldu§unu kabul edersek c−1d, c−11 d ∈ R olacak ³ekilde

d ∈ R regüler eleman� vard�r. Böylece;

f ∗(ic−1)d = f(ic−1d) = f(i1c
−1
1 d) = f ∗(i1c

−1
1 )d

ve d regüler oldu§undan f ∗(ic−1) = f ∗(i1c
−1
1 ) olur. Yani f ∗ iyi tan�ml�d�r. Ayr�ca f ∗ ∈

Homr
R(I1Q, I2Q) ∼= Q oldu§unu gösterebiliriz. Bu durumda f ∗(1) = q ∈ Q oldu§undan

her x ∈ I1Q için f ∗(x) = qx olur. Her i ∈ I1 için f ∗(i) = f(i) oldu§undan f ∗|I1 = f 'dir.

Buradan f(i) = qi ∈ I2 elde ederiz. Böylece istenen elde edilir. �

Tan�m 3.1.9 P sa§ R�modül, (xα)α∈I P 'de ve (fα)α∈I HomR(P ,R)'de olmak üzere, her

x ∈ P için,

(1) Hemen hemen her α ∈ I için fα(x) = 0, ve

(2) x =
∑
α∈I

fα(x)xα

ko³ullar� sa§lan�yorsa ((xα)α∈I , (fα)α∈I) çiftine P 'nin dual taban� (dual basis) denir.

Önteorem 3.1.10 (Dual Taban Önteoremi)

P projektif sa§ R�modüldür ancak ve ancak P bir dual tabana sahiptir.

�spat: �spat�n her iki yönünde de {xi : i ∈ I} kümesini P 'nin üreteç kümesi, F 'yi bir

serbest R�modül ve {ei : i ∈ I} kümesini F 'nin bir taban� olarak kabul edece§iz. F bir

serbest R�modül oldu§undan,

πi : F → R πi(
∑
j∈I
rjej) = ri
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dönü³ümü vard�r. Bu dönü³üm her y ∈ F için

• Hemen hemen her i için πiy = 0

• y =
∑
i∈I
πiyei

ko³ullar�n� sa§lar.

Her i ∈ I için ϕ : F → P ϕ(ei) = xi tan�mlayal�m.

�imdi P projektif olsun. Bu durumda ϕψ = 1P olacak ³ekilde ψ : P → F R�modül

homomor�zmas� vard�r. Her i ∈ I için fi = πiψ diyelim. Buradan her x ∈ P için x =

ϕψx = ϕ(
∑
i∈I

(πiψx)ei) = ϕ(
∑
i∈I

(fix)ei) =
∑
i∈I

(fix)ϕei =
∑
i∈I

(fix)xi.

�stenen elde edilir.

Tersine; P 'nin F 'nin bir dik toplanan� oldu§unu gösterelim. Bunu ψϕ = 1P olacak

³ekilde bir ϕ : P → F R�modül homomor�zmas� bularak yapal�m. Her x ∈ P için

ψx =
∑
i∈I

(fix)ei tan�mlayal�m. Buradan;

ϕψx =
∑
i∈I

(fix)ϕxi =
∑
i∈I

(fix)xi = x

olur.

�

Önerme 3.1.11 R, Q'da bir sa§ düzen halkas� ve I bir sa§ R�ideal olsun. Bu durumda;

II−1 = Ol(I) olmas� için gerek ve yeter ko³ul I'n�n bir projektif sa§ Or(I)�ideal olma-

s�d�r. Buradan I bir sonlu üretilmi³ sa§ Or(I)�ideal olur.

�spat: I projektif sa§Or(I)�ideal olsun. Önteorem 3.1.10'dan xα ∈ I ve fα ∈ Homr
R(I, Or(I))

olacak ³ekilde {xα} ve {fα} aileleri vard�r. Or(I), Q'da bir sa§ düzen halkas� oldu§undan,

Q'nun her eleman� a, b ∈ Or(I) ve b, Or(I)'da regüler olmak üzere ab−1 formundad�r.

Ayr�ca I bir regüler eleman içerdi§inden IQ = Q'dur. Buradan Q'nun her eleman� i ∈ I

ve c ∈ Or(I) olmak üzere ic−1 ³eklinde yaz�l�r. θ : I → Or(I) ³eklindeki her Or(I)�

homomor�zmas�n�, Q'nun θ∗(ic−1) = θ(i)c−1 biçiminde tan�ml� bir θ∗ endomor�zmas�na

geni³letebiliriz. Yani θ∗|I = θ'd�r. Böylece Önerme 3.1.8'den

Homr
R(I, Or(I)) ∼= {q ∈ Q | qI ⊆ Or(I)} = I−1

olur. Bu izomor�zma alt�nda fα → qα olsun. Bu durumda her x ∈ I için sonlu α d�³�nda

fαx = qαx = 0. E§er x regüler ise qα = 0 olur. x ∈ I yine key� bir eleman olsun. Buradan;
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x =
∑
α

xα(fαx) =
∑
α

xαqαx = (
∑
α

xαqα)x

olur. Böylece; ∑
α

xαqα = 1 ∈ II−1

elde ederiz. O halde II−1 = Ol(I) olur. I'n�n sonlu üretilmi³ oldu§u aç�kt�r.

Tersine; II−1 = Ol(I) oldu§unu kabul edelim. Bu durumda qα ∈ I−1 ve xα ∈ I olan

{qα} ve {xα} aileleri vard�r ki
∑
α

xαqα = 1'dir. Böylece her x ∈ I için
∑
α

xαqαx = x olur.

φα ∈ Homr
R(I, Or(I))'y� her x ∈ I için φαx = qαx ile tan�mlarsak,

∑
α

xαφαx = x olur.

Önteorem 3.1.10'den I bir projektif Or(I)�idealdir. I'n�n sonlu üretilmi³ oldu§u aç�kt�r.

�spat�n bu yönü R bir sol düzen halkas� oldu§unda da do§rudur. Buradan a³a§�daki

sonucu elde ederiz. �

Sonuç 3.1.12 R, Q'da bir sol düzen halkas� ve I bir sa§ R�ideal olsun. Bu durumda;

II−1 = Ol(I) ise I bir sonlu üretilmi³ projektif sa§ Or(I)�idealdir.

Sonuç 3.1.13 R, Q'da bir sa§ düzen halkas� ve I bir sa§ R�ideal olsun. II∗ = Ol(I)

olmas� için gerek ve yeter ko³ul I'n�n projektif sa§ R�ideal olmas�d�r. Bu durumda I

sonlu üretilmi³ R�idealdir.

�spat: Önerme 3.1.11'de Or(I) yerine R ve I−1 yerine I∗ yazarsak istenen elde edilir. �

E§er R bir maksimal düzen halkas� ve I bir sa§ R�ideal ise

R ⊆ Or(I) ve R ∼ Or(I)

oldu§undan R = Or(I) olur. Bu durumda;

q ∈ I∗ ⇔ qI ⊆ R

⇔ IqI ⊆ I

oldu§undan I∗ = I−1 olur. E§er I ayn� zamanda bir sol R�idealse R = Ol(I)'d�r. O halde

q ∈ I ′ ⇔ Iq ⊆ R

⇔ IqI ⊆ R.

oldu§undan I
′
= I−1 olur.

Yani R bir maksimal düzen halkas� ve I herhangi bir R�ideal ise I∗ = I
′
= I−1 oldu§u

söylenebilir.

Böylece Önerme 3.1.11'i kullanarak a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.1.14 R, Q'da bir maksimal sa§ düzen halkas� olsun.
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(1) I bir sa§ R�ideal olsun. Bu durumda; II−1 = Ol(I) olmas� için gerek ve yeter ko³ul

I'n�n bir projektif sa§ R�ideal olmas�d�r. Buradan I bir sonlu üretilmi³ sa§ R�ideal

olur.

(2) T bir çift yönlü R�ideal olsun. Bu durumda; TT−1 = R olmas� için gerek ve yeter

ko³ul T 'n�n bir projektif sa§ R�ideal olmas�d�r. Buradan T bir sonlu üretilmi³ sa§

R�ideal olur.

Tan�m 3.1.15 I bir çift yönlü R�ideal olsun. E§er II−1 = I−1I = R ise I'ya tersinir

ideal (invertible ideal) denir.

Herhangi bir R�ideal tersinir ise I∗ = I
′

= I−1'dir. Ayr�ca Sonuç 3.1.12'nin sol versi-

yonundan ve Sonuç 3.1.14 (2)'den tersinir bir ideal sa§ ve sol R�ideal olarak projektiftir.

3.2 Dedekind Asal ve Asano Düzen Halkalar�

Tan�m 3.2.1 R, Q'da bir sa§ düzen halkas� olsun.

(1) E§er R'nin tüm çift yönlü R�idealleri çarp�msal bir grup olu³turuyorsa R'ye Asano

sa§ düzen halkas� (right Asano order) denir.

(2) E§er R'nin tüm sa§ idealleri projektif ise R'ye sa§ kal�tsal halka (right hereditary

ring) denir. Sol kal�tsall�k benzer ³ekilde tan�mlan�r. Hem sa§ hem sol kal�tsal halka

kal�tsald�r.

(3) E§er R asal, Noether Asano düzen halkas� ve R ayn� zamanda kal�tsal ise R'ye

Dedekind asal halka (Dedekind prime ring) denir.

�imdi J.C.Robson'�n Asano düzen halkalar� için vermi³ oldu§u önemli karakterizasyonu

ele alal�m.

Teorem 3.2.2 R bir sa§ düzen halkas� olsun. A³a§�daki ifadeler denktir:

(1) R bir Asano sa§ düzen halkas�d�r.

(2) R bir maksimal sa§ düzen halkas�d�r ve her çift yönlü integral R�ideal, sa§ ideal

olarak projektiftir.

(3) Her integral R�ideal T için TT
′
= T

′
T = R olacak ³ekilde bir T

′
R�ideali vard�r.

(4) R�idealler çarp�msal abel grup olu³tururlar.
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�spat: (1)⇒ (2) : I bir R-ideal olsun. RI = IR = I olur ve buradan R grup birimidir.

Öncelikle R'nin maksimal düzen halkas� oldu§unu gösterelim. Aksini kabul edelim yani

R'den kesin büyük ve R'ye denk bir S sa§ düzen halkas� vard�r. O halde Teorem 3.1.6'dan

bS ⊆ R veya Sb ⊆ R olacak ³ekilde bir b ∈ Q regüler eleman� vard�r. bS ⊆ R oldu§unu

kabul edelim. Bu durumda RbS bir integral R-idealdir. Teoremin kabulünden T.RbS = R

olacak ³ekilde bir T R-ideali vard�r. Buradan;

S = RS = T.RbS.S = T.RbS = R

olur. Bu da S 6= R oldu§u kabulüyle çeli³ir. O halde R maksimal sa§ düzen halkas�d�r.

R maksimal sa§ düzen halkas� ise herhangi R�ideal I için Or(I) = Ol(I) = R oldu§unu

biliyoruz. Ayr�ca I−1'in tan�m�ndan II−1 ⊆ R ve I−1I ⊆ R'dir. Kabulden IJ = JI = R

olacak ³ekilde bir J R-ideali vard�r. O halde J ⊆ I−1 ve I−1I = II−1 = R olur. Sonuç

3.1.14'ten I projektif sa§ R�ideal olur.

(2) ⇒ (3) : Sonuç 3.1.14'ten integral R�ideallerin hepsi sonlu üretilmi³tir. Buradan

R, integral R�ideallerle artan zincir ko³ulunu (ACC) sa§lar. M bir maksimal integral R�

ideal olsun. Yine Sonuç 3.1.14'ten MM−1 = R'dir. R = M−1 olsa R = M olur ki bu

bir çeli³kidir. O halde R  M−1'dir. Buradan M−1MM−1 = M−1R 6= R'dir ve böylece

M−1M 6= M olur. Fakat M ⊆ M−1M ⊆ R ve M maksimal oldu§undan R = M−1M

olmal�d�r. Yani M−1M = MM−1 = R'dir.

�imdi T herhangi bir integral R�ideal ve bir M1 maksimal integral R�ideali için T ⊆

M1 olsun. Bu durumda T ⊆M−1
1 T ⊆ R'dir. E§er T = M−1

1 T ise

R = TT−1 = M−1
1 TT−1 = M−1

1 R = M−1
1

olur ki bu ifade do§ru olamaz. O halde T  M−1
1 T olmal�d�r. E§er M−1

1 T 6= R ise bu

³ekilde devam edersek;

T  M−1
1 T  M−1

2 M−1
1 T  ...

³eklinde R�ideallerin bir artan zincirini elde ederiz. Buradan Mi'ler maksimal integral R�

ideal olmak üzere M−1
n ...M−1

1 T = R olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. Böylece

T = M1...Mn olur. T
′
= M−1

n ...M−1
1 al�rsak TT

′
= T

′
T = R olur.

(3) ⇒ (1) : T herhangi bir R-ideal olsun. S = {x ∈ R : xT ⊆ R} kümesini tan�mla-

yal�m. R�ideal tan�m�ndan qT ⊆ R olacak ³ekilde q ∈ Q regüler eleman� vard�r. Ayr�ca

a, b ∈ R ve b, R'de regüler olmak üzere q = ab−1 formundad�r. a'n�n regüler oldu§u ko-

layca gösterilebilir. bT ⊆ T ve buradan da aT ⊆ ab−1T ⊆ R olur, dolay�s�yla a ∈ S elde

ederiz. O halde S ve ST birer integral R�idealdir. Kabulden;
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T = RT = S
′
.ST ve S

′
ST.(ST )

′
.S = (ST )

′
.S.S

′
.ST = R

yaz�labilir. Böylece her R�ideal bir grup tersine sahiptir. (Burada R grup birimidir.)

(2) ⇒ (4) : (2) ⇒ (3)'ün ispat�nda her integral R�idealin, maksimal integral R�

ideallerin çarp�m� olarak yaz�labildi§ini gösterdik. M ve N key� maksimal integral R�

idealler olsun. MN = NM oldu§unu gösterirsek, integral R�ideallerin çarp�m�n�n de§i³-

meli oldu§unu göstermi³ oluruz. N = M ise istenen elde edilir.

N 6= M olsun. Bu durumda N ∩ M , N 'de kapsanan bir R�idealdir. (2) ⇒ (3)'ün

ispat�ndan bir integral R�ideal A için N ∩M = NA'd�r. NA ⊆M ve N 6⊆M oldu§undan

A ⊆M olur. Böylece;

N ∩M ⊆ NM ⊆ N ∩M ve N ∩M = NM

olur. Bu ispat�n simetri§i ile birlikte MN = NM elde edilir.

�imdi T herhangi bir R�ideal ve S = {x ∈ R : xT ⊆ R} olsun. Daha önce söyledi§imiz

gibi S and ST birer integral R�idealdir. Ni,Mi maksimal integral R�idealler olmak üzere

S = N1 · · ·Nn and ST = M1 · · ·Mm

olsun. Bu durumda;

T = N−1n · · · .N−11 .M1 · · ·Mm

olur ve buradan da R�ideallerin çarp�m� de§i³meli olur.

(4)⇒ (1) : Aç�kt�r. �

�imdi bu önemli teoremi kullanarak bir R Asano düzen halkas�n�n R�ideallerinin özel-

liklerini verelim.

Sonuç 3.2.3 R bir Asano düzen halkas� olsun. A³a§�daki özellikler sa§lan�r.

1. R, integral R�ideallerle artan zincir ko³ulunu (ACC) sa§lar.

2. Asal integral R�idealler maksimaldir.

3. Her integral R�ideal, asal integral R�ideallerin çarp�m� olarak tek türlü yaz�l�r.

4. R, belli bir integral R�ideali kapsayan integral R�ideallerle azalan zincir ko³ulunu

(DCC) sa§lar.

5. Her T R�ideali için TT−1 = T−1T = R'dir.
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6. Her R�ideal sonlu üretilmi³tir ve hem sa§ hem de sol ideal olarak projektiftir.

Örnekler 3.2.4 F karakteristi§i s�f�r olan bir cisim ve R = F [x, y | xy − yx = 1] iki

de§i³kenli polinom halkas� olsun. [10]'dan R halkas�n�n basit kal�tsal Noether halka oldu§u

bilinmektedir. R halkas� basit oldu§undan Asano düzen halkas�d�r ve dolay�s�yla Dedekind

asal halkad�r.

Örnekler 3.2.5 An(K), K cismi üzerindeki Weyl cebiri olsun. [11]'den An(K) Noether,

basit bir halkad�r ve dolay�s�yla Asano düzen halkas�d�r. gl − dimAn(K) = n oldu§undan

[18]'den kal�tsal de§ildir ve dolay�s�yla Dedekind asal halka de§ildir.
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4 Asano Düzen Halkalar�nda Yerelle³tirme

Bu bölümde C. R. Hajarnavis ve T. H. Lenagan'�n "Journal of Algebra" dergisinde

yay�nlad�klar� makaleyi (Bkz. [13]) inceleyece§iz.

R basit olmayan, sa§ ve sol Noether olan bir asal halka ve Q, R'nin basit Artin olan

bir bölüm halkas� olarak gösterilecektir. R halkas�n�n geni³ tek yönlü idealleri bir s�f�rdan

farkl� çift yönlü ideal kaps�yor ise R'ye s�n�rl� halka (bounded ring) denir. E§er Noether

ve asal olan R halkas�n�n çift yönlü R�idealleri bir çarp�msal grup olu³turuyor ise R'ye

Asano düzen halkas� denir. E§er Noether ve asal olan bir Asano düzen halkas�n�n tüm

tek yönlü idealleri projektif ise R'ye Dedekind asal halka denir.

Bir s�n�rl� Asano düzen halkas�, Dedekind asal halkad�r. [9, Teorem 3.5]

4.1 Temel Sonuçlar

Önerme 4.1.1 R asal, Noether halka ve Q, R'nin bir bölüm halkas� olsun. A³a§�daki

ifadeler denktir:

1. R Asano düzen halkas�d�r.

2. R'nin s�f�rdan fakl� her T ideali için TT
′

= T
′
T = R olacak ³ekilde bir T

′
R�ideali

vard�r.

3. R�idealler çarp�msal abel grup olu³turur.

Önteorem 4.1.2 I, R'nin bir geni³ sa§ ideali olsun.

I'n�n bir projektif sa§ R�modül olmas� için gerek ve yeter ko³ul 1 ∈ II∗ olmas�d�r.

R'nin bir yerel halka olmas� durumunda a³a§�daki önermeyi verebiliriz.

Önerme 4.1.3 R yerel, Noether ve asal halka olsun. A³a§�daki ifadeler denktir.

1. R'nin Jacobson radikali J tersinirdir.

2. R kal�tsald�r.

3. R sa§ ve sol temel ideal halkas�d�r.

E§er bu ko³ullardan biri (dolay�s�yla hepsi) sa§lan�yorsa R bir s�n�rl� Asano düzen

halkas� olur.

43



�spat: (1) ⇒ (2) : M , R'nin bir maksimal sa§ ideal olsun. R/J basit Artin halka ol-

du§undan, M ∩ N = J ve M + N = R olacak ³ekilde R'nin bir N sa§ ideali vard�r.

θ : M ⊕N → R, θ(m,n) = m− n dönü³ümünü tan�mlayal�m. Bu dönü³ümün çekirde§i

M ∩N = J 'ye izomorftur. Bu durumda;

0→ J →M ⊕N → R→ 0

dizisi bir k�sa tam dizidir. Böylece M ⊕N ∼= J⊕R olur. Kabulden J tersinir oldu§undan,

Önteorem 4.1.2'den J projektiftir. Dolay�s�yla M de projektif olur.

�imdi R'nin bir kal�tsal halka olmad�§�n� kabul edelim. Bu durumda R halkas�n�n

projektif olmayan en az bir tek yönlü ideali vard�r. Ayr�ca her geni³ olmayan sa§ ideal

bir geni³ sa§ idealin bir dik toplanan� oldu§undan, R'nin bir K geni³ sa§ ideali vard�r ki

R'nin projektif olmayan sa§ idealleri içinde maksimaldir. E§er

R ⊇ I0 ⊇ I1 ⊇ ... ⊇ K

R'nin ideallerinin bir azalan zinciri ise bu zincir ya sonludur; yani In = K olacak ³ekilde

bir n > 0 tamsay�s� vard�r ya da zincir sonsuzdur. Gerçekten,K geni³ sa§ ideal oldu§undan

bir regüler eleman içerir. Bu elemana c diyelim. O halde

R ⊆ I∗1 ⊆ I∗2 ⊆ · · · ⊆ Rc−1

olur. R Noether oldu§undan Q da Noetherdir. Böylece I∗n = I∗n+1 olacak ³ekilde bir n > 0

tamsay�s� vard�r. Önteorem 4.1.2'den In = In+1 olur. Yani In = K olacak ³ekilde bir

n > 0 tamsay�s� vard�r. Dolay�s�yla In−1/K bir basit modüldür. In−1/K ∼= R/M1 olacak

³ekilde bir M1 maksimal sa§ ideali vard�r ve M1 ilk para§raftan projektiftir. Shanuel

Önteoreminden;

0→M1 → R→ R/M1 → 0 ve 0→ K → In−1 → In−1/K → 0

k�sa tam dizileri için In−1/K ∼= R/M1 oldu§undan, In−1 ⊕M1
∼= K ⊕ R elde ederiz. K

projektif olur ki bu bir çeli³kidir.

(2)⇒ (3) : [7, Teorem 4.10] , [9, Teorem 3.4]

(3)⇒ (1) : Aç�k

R'nin Asano düzen halkas� olu³u ise [9, Önerme 2.3]'den elde edilir. �

Teorem 4.1.4 R bir Noether halka J , R'nin tek maksimal ideali ve R'de tersinir olsun.

Bu durumda R'nin s�f�rdan farkl� her ideali J 'nin bir kuvveti ³eklindedir.
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�spat: Y , R'nin s�f�rdan ve J 'den farkl� bir ideali olsun. Hipotezin aksini kabul edelim.

Yani, her s pozitif tamsay�s� için Y 6= Js olsun. Ayr�ca J , R'nin tek maksimal ideali

oldu§undan Y ⊆ J 'dir. O halde Y J−1 ⊆ R olmal�d�r. Y 6= Js oldu§undan Y (J−1)s $ R

dir. Buradan R'nin

Y J−1 ⊆ Y J−2 ⊆ Y J−3 ⊆ · · ·

³eklinde artan bir zincirini elde ederiz. R Noether oldu§undan Y (J−1)n = Y (J−1)n+1

olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� vard�r. Her iki taraf� Jn+1 ile çarpacak olursak

Y J = Y elde ederiz. Önteorem 2.3.7'den Y = 0 olmal�d�r. Bu da Y 'nin s�f�rdan farkl�

olmas�yla çeli³ir.

�

• A ile B Q'nun sa§ R�modülleri ve P , R'nin bir tersinir ideali olsun. Bu durumda

(A ∩B)P = AP ∩BP 'dir.

• c, R'nin bir regüler eleman� ise (A ∩B)c = Ac ∩Bc olur.

Simetrik ko³ullar� kabul etti§imizden sa§ için yap�lan tüm ispatlar sol için de geçerlidir.

�imdi Asano düzen halkalar� için bir karakterizasyon verece§iz. �lk önce R bir Asano

düzen halkas� ve M , R'nin bir maksimal ideali iken RM k�smi bölüm halkas�n�n var ol-

du§unu gösterece§iz. Bunu R halkas�n�n Artin-Rees özelli§ini sa§lad�§�n� ispatlayarak ve

ard�ndan Goldie metodunu kullanarak, yani R'nin C(M) ile Ore ko³ulunu sa§lad�§�n� gös-

tererek yapaca§�z.

4.2 Yerelle³tirme

�imdi Asano düzen halkalar� için bir karakterizasyon verece§iz. �lk önce R bir Asano düzen

halkas� ve M , R'nin bir maksimal ideali iken RM k�smi bölüm halkas�n�n var oldu§unu

gösterece§iz. Bunu R halkas�n�n a³a§�da tan�m� verilen Artin-Rees özelli§ini sa§lad�§�n�

ispatlayarak ve ard�ndan Goldie metodunu kullanarak, yani R'nin C(M) ile Ore ko³ulunu

sa§lad�§�n� göstererek yapaca§�z.

Tan�m 4.2.1 R bir halka ve I, R'nin bir ideali olsun. E, R'nin bir sa§ ideali olmak üzere

E ∩ In ⊆ EI olacak ³ekilde bir n pozitif tamsay�s� var ise I idealine Artin-Rees özelli§ini

sa§lar (Artin-Rees property) denir.
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Önteorem 4.2.2 R Noether, asal bir halka ve I, R'nin tersinir bir ideali olsun. Bu du-

rumda I Artin-Rees özelli§ini sa§lar.

�spat: Her j ≥ 1 tamsay�s� için (E ∩ Ij)I−j ⊆ R oldu§u aç�kt�r. R Noether oldu§undan

öyle bir k ≥ 1 tamsay�s� vard�r ki

k∑
j=1

(E ∩ Ij)I−j =
∞∑
j=1

(E ∩ Ij)I−j

Buradan,

(E ∩ Ik+1)I−k−1 ⊆ (E ∩ I)I−1 + · · ·+ (E ∩ Ik)I−k ve

(E ∩ Ik+1) ⊆ (E ∩ I)Ik + · · ·+ (E ∩ Ik)I ⊆ EI

elde edilir. Benzer ispat sol versiyonu için de uygulanabilir. �

Sonuç 4.2.3 R asal ve Noether halka olsun. I 6= R, R'nin bir tersinir ideali ise
∞⋂
n=1

In = 0'd�r.

�spat: K =
∞⋂
n=1

In diyelim. K 6= 0 ise K bir regüler eleman kapsar. Bu elemana c diyelim.

O halde bir m pozitif tamsay�s� için cR ⊆ cR ∩ Im ⊆ cRI = cI'd�r. Buradan cR = cI

olur. c regüler oldu§undan I = R elde edilir ki bu bir çeli³kidir. �

Yukar�da verilen Önteorem 4.2.2 ve Sonuç 4.2.3'ün ifadeleri bir R Asano düzen halkas�

için de do§rudur. Çünkü Asano düzen halkas�nda s�f�rdan farkl� her ideal tersinirdir.

�imdi bir R Asano düzenindeki bir P maksimal ideali için C(P ) kümesinin elemanlar�n�

inceleyelim.

Önteorem 4.2.4 1. Her n ≥ 1 tamsay�s� için C(P ) = C(P n)'d�r.

2. P , R Asano düzen halkas�nda bir maksimal ideal olmak üzere C(P ) ⊆ C(0)'dir.

�spat:

1. c ∈ C(P ) alal�m. Bir x ∈ R için cx ∈ P 2 olsun. Buradan x ∈ P olur. O halde

xP−1 ⊆ R ve cxP−1 ⊆ P elde edilir. Böylece xP−1 ⊆ P ve x ∈ P 2 olur. Yani

c ∈ C(P 2)'dir. Benzer ³ekilde her n ≥ 1 tamsay�s� için c ∈ C(P n) oldu§u gösterilir.

Bir x ∈ R için cx ∈ P oldu§unu kabul edelim. Buradan cxP n−1 ⊆ P n olur. Böylece

xP n−1 ⊆ P n olur ki x ∈ P 'dir.
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2. c ∈ C(P ) alal�m. Bir x ∈ R için cx = 0 olsun. (1)'den c ∈ C(P n) olur. Buradan

x ∈ P n'dir. x ∈
∞⋂
n=1

P n = 0'd�r.

�

Önerme 4.2.6'n�n ispat� için Goldie metodunu kullanaca§�z ve R/P n halkas�na Small

teoremini uygulayaca§�z.

Teorem 4.2.5 (Small teoremi) R sa§ Noether halka olsun. R'nin Artin olan bir sa§

bölüm halkas�n�n olmas� için gerek ve yeter ko³ul N , R'nin üstel s�f�r radikali olmak üzere

C(N) = C(O) olmas�d�r.

Önerme 4.2.6 R bir Asano düzen halkas� ve P , R'nin bir maksimal ideali olsun. Bu

durumda R, C(P ) kümesi ile Ore ko³ulunu sa§lar.

�spat: Her n ≥ 1 tamsay�s� için C(P ) = C(P n) oldu§unu biliyoruz. Ayr�ca her n ≥ 1

tamsay�s� için R/P n halkas�n�n üstel s�f�r radikali P/P n'dir. Böylece Small Teoremi'nden

R/P n halkas�n�n Artin olan bir bölüm halkas� vard�r. Dolay�s�yla her i ≥ 1 tamsay�s� için

R/P i halkas� R/P i'nin regüler elemanlar�yla (sa§) Ore ko³ulunu sa§lar. Yani; her a ∈ R

ve c ∈ C(P ) için aci − cai = pi ∈ P i olacak ³ekilde ai ∈ R ve ci ∈ C(P i) vard�r.

E = p1R + p2R + · · · olsun. E, R'nin bir sa§ idealidir ve R Noether oldu§undan E

sonlu üretilmi³tir. Yani; bir n ≥ 1 tamsay�s� için

E = p1R + p2R + · · ·+ pnR

olur. P Artin-Rees özelli§ine sahip oldu§undan E ∩ Pm ⊆ EP olacak ³ekilde bir m ≥ 1

tamsays� vard�r. r > maks{n,m} seçersek, acr − car = pr ∈ E ∩ Pm ⊆ EP olur. Böylece

her i için bi ∈ P olmak üzere;

acr − car = p1b1 + · · ·+ pnbn

= (ac1 − ca1)b1 + · · ·+ (acn − can)bn

olur. Sonuç olarak;

a(cr − c1b1 − · · · − cnbn) = c(ar − a1b1 − · · · − anbn)

cr ∈ C(P ) ve c1b1 + · · · + cnbn ∈ P oldu§undan c
′

= cr − c1b1 − · · · − cnbn ∈ C(P ) olur.

Böylece R, C(P ) ile sa§ Ore ko³ulunu sa§lar. Sol Ore ko³ulunu sa§lad�§� da benzer ³ekilde

gösterilebilir. �
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Yukar�da ispatlad�§�m�z önerme sayesinde bir R Asano düzen halkas�n�n k�smi bölüm

halkas� RP 'yi in³a edebiliriz. C(P ) ⊆ C(0) oldu§undan R ⊆ RP ⊆ Q'dur. Daha önceki

bölümde RP 'nin, Jacobson radikali PRP olan bir yerel halka oldu§unu göstermi³tik. Ay-

r�ca PRP tersinirdir ve PRP 'nin tersinin P−1RP oldu§u da kolayca gösteribilir. RP 'nin

Jacobson radikali tersinir oldu§undan Önerme 4.1.3'ten RP halkas� kal�tsald�r.

Temel teoremdeki karakterizasyonu elde edebilmek için a³a§�daki önteoremi ispatlaya-

l�m.

Önteorem 4.2.7 R asal Noether halka ve P , R'nin, RP var ve kal�tsal olacak ³ekilde bir

maksimal ideali olsun. Bu durumda; qP ⊆ R ve qP * P olacak ³ekilde bir q ∈ Q vard�r.

�spat: Önerme 4.1.3'ten PRP = aRP olacak ³ekilde bir a ∈ PRP vard�r. Bir c ∈ P ve

d ∈ C(P ) için a = cd−1 oldu§undan PRP = cRP yazabiliriz. l(P ) = 0 oldu§undan c R'nin

bir regüler eleman�d�r. Ayr�ca P ⊆ cRP ve R Noether oldu§undan P bir R�modül olarak

sonlu üretilmi³tir. Böylece her i için bi ∈ RP olmak üzere

P = cb1R + cb2R + · · ·+ cbnR

olur. Buradan bir d ∈ C(P ) ve ki ∈ R için;

P = cd−1(k1R + k2R + · · ·+ knR)

olur. Dolay�s�yla dc−1P ⊆ R'dir.

E§er dc−1P ⊆ P ise, dc−1PRP ⊆ PRP olur. Önerme 4.1.3'ten PRP , RP 'nin tersinir

idealidir. Dolay�s�yla dc−1RP ⊆ RP ve buradan da c−1 ∈ d−1RP = RP olur. Fakat bu

durumda 1 = cc−1 ∈ PRP elde ederiz ki bu bir çeli³kidir. Öyleyse q = dc−1 aran�lan

elemand�r. �

Teorem 4.2.8 R Noether ve asal halka olsun. R'nin Asano düzen halkas� olmas� için

gerek ve yeter ko³ul R'nin her P maksimal ideali için RP halkas�n�n var ve kal�tsal olma-

s�d�r.

�spat: E§er R Asano düzeni ise Önerme 4.2.6'dan R'nin her P maksimal ideali için RP

halkas� var ve kal�tsald�r.

Tersini ispatlamak için önce R'nin her maksimal idealinin tersinir oldu§unu gösterelim.

P , R'nin bir maksimal ideali olsun. Önteorem 4.2.7'den P ∗P 6= P 'dir. Ayr�ca P ∗P , R'nin

P 'yi kapsayan bir idealidir. P maksimal oldu§undan P ∗P = R olmal�d�r. Benzer ³ekilde

P
′
= {q ∈ Q : Pq ⊆ R} kümesi için PP

′
= R olur. Buradan;
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P ∗ = P ∗R = P ∗PP
′
= RP

′
= P

′

elde edilir. Yani P ∗, P idealinin tersidir.

�imdi R'nin Asano düzen halkas� olmad�§�n� kabul edelim ve tersinir olmama özelli§ine

göre maksimal olan bir A ideali seçelim. A  P olacak ³ekilde bir P maksimal ideali vard�r.

Bu durumda A ⊆ AP−1 ⊆ PP−1 = R ve AP−1 R'nin bir idealidir. E§er AP−1 = A ise

A = AP = AP 2 = · · · ve Sonuç 4.2.3'ten A ⊆
∞⋂
n=1

P n = 0 olur. Böylece AP−1 ! A olur

ve buradan AP−1 tersinirdir. O halde A = (AP−1)P oldu§undan A da tersinir olur ki bu

bir çeli³kidir. Sonuç olarak R bir Asano düzen halkas�d�r. �

�imdi R Asano düzen halkas� için Asano üst halka tan�mlayaca§�z.

S = {q ∈ Q : R'nin qB ⊆ R olacak ³ekilde 0 6= B ideali vard�r.}

kümesini tan�mlayal�m. R ⊆ S oldu§u kolayca gösterilebilir. Ayr�ca B, R'nin s�f�rdan

farkl� tüm ideallerini taramak üzere S =
⋃
B−1'dir. Böylece;

S = {q ∈ Q : R'nin Bq ⊆ R olacak ³ekilde 0 6= B ideali vard�r.}

oldu§u söylenebilir.

I, S'nin bir sa§ ideali olsun. Bu durumda (I ∩R)S = I olur:

(I ∩R)S ⊆ I oldu§u aç�kt�r.

Tersine; bir x ∈ I alal�m. R'nin, xB ⊆ I ∩ R olacak ³ekilde 0 6= B ideali vard�r.

B−1 ⊆ S oldu§undan x ∈ (xB)B−1 ⊆ (I ∩R)S olur.

Sonuç olarak R Noether oldu§undan S de Noetherdir.

�imdi I, S'nin s�f�rdan farkl� bir çift yönlü ideali olsun. Buradan (I ∩ R)−1 ⊆ S olur.

Böylece 1 ∈ (I ∩R)(I ∩R)−1 ⊆ IS = I elde edilir. Bu durumda I = S olmal�d�r. S basit

halkad�r.

Bu bölümden itibaren R bir Asano düzen halkas�n� temsil edecektir.

Teorem 4.2.9 P , R'nin tüm maksimal ideallerini taramak üzere;

R = (
⋂
RP ) ∩ S'dir.

�spat: R ⊆ (
⋂
RP ) ∩ S oldu§u aç�kt�r.

Tersine; q ∈ (
⋂
RP )∩S alal�m. q ∈ S oldu§undan R'nin, qB ⊆ R olacak ³ekilde 0 6= B

ideali vard�r. B'yi bu özellikteki ideallerin maksimali seçelim. E§er B = R ise q ∈ R olur.

B 6= R ise, R'nin B ⊆ P olacak ³ekilde bir P maksimal ideali vard�r. Bu durumda R'nin,
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B'yi kesin kapsayan bir B
′
ideali vard�r ki B = B

′
P 'dir. Böylece qB

′
P ⊆ R ve buradan

qB
′ ⊆ P−1 olur. Ayr�ca q ∈ RP oldu§undan qB

′ ⊆ RP olur. Yani qB
′ ⊆ RP ∩ P−1 elde

edilir. Fakat;

RP ∩ P−1 = P−1P (RP ∩ P−1) ⊆ P−1(PRP ∩R) = P−1P = R

olur. qB
′ ⊆ R olur ki bu da B'nin maksimal olu³uyla çeli³ir. B = R ve q ∈ R'dir. �

Sonuç 4.2.10 I, R'nin projektif geni³ bir sa§ ideali olsun. Bu durumda;

I = (
⋂
IRP ) ∩ IS'dir.

�spat: I ⊆ (
⋂
IRP ) ∩ IS oldu§u aç�kt�r. I∗∗ = {q ∈ Q : I∗q ⊆ R} olmak üzere I∗∗ = I

oldu§unu göstermek kolayd�r. Buradan;

I∗[(
⋂
IRP )∩ ⊆ IS] ⊆ (

⋂
I∗IRP ) ∩ I∗IS ⊆ (

⋂
RP ) ∩ S = R

olur. Böylece; (
⋂
IRP ) ∩ IS ⊆ I∗∗ = I elde edilir. �

�imdi T =
⋂
RP halkas�n� ele alaca§�z. T bir asal Goldie halkas�d�r ve T 'nin bölüm

halkas� da Q'dur. Ayr�ca T 'nin Q'da bir s�n�rl� Asano düzen halkas� oldu§unu ve bura-

dan da bir Dedekind asal halka oldu§unu gösterece§iz. Bunun için öncelikle a³a§�daki iki

önteoremi ispatlayal�m.

Önteorem 4.2.11 (a) P1, P2, · · · , Pn R'nin farkl� maksimal idealleri ise

P−11 + · · ·+ P−1n = (P1 · · ·Pn)−1'dir.

(b) A ile B, R'nin birer ideali ve A+B = R olsun. Bu durumda A−1 ∩B−1 = R'dir.

�spat:

(a) (P−11 +· · ·+P−1n )(P1 · · ·Pn) = (P2 · · ·Pn)+· · ·+(P1 · · ·Pi−1Pi+1 · · ·Pn)+· · · (P1 · · ·Pn−1)

E³itli§in sa§ taraf� R'nin hiçbir maksimal idealinde kapsanmayan bir ideali olur.

Dolay�s�yla R'ye e³it olmal�d�r. Böylece P−11 + · · ·+ P−1n = (P1 · · ·Pn)−1 elde edilir.

(b) (A−1 ∩B−1)(A+B) ⊆ R'dir. A+B = R oldu§undan A−1 ∩B−1 ⊆ R olur.

A−1 ∩B−1 = R elde edilir.

�
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Önteorem 4.2.12 c, R'nin bir regüler eleman� ise R'nin sonlu tanesi d�³�ndaki tüm mak-

simal P idealleri için c ∈ C(P ) olur.

�spat: R Noether oldu§undan sol taraftaki toplam R'nin tüm maksimal ideallerini tara-

mak üzere;

∞∑
α=1

(P−1α ) ∩R =
k∑
i=1

(P−1i ) ∩R

olur. Buradan R'nin herhangi bir P maksimal ideali için;

(P−1c) ∩R ⊆
k∑
i=1

[(P−1i c) ∩R] ⊆
k∑
i=1

(P−1i c) ⊆ [
k∑
i=1

(P−1i )]c

elde ederiz. Önteorem 4.2.11'in (a) ³�kk�ndan (P−1c) ∩R ⊆ (P1 · · ·Pk)−1c olur. Böylece;

(P−1c) ∩R ⊆ (P1 · · ·Pk)−1c ∩ P−1c = [(P1 · · ·Pk)−1 ∩ P−1]c

olur. E§er 1 ≤ j ≤ k olacak ³ekildeki herhangi j say�s� için P 6= Pj ise, (P1 · · ·Pk)+P = R

oldu§undan, Önteorem 4.2.11'in (b) ³�kk�ndan (P1 · · ·Pk)−1 ∩ P−1 = R olur. Böylece

P−1c ∩ R ⊆ Rc ve buradan da Rc ∩ P ⊆ Pc elde edilir. Herhangi bir x ∈ R için xc ∈ P

ise xc ∈ Pc olur. c regüler oldu§undan x ∈ P 'dir. Buradan c ∈ C(P ) elde edilir. �

Teorem 4.2.13 T =
⋂
RP halkas� Q'da bir s�n�rl� Asano düzen halkas�d�r.

�spat: �spat� üç a³amada yapaca§�z.

(a) T s�n�rl�d�r.

(b) T Noetherdir.

(c) T 'nin s�f�rdan farkl� her ideali tersinirdir.

(a) Önceden de belirtildi§i üzere T , Q'da bir düzen halkas�d�r. �imdi X, T 'nin bir ge-

ni³ sa§ ideali olsun. Amac�m�z X'in, T 'de bir s�f�rdan farkl� ideal kapsad�§�n� göstermektir.

x ∈ X T 'de regüler olsun. O zaman a, c ∈ R ve c, R'de regüler olmak üzere x = ac−1'dir.

Ayr�ca a da R'de regülerdir. Bu durumda a = xc ∈ X olur. Böylece T 'nin her geni³ sa§ ide-

ali R'nin bir regüler eleman�n� içerir. a regüler oldu§undan X ⊇ aT = a(
⋂
RP ) =

⋂
aRP

olur. Bir önceki önteoremden R'nin sonlu tanesi d�³�ndaki her maksimal P ideali için

aRP = RP 'dir. R'nin geriye kalan maksimal ideallerinin P1, · · · , Pn oldu§unu kabul ede-

lim. Önerme 4.1.3'ten her i = 1, · · · , n için RPi
s�n�rl� oldu§undan, aRPi

RPi
'nin s�f�rdan

farkl� bir idealini kapsar. Bu ideali A(Pi) ile gösterelim.

T =
⋂
RP = RP1 ∩ · · · ∩RPn ∩ (

⋂
i 6=1,..,n

RPi
) = RP1 ∩ · · · ∩RPn ∩ (

⋂
i 6=1,..,n

aRPi
)

�imdi her iki taraftan A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ile arakesite geçersek,
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A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ∩ T = A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ∩ (
⋂

i 6=1..n

aRPi
)

elde edilir. Ayr�ca, A(P1) ⊆ aRP1 , · · · , A(Pn) ⊆ aRPn oldu§undan

A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ⊆ aRP1 ∩ · · · ∩ aRPn

olur. Her iki taraftan (
⋂

i 6=1..n

aRPi
) ile arakesite geçilirse, A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ∩ T ⊆⋂

aRPn olur. Bu durumda;

X ⊇
⋂
aRP ⊇ A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ∩ T

olur. A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ∩ T , T 'nin s�f�rdan farkl� bir ideali oldu§undan istenen

elde edilir.

(b) X, T 'nin bir geni³ sa§ ideali olsun. x ∈ X alal�m. R'nin her P maksimal ideali

için x ∈ RP oldu§undan xci ∈ X ∩ R olacak ³ekilde ci ∈ C(Pi) vard�r. Böylece α R'nin

tüm maksimal ideallerini tararken,
∑
α

xcαT ⊆ (X ∩R)T olur.

�ddia: cαT , R'nin Pα'da kapsanmayan bir idealini içerir.

{Pα}, R'nin tüm maksimal ideallerinin kümesi ve her α için cα ∈ C(Pα) olsun. Her α için

C(Pα) ⊆ C(0) oldu§undan cα R'de regülerdir. Bu durumda Önteorem 4.2.12'den sonlu tane

maksimal ideal P1, · · · , Pn için cα /∈ C(P1), · · · , C(Pn)'dir. O halde cα, RP1 , · · · , RPn 'de ter-

sinir de§ildir. Böylece her i = 1 · · ·n için cαRPi
6= RPi

'dir. Ayr�ca Pα /∈ {P1, · · · , Pn}'dir.

RPi
s�n�rl� oldu§undan RPi

'nin, A(Pi) ⊆ cαRPi
olacak ³ekilde 0 6= A(Pi) ideallerinin

varl�§�n� (a) ³�kk�nda söylemi³tik. Yine (a) ³�kk�ndakine benzer olarak;

A(P1) ∩ A(P2) · · · ∩ A(Pn) ∩R ⊆ cαT

oldu§u gösterilebilir.

Önerme 4.1.3'ten RPi
Noether, yerel, tek maksimal ideali ve Jacobson radikali PiRPi

olan halka oldu§undan RPi
'nin s�f�rdan farkl� her ideali PiRPi

'nin bir kuvvetidir. Yani;

A(Pi) = (PiRPi
)mi = Pmi

i RPi
olacak ³ekilde bir mi > 0 tamsay�s� vard�r. Buradan Pmi

i ⊆

A(Pi) ∩R olur. Dolay�s�yla;

Pm1
1 · · ·Pmn

n ⊆ A(P1) ∩ · · · ∩ A(Pn) ∩R ⊆ cαT

elde edilir. Pm1
1 · · ·Pmn

n ,R'nin her α için Pα'da kapsanmayan bir idealidir. Ayr�ca Pm1
1 · · ·Pmn

n

ideallerinin toplam� R'dir ve 1'i içerir. Buradan x ∈
∑
α

xcαT ve X ⊆ (X∩R)T olur. Sonuç

olarak X = (X ∩R)T olur. Yani T 'de geni³ sa§ ideallerin artan zinciri sonlu ad�mda du-

rur. Asal Goldie halkas�nda bu ifadeye denk olarak her geni³ sa§ ideal sonlu üretilmi³tir.
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Dolay�s�yla T 'nin her geni³ sa§ ideali sonlu üretilmi³tir. Buradan T 'nin her sa§ ideali sonlu

üretilmi³ olur. T sa§ Noetherdir. Benzer ³ekilde sol Noether oldu§u da gösterilebilir.

(c) I, T 'nin s�f�rdan farkl� bir ideali olsun. (b) ³�kk�ndan I = (I ∩R)T 'dir.

(I ∩R)−1(I ∩R)T = RT = T

oldu§undan I'n�n sol tersi vard�r. Benzer ³ekilde sa§ tersinin varl�§� da gösterilir. Yani I

tersinirdir. �

Sonuç 4.2.14 R'nin bir s�n�rl� Asano düzen halkas� olmas� için gerek ve yeter ko³ul R =⋂
RP olmas�d�r.

�spat: R s�n�rl� Asano düzeni olsun. Bir q ∈ Q alal�m. a, c ∈ R ve c, R'de regüler olmak

üzere q = ac−1 olarak yaz�l�r. Buradan qcR ⊆ R olur. R s�n�rl� oldu§undan, R'nin B ⊆ cR

olacak ³ekilde s�f�rdan farkl� bir B ideali vard�r. O halde qB ⊆ R ve q ∈ S olur. Böylece

Q = S elde ederiz. Teorem 4.2.10'dan,

R = (
⋂
RP ) ∩ S = (

⋂
RP ) ∩Q =

⋂
RP

olur. Tersi Teorem 4.2.13'den aç�kt�r. �stenen elde edilir. �
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5 G-Dedekind Asal Halkalar

Anderson ve Kang [2] ve Zafrullaf [20], R halkas� de§i³meli taml�k bölgesi iken R'nin

s�f�rdan farkl� her A ve B fractional ideallerinin

(AB)−1 = A−1B−1 (1)

e³itli§ini hangi durumlarda sa§lad�§� problemini ara³t�rm�³lar ve (1) e³itli§ini sa§layan

de§i³meli taml�k bölgelerine G-Dedekind bölge (G-Dedekind domain) ad�n� vermi³lerdir.

Akalan [1] bu problemi de§i³meli olmayan maksimal düzen halkalar�nda incelemi³tir.

R (de§i³meli olmas� gerekmeyen) maksimal düzen halkas� ve A,B R�idealler olsun. Bu

durumda, (AB)∗ ⊇ B∗A∗ her zaman sa§lan�r ve R halkas� Dedekind asal halka oldu§unda

e³itlik vard�r yani; (AB)∗ = B∗A∗ e³itli§i sa§lan�r. Fakat bu e³itlik genelde do§ru de§ildir.

Akalan, [1] makalesinde

her A,B R�ideali için (AB)∗ = B∗A∗

e³itli§inin sa§land�§� maksimal düzen halkalar�n� karakterize etmi³, bu e³itli§i sa§layan

asal Noether maksimal düzen halkalar�n� G-Dedekind asal halka (G-Dedekind prime ring)

olarak adland�rm�³t�r.

G-Dedekind asal halkalar�n s�n�f� hem Dedekind asal halkalar� hem de Noether tek

türlü çarpanlar�na ay�rma halkalar�n� (TÇH) kapsayan çok geni³ bir halka s�n�f�d�r. Ayr�ca

G-Dedekind asal olup Dedekind asal olmayan ve Noether TÇH olmayan pek çok örnek

bulunmaktad�r.

Tan�m 5.0.15 R bir maksimal düzen halkas� ve I bir R�ideal olsun. I = I∗∗ e³itli§ini

sa§l�yorsa I'ya re�eksif R�ideal (re�exive R�ideal) denir. Tersinir R�ideallerin re�eksif

oldu§u aç�kt�r.

A³a§�daki teorem G-Dedekind asal halkalar�n çe³itli karakterizasyonlar�n� vermektedir.

Teorem 5.0.16 R bir düzen halkas� olsun. Bu durumda a³a§�daki ifadeler denktir:

(1) Her A R�ideali için, A∗∗A∗ = R ve A′A′′ = R sa§lan�r.

(2) R bir maksimal düzen halkas� ve her A,B R�idealleri için (AB)∗ = B∗A∗'d�r.

(3) R bir maksimal düzen halkas� ve re�eksif R�ideallerin çarp�m� re�eksifdir.
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(4) R bir maksimal düzen halkas� ve D(R)={ re�eksif R�idealler } çarpma i³lemine

göre gruptur.

(5) R bir maksimal düzen halkas� ve her re�eksif R�ideal tersinirdir.

�spat: (1) ⇒ (2): Her A R�ideali için A∗∗A∗ = R ve A′A′′ = R olsun. R'nin maksimal

düzen halkas� oldu§unu göstermek için R'nin herhangi bir I R�ideali için Or(I) = Ol(I) =

R oldu§unu göstermeliyiz. Bir I R�ideali ve x ∈ Ol(I) alal�m. Yani xI ⊆ I olsun. Bu

durumda I∗xI ⊆ R ve I∗x ⊆ I∗ olur ki buradan I∗∗I∗x ⊆ I∗∗I∗ elde edilir. Kabulden

x ∈ R olur. Benzer ³ekilde Or(I) ⊆ R oldu§u gösterilebilir. Böylece R bir maksimal düzen

halkas�d�r.

�imdi A,B iki R�ideal olsun. B∗A∗AB ⊆ R oldu§undan, B∗A∗ ⊆ (AB)∗ kapsa-

mas� her zaman vard�r. (AB)(AB)∗A ⊆ A ve R bir maksimal düzen halkas� oldu§un-

dan B(AB)∗A ⊆ R olur ki buradan (AB)∗A ⊆ B∗ elde edilir. Ayr�ca ((AB)∗A)∗∗ =

((AB)∗A∗∗)∗∗ oldu§u kolayca gösterilebilir. Böylece (AB)∗A∗∗ ⊆ ((AB)∗A)∗∗ ⊆ B∗ olur.

Kabulden (AB)∗ ⊆ B∗A∗'d�r.

(2) ⇒ (3): C ve D iki re�eksif R�ideal olsun. CD'nin re�eksif oldu§unu ispatlamak

yeterlidir. Kabulden (CD)∗∗ = ((CD)∗)∗ = (D∗C∗)∗'d�r. Bu e³itli§e kabulümüzü tekrar

uygulayacak olursak, C ve D re�eksif oldu§undan (D∗C∗)∗ = C∗∗D∗∗ = CD e³itli§ini

elde ederiz. Buradan (CD)∗∗ = CD olur.

(3) ⇒ (4): R bir maksimal düzen halkas� ve re�eksif R�ideallerin çarp�m� re�eksif

olsun. R maksimal düzen halkas� oldu§undan, D(R) kümesi A ◦B = (AB)∗∗ i³lemi ile bir

gruptur. Kabulden A ◦B = (AB)∗∗ = AB ve böylece D(R) çarpma i³lemiyle de bir grup

olu³turur.

(4) ⇒ (5): (4) numaral� ifadenin sa§lad�§�n� kabul edelim. O halde her re�eksif R�

idealin bir tersi vard�r yani her re�eksif R�ideal tersinirdir.

(5) ⇒ (1): R maksimal düzen halkas� oldu§undan A∗∗A∗ = R oldu§unu göstermek

yeterlidir. A∗∗ bir re�eksif R�ideal oldu§undan bu e³itlik aç�kt�r. �

[1] ve [8] makalelerinde G-Dedekind asal halka üzerindeki polinom halkalar�, Rees hal-

kalar�, Ore geni³lemeleri çal�³�lm�³t�r. G-Dedekind asal halka üzerindeki grup halkalar�n�n

yap�s� ve bu halka s�n�f�n�n özelliklerinin maksimal düzen olmas� gerekmeyen halkalarda

incelenmesi problemleri ileride çal�³may� planlad�§�m�z aç�k problemlerdir.
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