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OZET

DESTEK VEKTOR MAKINELERI UZERINE BiR CALISMA

Mustafa Murat ARAT
Yiiksek Lisans, Istatistik Boliimii
Tez Damsmani: Prof. Dr. Turhan MENTES
Haziran 2014, 112 sayfa

Destek Vektor Makineleri, olusturulan ve problemin ¢6ziimiinde kullanilan etkili matematiksel
optimizasyon yontemleri sayesinde yiiksek boyutlu ve kii¢lik sayida egitim verisinden 6grenebilen
yeni nesil bir 6grenme metodu olarak Vladamir Vapnik tarafindan 1995 yilinda Onerilmistir.
Destek Vektdr Makineleri’nin dayandigi teori olan “Istatistiksel Ogrenme Teorimi”, Vladamir
Vapnik ve Alexey Chervonenkis tarafindan 1960°da 6nerilmis ve 1970°li yillarda gelistirilmistir.
Destek Vektor Makineleri, dogrusal olmayisi modellemek igin c¢ekirdek fonksiyonlarin
kullanilmasi, genellestirebilme yeteneginin yiiksek olmasi, teorik yapisimin kuvvetli ve
uygulamalarda hizli performans gostermesi nedeniyle, son yillarda, 6riintii tanimlamada, baglanim
analizinde, yiiz tanimlamada, resim ve metin siniflandirmada, veri madenciliginde, kalite kontrol
yontemlerinde, finans, ekonomi, genetik, biyoloji ve diger biyoenformatik uygulamalarda siklikla
kullanilmaya baglanmistir. Bu nedenle bu tez ¢alismasinda Destek Vektor Makinelerinin teorik alt
yapisi ve kompiitasyonel yaklagimlar detayli bir sekilde ele alinip incelenmistir. Wisconsin Gogiis
Kanseri veri seti lizerinde siniflandirma analizi ve Hollanda’nin Brabant sehrine ait elektrik yiik

verisi ise baglanim analizi i¢in kullanilarak Destek Vektér Makineleri’nin performansi tanitilmistir.

Anahtar Kelimeler: Baglanim analizi, ¢ekirdek yontemler, destek vektér makineleri, siniflandirma



ABSTRACT

A STUDY ON SUPPORT VECTOR MACHINES

Mustafa Murat ARAT
Master of Science, Department of Statistics
Supervisor: Prof. Dr. Turhan MENTES
June 2014, 112 pages

Support Vector Machines were introduced by Vladamir Vapnik in 1995 as a new-generation
technique, learning from training set which is high-dimensional and whose sample size is much
small, by creating and solving a quadratic programming problem using some novel mathematical
optimization techniques. Statistical Learning Theory, which Support Vector Machines algorithm is
based on, has been proposed in 1960s by Vladamir Vapnik and Alexey Chervonenkis and has been
literally developed in 1970s. Due to the use of kernel functions to model non-linearity, high
performance of generalization, powerful theoretical foundations and the ability to train relatively
quickly, in the last decades, this method has been utilized frequently and mostly on pattern
recognition, regression analysis, face recognition, image and text classification, data mining,
quality control and applications of finance, economy, genetic, biology and bioinformatic. In this
thesis, we discuss the theoretical basis and computational approaches to Support Vector Machines
in details. Then, we discuss its performance on Wisconsin Breast Cancer dataset for classification

and on an original electrical load data set of Brabant province of the Netherlands for regression.

Key Words: Kernel methods, support vector machines, regression, classification
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KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi matematiksel simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile

birlikte agagida sunulmustur.
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Ozellik uzay

Ozellik uzayina dogrusal olmayan haritalama fonksiyonu
Tiim olas1 girdi vektdrleri uzayi

Girdi uzaymm boyutu ( X ’nin uzunlugu veya
degiskenlerin sayis1)

Bir girdi vektort

Baglanim analizi i¢in ¢ikt1 degiskeni

Ikili stmiflandirma igin ¢ikt: degiskeni

X, test ornegi icin ¢ikt1 degiskeni

Aciklama (¢ikt1) uzayi

Hipotez (Hilbert) uzay1

Bir hipotez (baglanim, tahmin, karar) fonksiyonu

X ’1, Y ’e haritalayan tiim olas1 fonksiyonlar uzay1

Cekirdek fonksiyonu

aciklayici

K’nin S = {7(1, Xyyuems )?n} egitim kiimesi ile siirlandirilmasi

Doguran ¢ekirdekli Hilbert uzay: (DCHU)
H, DCHU’da bir i¢ ¢arpim ve norm
Oklid uzayinda bir nokta carpimi
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1. GIRIS

Genel anlamda veriden Ogrenme, sonlu sayida egitim verisi kullanarak tahmin
fonksiyonunun Ogrenilmesini saglayan O6grenme makinesi veya algoritmasinin
olusturulmasi olarak tanimlanir. Ogrenme isleri genel olarak smiflandirma, baglanim
(regresyon), kiimeleme ve nitelik ¢ikarimi gibi islemleri kapsar. Makine Ogrenmesi
yontemleri istatistiksel acidan dagilimdan bagimsiz olarak calisabilen yontemlerdir. Bu
teknikler de kendi iginde egitimli ve egitimsiz Ogrenme yontemleri olmak iizere
simiflandirilabilir.  Klasik istatistiksel yOntemlere gore olusturulan baglanim ve
siiflandirma uygulamalari, olasilik dagilim fonksiyonlarina dayali bir takim varsayimlara

gore calisir.

1930 ve 1960 yillar1 arasinda gecen 30 yil, parametrik ¢ikarsamalar i¢in "altin ¢ag”dir. Bu
siire boyunca istatistik ¢ikarsamalara tek bir yaklasim hakim olmustur: olasiliksal bir
dagilima dayali c¢ikarsama yaklagimi. Ancak, 1960'larda, bilimsel ve uygulamali
problemlerin ¢dziimiinde bilgisayarlarin kullaniminin yayginlagsmasiyla, arastirmacilar, ilk
defa, cok degiskenli 6zel modelleri analiz etmeye veya daha kesin yaklasimlar elde etmeyi
denemeye baglamiglardir. Yapilan tim bu c¢aligmalar, olasiliksal dagilima dayali
yontemlerin bazi sebeplerden dolayr yetersiz oldugunu gdstermistir. Bu sebeplerden ilki
yiiksek boyutlu ve ¢ok degiskenli problemlerin bilgisayarla analizinde ortaya ¢ikan ve R.
Bellman tarafindan isimlendirilen boyut laneti (the curse of dimensionality)'dir [1]. ikinci
sebep ise, gercek hayattan elde edilen verilerin analizinde, Tukey'in de belirttigi gibi, bu
verilerin  istatistiksel  bilesenlerinin  sadece klasik dagilim fonksiyonlar1 ile
tanimlanamayacagidir. Uygulamada bu verilerin dagilimlan farklilik gosterebilir ve analiz
esnasinda, etkili bir algoritma insa etmek isteyenlerin bu farkliligi g6z Oniine almasi

gerekmektedir.

Dagilima dayali yontemlerle yasanan zorluklarin kesfi istatistik biliminde bir doniim
noktas1 olmustur. Bu kesif ile birlikte istatistik biliminde veri analizi (data analysis)
denilen yeni bir yonelim dogmustur. Veri analizinde amag, arastirmacilarin veriden
timevarimsal ¢ikarsamalar yapmasina yardimci olmaktir. Bu nedenle, verinin
gorsellestirmesi, siiflandirilmasi, tahmin edilmesi ve kiimelendirilmesi gibi birgok amag
icin ¢esitli yeni teknikler gelistirilmistir. Bu tekniklerin ilki 1958 yilinda fizyolog F.
Rosenblatt tarafindan 6nerilen bir 6grenme makinesi (bilgisayar programi) olan Algilayict

(Perceptron)’dir [2]. Algilayict algoritmasi, en basit 6grenme problemi olan dogrusal



siiflandirma (Oriintii tanimlama) problemini ¢ézmek i¢in kullanilmistir. F. Rosenblatt en
basit Orneklerle bu algoritmanin genellestirilebilecegini  gostermistir.  Algilayic
algoritmasindan sonra bir¢cok farkli 6grenme makinesi literatiirde Onerilmistir. Hi¢ biri
Algilayici algoritmasindan daha kotii genellestirilebilme potansiyeline sahip degildir ancak
hi¢ birinin norobiyolojik bir benzerligi bulunmamaktadir. Tiim bu makinelerin ortak
ozelligi ise Deneysel Risk Minimizasyonu (Empirical Risk Minimization - DRM)’na
dayanmasidir. DRM prensibi gergek riskin yansiz bir tahmin edicisi olan ve egitim
verisinden hesaplanan deneysel riskin minimize edilmesine dayanir. Ancak deneysel riski
minimize eden birgok hatta sonsuz sayida fonksiyonun bulunabilmesi ve bu tiimevarimsal
¢ikarsama yonteminde agirt uyumun siklikla karsilagilmasi yeni bir risk minimizasyonunun

olusturulmasina neden olmustur.

Dogasi geregi, elde edilen veri sonlu ve kisithidir. Genellikle bu verinin dagilim tek bicimli
(uniform) bir yapiya sahip degildir. Problemin ¢ok boyutlu olmasi ise girdi uzayinda (input
space) verinin seyrek bir dagilim sergilemesine neden olmaktadir. Sonug olarak, bu
problemin kétii konumlanmus (ill-posed) bir problem oldugunu séylenebilir [3]. Ayrica
daha iyi bir egitim i¢in daha ¢ok egitim verisinin kullanilmas1 gerekmektedir. Egitim verisi
yeterince biiyiik oldugu zaman (sonsuza yakin), egitim hatasi ¢ok kiiclik (sifira yakin)
olabilir. Fakat egitim kiimesi ¢ok kii¢iikk ise, egitim hatasi oldukga biiyiilk olacak ve
o0grenme makinesinin verdigi sonug¢ giivenilir olmayacaktir. Eger egitim veri kiimesi
giiriiltli igeriyorsa, egitim hatasini azaltmak i¢in daha ¢ok egitim verisine ihtiya¢ duyulur.
Kecman (2001) [4], 6rneklem boyutunun belirlemek i¢in egitim veri sayisinin Vapnik-
Chervonenkis (VC) boyutuna oranini kullanmistir. Ancak, uraya kadar dikkat edilen
durumlar sadece egitim hatas1 diisiliniilerek planlanmistir. Genelleme hatas1 olarak bilinen,
test verisi lizerindeki hata veya 6grenme yonteminin genelleme kapasitesi hi¢ hesaba
katilmamustir. Eger giris veri kiimesi ¢ok boyutlu ve veriye ait karakteristik fonksiyon g¢ok
karmasik ise, 6grenme isleminde daha ¢ok veriye ihtiya¢ duyulur. Ayrica boyut laneti, girig
uzaymin boyutunu da arttiracaktir. Yapay Sinir Aglart (YSA) gibi geleneksel 6grenme
makineleri yontemlerinin yeterince egitim verisine sahip olma ihtiyaci, diisiik yakinsama
orani, yerel minimuma takilma problemi ve agz:  uyum/eksik  uyum

(overfitting/underfitting) gibi birgok eksiklikleri de vardir [5].



Bu gibi problemlerin ve eksikliklerin var olmasi yeni bir O0grenme makinesinin
gelistirilmesi ihtiyacin1 ortaya ¢ikarmistir. Tiim bu sebepler nedeniyle Destek Vektor
Makineleri (DVM) yiiksek boyutlu ve kiigiik sayida egitim verisinden 6grenebilen yeni
nesil bir 6grenme metodu olarak Vladamir Vapnik tarafindan 1995 yilinda tanitilmistir.
DVM’nin dayandigi Istatistiksel Ogrenme Teorisi, Vladamir Vapnik ve Alexey
Chervonenkis tarafindan 1960’11 yillarda baslayip 1970°li yillarda gelisen basarili bir
calismanin iirtiniidiir. DVM, genellestirebilme yeteneginin yiiksek olmasi, teorik yapisinin
kuvvetli ve uygulamalarda yiliksek performans gostermesi bakimindan son zamanlarda
Oriinti tanimlamada, baglanim analizinde, yliz tanimlamada, resim ve metin
smiflandirmada, veri madenciliginde, kalite kontrol yontemlerinde, finans, ekonomi,
genetik, biyoloji ve diger biyoenformatik wuygulamalarda siklikla kullanilmaya

baslanmistir.

Bu tez ¢alismasinin amaci DVM’nin teorik alt yapisinin detayli bir sekilde incelenmesidir.
Tezin organizasyonu su sekildedir. Ikinci boliimde ¢ekirdek yontemler ve cekirdek

yontemlerinin tanimlandig1 uzaylarin 6zellikleri detayli bir sekilde anlatilmistir.

Uciincii béliimde, 6grenme algoritmalarin teorik alt yapisimi teskil eden istatistiksel
Ogrenme teorisinden ve bazi 6grenme algoritmalarinin dayandigi DRM’den bahsedilip, bu
tiimevarimsal prensibin avantajlari ve dezavantajlari tartisilmistir. Daha sonra, neden DVM
icin yeni bir yaklagima ihtiya¢ duyuldugu anlatilmis ve DVM’lerin dayandigi Yapisal Risk
Minimizasyonu (YRM) prensibinden bahsedilip olusacak karesel problemlerinin ¢6ziimii

i¢in dordiincli boliime gegilmistir.

Dérdiincii boliimde DVM’nin temelleri hakkinda ayrintili bilgi verilerek, siniflandirma ve
baglanim problemlerinin olusturulmasit gereken optimizasyon problemleri tanitilip bu
problemlerin ¢6ziimleri gosterilerek global ¢6ziimiin nasil garanti edildigi ayrintili olarak
aciklanmistir. Ik olarak iki smif igin dogrusal siniflandirma problemi ele alinmis ve
dogrusal siniflandirma formiilasyonlari insa edilmistir. Dogrusal siniflandirmanin miimkiin
olmadigr durumlarda kullanilan, DVM’nin temelini olusturan ¢ekirdek kavramindan
bahsedilmistir.  Cekirdek  fonksiyonlar1 ile, girdi uzayinda dogrusal olarak
simiflandirilamayan verilerin, ozellik uzayina (feature space) haritalama yapilarak dogrusal
olarak smiflandirilabilmeleri saglanmistir. Ayni islemler baglanim ¢6ziimlesi igin

gergeklestirilmistir ve boliim sonlandirilmistir.



Besinci boliimde ise, iki siniflt bir gogiis kanseri veri seti iizerinde DVM ile siniflandirma
ve Hollanda’nin Brabant sehrine ait elektrik yiik verisi iizerinde Destek Vektor Regresyonu
(DVR) kullanilarak kisa donemli tahminlerin elde edilmesine iliskin uygulamalar

gosterilmis olup, sonuglar yorumlanip tartigilmistir.



2. DESTEK VEKTOR MAKINELERI iCIN CEKIRDEK
YONTEMLER

Cekirdek yontemlerinin tiimii, bir ¢ekirdek fonksiyonu yardimiyla, X girdi uzayinda
bulunan egitim veri kiimesini ayirici siniflandirma ve baglanim ile F ozellik uzayina
aktarir. Bu aktarma dolayl1 haritalama veya izdiisiim ile yapilir. Haritalama ve izdiisiimden
kasit, girdi uzayinda dogrusal olarak ayrilamayan verinin, 6zellik uzay1 olarak tanimlanan
yiiksek boyutlu bir uzayda goriintiillenmesidir. Dolaylidan kasit ise orijinal girdi uzayinda
calisirken, 6zellik uzayinda gerekli hesaplamalarin yapilmasidir. Bu yiiksek boyutlu 6zellik
uzayimin her bir koordinati, arastirmacinin elinde bulunan veriyi tanimlayan bir 6zellikten
olugsmaktadir. Cekirdek fonksiyonu, bu koordinatlar1 hesaplamak yerine veri noktalarindan
olusan ikililer arasindaki bir i¢ ¢arpimi hesaplar. Yapilan bu islem, koordinatlarin
bulunmasindan daha ucuz ve daha kolaydir. Bu yaklasim ¢ekirdek hilesi (kernel trick)
olarak da bilinir. DVM, Gauss-tipi Siiregler, Fisher'in Dogrusal Diskriminant Analizi,
Temel Bilesenler Analizi, Kanonik Korelasyon Analizi ve Ridge Regresyon cekirdek

fonksiyonu ile galisabilen bazi algoritmalardir.

2.1. Egitimli Ogrenme

Egitimli 6grenmenin ilk adima,
S={2i7yi}?:l’ Xiex y yIGY

biciminde gosterilen bir egitim veri kiimesi olusturulabilecek bir olayin veya rastgele
slirecin gozlemlenmesidir. Burada Y, bagimli degisken veya cevap degiskeni olarak
adlandirilir. Yapilacak siniflandirma veya baglanim analizine gore Y , ¢ikti veya tanim
uzayi, kesikli veya siirekli deger alir ve bu uzaymn biiyiikliigii R *dir. Ancak, 6grenme
algoritmasinin bircogunda k =1 olarak kabul edilir [6]. X, ise bagimsiz degisken veya

aciklayici degisken olarak isimlendirilir. X girdi uzayi, sonlu boyutlu bir reel uzaydir ve

R ile gosterilir. Burada d, aciklayic1 degiskenlerin sayisidir.

Ikinci adim ise, X girdi uzaymda tanimli {X }",

gozlenen girdiler ile bu girdilere karsilik
gelen ve Y agiklama uzayinda tamimh {y,}, gozlenen ¢iktilar arasinda f : X —Y olacak
bicimde bir baglanti bularak, bu olayr veya rastgele siireci modellemektir. f
hipotez/tahmin fonksiyonu (hypothesis/prediction function) yapilacak olan analiz tiiriine
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gore (siniflandirma veya baglanim) karar fonksiyonu veya baglanim fonksiyonu olarak
adlandinlir. Diger bir ifadeyle, f(X)=max, P(y|X) bi¢imindeki bilinmeyen kosullu

olasilik yogunluk fonksiyonu tahmin edilmek istenilmektedir. Bu hipotezin gozlenen
egitim kiimesi iizerinde bir tiir hata 6l¢iistinii minimize etmesi ve ayni zamanda basit bir
fonksiyonel forma sahip olmasi istenir. Bunun i¢in ilk kosul, f:X —Y baglantisinin
gbzlenen bir veriden cekilerek olusturulmasmin saglanmasidir. Ikinci kosul ise,
genellestirilemeyen veya test orneklerinin ¢iktilarini dogru bir sekilde tahmin edemeyen
karmasik bir fonksiyonun olusup, egitim kiimesinde asiri uyuma neden olmasinin

engellenmesidir.

f hipotez fonksiyonunun karmasikligi, hipotez uzayinin kapasitesi sinirlandirilarak
kontrol edilebilir. Yani, girdi ve ¢ikt1 uzaylar1 arasinda X ’i Y ’e haritalayan tiim olas1

fonksiyonlarinin uzayr Y* ’in bir alt kiimesi, hipotez uzayr H cY”* olacak sekilde

secilmelidir. Bu alt kiime, f:X —Y baglantistnin iyi bir tahmini olan hipotez

fonksiyonunu kapsayacak sekilde; ayn1 zamanda gereksiz bir karmasikliga sahip ve ayrica,
gozlenen veriye iyi uyum saglayan ancak genellestirilebilme potansiyeli oldukg¢a diisiik

olan fonksiyonlar1 kapsamayacak sekilde olmalidir.

2.2. Ozellik Uzayinda Dogrudan Gériintiileme

Gozlem uzayindan almman egitim veri kiimesinin karmagikligi, kullanilacak herhangi bir
Ogrenme algoritmasinin performansini etkileyebilir. Bu nedenle, ¢cogu zaman, verilen veri
kiimesi i¢in uygun tahmin fonksiyonu bu algoritmalar tarafindan bulunamayabilir. Bu gibi
durumlarda verinin bir sekilde diizenlenmesi ve Ogrenmenin miimkiin kilinmasi
gerekmektedir. Verinin dogrusal yapida olmamasi veya istenilen bigimde bulunmamasi

veriyi manipiile etme ve/veya yiiksek boyutlu uzayda goriintillemeyi gerektirmektedir.

Sekil 2.1°de iki-smifli bir siniflandirma verisi, verinin dogrusal yapida olmamasina 6rnek

gosterilebilir. Bu veri kiimesi R?:x? +x; =1 ile dairesel karar simrlarina sahiptir. Bu

nedenle, bu veri R® dzellik uzayma, ¢(x1,x2):(xf,\/§x1x2,x22) ile karesel haritalama

kullanilarak dogrudan aktarilir ve dogrusal olarak ayrilabilir olmasi saglanir. Boylece
dogrusal bir algoritma, doniistiirme yoluyla dogrusal olmayan bir veride kullanilabilir ve
sadece dogrusal yontemler kullanilarak karesel (yani dogrusal olmayan) fonksiyonlar ile

caligilabilir. Bu stratejiye dnisleme (preprocessing) adi verilir ve makine dgrenmesinin ilk



yillarindan beri popiiler konumdadir [7]. Ancak, buradaki sorun, &grenmeye devam

etmeden Once, haritalama fonksiyonu ¢ ‘nin Onceden secilmesidir. Bu Ornekte karesel

fonksiyonlar kullanilarak dogrusal yontemlerin kullanilabilecegi gosterilmistir. Fakat bu

ornekte oldugu gibi ili¢ katsayili bir karesel fonksiyon yerine, ¢ yiiksek dereceli bir

polinom olarak secilirse, daha karmasik karar fonksiyonlarina yaklasim saglanmasi
miimkiindiir. Ancak, bu durum, 6zellik uzaymnin boyutunun yiikselmesine ve serbest
degiskenlerin sayisinin artmasina neden olacaktir [8]. Elimizde bulunan 70x70 piksel
Oriintiilerden olusan bir girdi uzaymi, yiiksek boyutlu bir 6zellik uzayma haritalamak
istedigimizi digiinelim. Dogrusal olmayis1 5’inci dereceden tek terimliler olarak segersek
eger, elimizdeki girdi uzaymin boyutu 4900 satirdan olusacagindan, ozellik uzayimnin

(5 +4900 —1}

boyutu ~2.3x10" olacaktir. Boyle bir o6zellik uzayinda c¢alismak

imkansizdir. Bu nedenle, bazi durumlarda haritalamanin kendisinin kullanilmasi verimsiz

olabilir.
1
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Sekil 2.1. Ozellik uzayina haritalama

Verinin 6zellik uzayina aktarilmasinda 6nemli olan, yeni bir uzayda haritalanan verinin
gosterimi ve bu gosterime denk gelen fonksiyonun tanimlanmasidir. Dogrusal bir
algoritma ile dogrusal olmayan iliskileri 6grenmek igin, dogrusal olmayan ozellikler

kiimesinin se¢ilmesi ve egitim verisinin yeni bir gosterimle tekrar yazilmasi gerekmektedir

[9].



#(+) eH , egitim kimesindeki girdiler X, € X {izerinde tanimli dogrusal olmayan bir

haritalama fonksiyonu olsun. Kullanilan egitim veri kiimesi asagidaki gibi gosterilirse,
S={%, v}, eX,y ey
yiiksek boyutlu bir 6zellik uzayinda dogrudan haritalanan bu verinin yeni gosterimi ise,

{6(%), Y} p(X)eH, y ey

biciminde olacaktir. Ancak, her bir girdi Orneginin teker teker ozellik uzayinda
haritalanmas1 sirasinda bazi problemlerle karsilagilabilir. Bu problemlerden en sik

rastlanani hesaplamaya dayalidir ¢iinkii ¢ haritalama fonksiyonu veri kiimesindeki her bir

eleman1 sonsuz boyutlu 6zellik uzayina tasiyabilir.

2.3. Cekirdek Tabanh Sonlu Ozellik Uzay
Dogrudan haritalama ile sonsuz boyutlu 6zellik uzayma gitme problemini engellemek

amaciyla, dolayli haritalama yapilmasi uygundur. ¢:X — J# haritalama fonksiyonu ile
her bir egitim 6rnegi X 'nin teker teker @(x.) ozelliklere haritalanmasi yerine, ¢ekirdek

yontemleri kullanilarak, veri, ikili 6l¢limler kiimesi olarak yeniden ifade edilebilir.
K:XxX—>R (2.1)

Esitlik (2.1)’de verilen K ¢ekirdek fonksiyonunun, X sonsuz uzayinda tanimlanmasi
miimkiindiir. Bu nedenle bu ¢ekirdegin tanim kiimesi, S egitim kiimesindeki gézlemler ile

sinirlandirilabilir ve boylece sonlu bir ¢ekirdek elde edilebilir.
Ks: % xX;, >R, Vi:l<i<n

(%, %) > Ks (%, %

Yukarida goriildiigii gibi bu ¢ekirdek X, ve X; gibi iki veri noktasmi, benzerliklerini

karakterize eden gergel bir sayiya gotiiriir [10]. Bu nedenle, sonlu ¢ekirdekler, elemanlari

kj =K (X, X;) eR olacak bigimde nxn boyutlu kare bir matris olarak gosterilebilir.

Gram matris olarak da isimlendirilen bu matrise, Cekirdek Matrisi (Kernel Matrix) adi

verilir.



Ky Ko oo K
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K, K, ... K,

Cekirdek gosterimi basta sezgisel olmayan bir yontem gibi goriilebilir ancak ¢ haritalama

fonksiyonunun dogrudan kullanim iizerinde birgok faydasi vardir. Ilerleyen boliimlerde
anlatilacag lizere, bu iki yontem aslinda birbirlerinin aynisidir ve ayni zamanda, her pozitif
tanimli ¢ekirdek fonksiyonu i¢in uygun bir 6zellik uzayr (Esitlik (2.40) ve Esitlik (2.44))
ve dolayli bir haritalama (Esitlik (2.31)) vardir. Dikkat etmek gerekirse, bu tiir
kargilastirma fonksiyonlari, sadece pozitif tanimli ¢ekirdekleri kullanmak igin
sinirlandirilmistir. Boylece karesel programlama problemine ait ama¢ fonksiyonunu
basitlestiren ¢ekirdek hilesi kullanilabilir ve ana sonuca ulasilabilir. Bu hile, pozitif
tanimliligin gerek ve yeter kosul oldugu Mercer Teoremi (Teorem 2.3) ile miimkiindiir
[11]. Ayrica, verinin yapisina bagli olarak, gozlemlerin tekil gdsterimlerini bulmak, ikili
karsilastirmalarin1 hesaplamaktan daha maliyetli ve zaman alic1 olabilir. Cogu zaman ise,
ikili karsilagtirmalar1 bulmak, tek tek her nitelik igin vektoér kullanmaktan daha faydalidir
[10].

Girdiler bir i¢ ¢arpim uzayinda tanimlanmalidir. Burada, bir i¢ ¢arpim benzerlik 6lgiitiiniin

en basit halidir. Boylece X; ve X; girdilerinin bir i¢ carpimi alinirsa, asagidaki dogrusal

karsilastirma fonksiyonunu elde edilir [10].
K (%, %, )= (X, X, )x (2.3)
Eger X reel vektor uzayinda tanimliysa, bu i¢ ¢carpim, nokta ¢arpimi olarak hesaplanir.
K, %) =(0%-X;) (2.4)
||5(’,|| ve H)*(J H sirastyla, X ve )'('J. vektorlerinin normlar1 olmak {izere, nokta g¢arpimui,

geometrik olarak, ()?i-)?j)=||)?i||“)?j“cose formiilii ile bu vektorler arasindaki acinin

kosiniistinii  verir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, bu vektorlerin birim

(normallestirilmis) vektdrler olmasidir, yani, |[%[ = \j< X, %) = \/(7(. -% ) =1"dir.



Eger i¢c carpimlar, X girdi uzayinda iyi tanimlanmamais ise, ilk olarak yapilmasi gereken
islem, gozlenen girdilere ¢ gibi bir haritalamanin uygulanmasi ve bu girdilerin bir i¢

garpim uzayina yansitilmasidir. Daha sonra asagidaki gibi bir karsilastirma fonksiyonu

kurulabilir.
K(%, %) =A%), g D = (%) - h(X;) = p(%)" #(X;) (2.5)

Bu haritalamanin yapilmasinin sebebi, i¢ ¢arpim uzaymda bulunmayan bir girdinin veya
ortintlintin herhangi bir nesne (object) olabilmesidir. Bir i¢ ¢arpimi veya nokta ¢arpimini,
benzerlik 6l¢iitii olarak kullanabilmek igin, ilk olarak, bu girdilerin veya oriintiilerin, H
gibi bir i¢ carpim uzayinda vektor olarak gosterilmesi gerekmektedir. H uzay1 burada
Ozellik uzayidir. Bir i¢ carpim uzaymin simetrik olma ozelliginden dolayi, burada da

cekirdek fonksiyonu simetrik 6zellige sahiptir.
KX, X;) = (@(X), (X)) = (#(X;), 6(%)) = K(X;, X) (2.6)

Ayni zamanda bu fonksiyon Cauchy-Schwarz esitsizligini saglar.

K (% %) = (8(%), 6(%,)* <[ (%) (%)
< (PR PEINHX,) H(R) (27)
<K(%, %K (X, X;)

Ancak, bu iki kosul, her ¢ekirdek fonksiyonu i¢in bir 6zellik uzaymin varligini garanti
etmez [12]. Bu nedenle, Mercer [11] calismasinda, K(X;,X;) gibi bir simetrik fonksiyonun,

¢ekirdek olmasi igin gerek ve yeter kosullar verilmistir. Bu konu sonraki alt boliimlerde

detayli olarak verilecektir.

2.4. Hilbert Uzaylari
Hilbert uzaylari, icerisinde uzakliklarin! ve acilarn? iyi tamimlandigi, tam i¢ ¢arpim

uzaylaridir. Bir Hilbert uzayi, tim h,g eH fonksiyonlari ig¢in tanimlanmis <h,g) i

carpima sahip bir fonksiyon uzayidir. Dogrusal uzaylarda, bir i¢ ¢arpim yardimiyla

! Her i¢ carpim uzay1 bir normlu uzaydir ve her normlu uzay bir metrik uzaydir.
d(%, %) =[% = %[ = (& =%, (% = %))

? Burada agilardan kasit (X; - X;) = ”Z || H)ﬁ(J H C0S @ *dur.
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Il =(h,h)”, gibi bir norm da tanimlanabilir. Burada “tam" ifadesinden kasit, bu

fonksiyon uzayinda bulunan her Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir.

TANIM 2.1. (CAUCHY YAKINSAKLIK KRITERI) h eH olacak bigimde her {h},

dizisinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu dizilerin Cauchy Kkriterini

saglamasidir. Her £>0 igcin oyle bir N(g) sayisi vardir ki, her n,m>N(g) igin

||hn - hm”H <& saglanmir ve uzay iginde lims, € H seklindeki bir limite yakinsar.

N, H gibi bir Hilbert uzaymin kapali bir alt uzay: olsun (Sadece ve sadece N =N
oldugu zaman, N kapalidir denir). O halde bu alt uzayin dik tiimleyeni N i kapali

dogrusal bir alt uzay olarak tammmlayabiliriz (N bir alt uzay ise, N* da kapali bir alt
uzaydir) [13].

N*={leH|(,g)=0,vg e N}

Burada, (g, g) =0 oldugu tek 6rnek, g =0 olmasidir. Bu durumda, N AN* ={0}"dir. Bu

durum bir celiski kurularak ispatlanabilir. Sifir fonksiyonunun N A N* kesisim uzayinda
oldugu asikardir. Ciinkii her fonksiyon uzayr sifir fonksiyonu kapsar. Ancak, N N*

kesisim uzaymin sifir olmayan bir g fonksiyonuna sahip oldugunu diisiinelim. Bu g
fonksiyonu, N ’nin elemamdir, ayn1 zamanda N*’{in de bir eleman1 olacaktir. N L N*

oldugundan g 1 g olup, (g,g)=0"dir. (g,g) =0 olmasi ||g||2 =0 anlamma gelmektedir.

Sadece sifir fonksiyonunun normu sifir oldugundan, g =0 olacaktir. Bu nedenle N A N*

kesisim uzayi sifir fonksiyonundan baska bir fonksiyona sahip olamaz.

N ’nin kapalihgt N ile dik timleyeni N* ’iin dik toplami, H Hilbert uzayma esit
olacaktir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, hem N hem de N*’iin kendilerinin de

birer Hilbert uzay1 olmasidir.
H=N®N"'={g+l|geNveleN'} (2.8)
Ancak, bu iki alt uzayin birlesimi, H Hilbert uzayini kapsamak zorunda degildir.

NUN*cH (2.9)
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Bu nedenle H uzaymda tanimli herhangi bir h fonksiyonu, diger iki fonksiyonun toplami

seklinde yazilabilir.
h=g+l, geNveleN" (2.10)

Boylelikle, her H Hilbert uzayi, iki farkli (sifir vektorii hari¢) kapali dogrusal alt uzaya
Esitlik (2.10)’daki gibi pargalanabilir. Ancak, bu pargalama ikiden fazla birbirlerine dik alt
uzaylar i¢in de yapilabilir.

Zorn On savi [14] ve Gram-Schmidt diklestirme yontemi geregi, her Hilbert uzay: bir

ortonormal (birimdik) tabana sahiptir. Ancak, bir Hilbert uzay1 sadece sayilabilir bir

ortonormal tabana sahip ise iki ve ikiden fazla alt uzaya ayrilabilir.

Sonlu bir Hilbert uzayi, {h,h,,...,h, € H} seklinde bir kiimeye sahip olsun. Bu kiimenin

ortonormal olabilmesi i¢in asagidaki ilk iki 6zelligi saglamas1 gerekmektedir:

1. Normallestirme: ||hi||=l, Vi igin.

Kiimede bulunan her elemanin birim vektor olmasi1 gerekmektedir.

2. Diklik: ¢h,h:y=0, i=]j icin.

Kiimede bulunan her elemanin birbirine dik olmas1 gerekmektedir.

Bu iki kosulu saglayan vektorler sistemine, ortonormal sistem veya ortonormal kiime
denir. Bu tiir sistemler her zaman dogrusal bagimsizdir. Boylelikle, H uzayinda bulunan
her fonksiyon, bu sabit elemanlarin dogrusal birlesimi seklinde yazilabilir. Bu da tamlik
ozelligidir.
3. Tamlik: VheH, He,,,,....,a; R} 0Oyleki h :Zocihi . Bu sekilde olusacak
i=1
fonksiyonlar kiimesine, H uzayinin sonlu dogrusal germesi (finite linear span)

nedir ve H uzayinin bir alt uzayidir. Eger bu sonlu dogrusal germe H uzayinda
yogunsa, {h,h,,...h € H} kiimesine tam ortonormal kiime denir. Tamim geregi,
eger bu sonlu dogrusal germenin kapaliligt H uzayimnin tiimiiyse, bu sonlu dogrusal

germe H uzaymda yogundur (dense) [15].

Yukaridaki kosullar1 saglayan en biiyiik (maximal) ortonormal kiimeye, H Hilbert uzaymnin

ortonormal tabani denir.

Hilbert uzay1 sonlu boyutlu fonksiyon uzayi ise, sonlu sayilabilir bir ortonormal tabana

sahiptir ve kapalilig1 uzayin timii olan, sayilabilir yogun alt kiimeye sahiptir. Bu durumda
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bu Hilbert uzay: kolaylikla iki ve ikiden fazla alt uzaya pargalanabilir. Boylece, uzaydaki
her fonksiyon ve bu fonksiyonlar {izerinde tanimli her dogrusal isle¢ (operatdr) matris

formunda gosterilebilir.

2.5. Dogrusal Fonksiyoneller
Degiskenleri de fonksiyon (6rnegin hipotez fonksiyonu f : X —Y ) olan fonksiyonlara,

fonksiyonel denir. F ile gosterilen bir fonksiyonel, F:H(X - Y) - R gibi bir
dontigimdir. H Hilbert uzayindan alinan elemanlar, R uzayinda gergel sayilara
doniistirilir. Dogrusal fonksiyoneller ise, toplama ve skaler ile ¢arpma islemlerinin

korundugu dogrusal vektor uzaylari tizerinde tanimlanmustir.
Flh +a,h) = F(h)+a,F(h,), Vh,h,eHveVe,a,eH

Toplanip Slceklendirilebilen fonksiyoneller kiimesinin kendisi de 7 gibi bir vektor uzay1

kurabilir.

F(h)+F(a,h) = (e F + o, F)(h), VFE,F,er, YVheH, Vao,a,eH

TANIM 2.2. (DEGERLENDIRME FONKSIYONELI) &,[f]:H(X) =Y ile gosterilen
bir degerlendirme fonksiyoneli, uzayda bulunan her f e H hipotez fonksiyonunu, tanim

kiimesinde bulunan X e X gibi sabit bir noktada hesaplayan (degerlendiren)

fonksiyondur.

g[f]1=f(X) (2.11)

Hipotez uzayindaki noktasal yakinsama degerlendirme fonksiyonunun siirekliligini saglar.
f.(X)> f(X), WXicin=>g[f]l>eg[f], VX igin (2.12)

F fonksiyonelinin ¢ekirdek uzayr (¢cek) ve goriinti uzayr (gor) asagidaki sekilde

tanimlanir:
Qekf ={heH|F(h)=0}

Gor, ={F(h)|heH}

13



Bu fonksiyonelin ¢ekirdek ve goriintii uzayi, sirasiyla, H tanim kiimesinin ve R deger
kiimesinin alt uzaylaridir. Rank-Nullity Teoremi’ne [16] gore, tanim kiimesinin boyutu,

cekirdek ve goriintii uzaylarinin boyutlarinin toplamina esittir.
Boyut(H) = Boyut(Cek ) + Boyut(Gor, )
Dogrusal bir fonksiyonel,
|}"(h)|]R < 05||h||H , VheH igin

olacak sekilde sabit bir & >0 reel sayisi varsa bu dogrusal fonksiyonel sinirhidir denir. Bu
esitsizligi saglayan en kii¢iikk « sabitine bu dogrusal islecin normu adi verilir. EK olarak,

bir dogrusal isleg, sadece ve sadece siirekli oldugunda siirlidir. Bir Hilbert uzayinda bir
fonksiyonlar dizisinin, sabit bir fonksiyona yakinsadigini yani h. — h iken ||hi —h||H —0
oldugunu varsayalim. Bu durumda, F smirli dogrusal fonksiyonel i¢in siireklilik Olgiitii
asagidaki gibidir:

Ve>0,3N(e) e N, dyleki Vi > N(e)

|F(h)-F(h)|=|F(h —h)|<a|h -h], >0 (2.13)

{h,h,,...,h eH}, H gibi bir Hilbert uzay: i¢in ortonormal taban olsun. he H olacak

bicimde herhangi bir vektor, bu tabanin elemanlarinin dogrusal kombinasyonu seklinde su

sekilde yazilabilir:

h=> agh =) (h,h)h
i=1 i=1
Burada esitligin ikinci kism1 asagidaki gibi elde edilir.
<h’ h'> = <Zi:1aihi ! hi >?Zi:1ai <hi ! hJ' >fa1

Burada, (a) esitligi bir i¢ carpimin dogrusalligindan ve siirekliliginden, (b) esitligi ise bu
tabanin dik olmasi 6zelliginden gelmektedir. Bu nedenle, sonsuz boyutlu bir Hilbert
uzayinda tanimli herhangi bir dogrusal ve siirekli bir fonksiyonel, ortonormal bir taban

kullanilarak, dogrusal fonksiyonellerin dogrusal bir bi¢imi seklinde yazilabilir.

F) =Y aFh) =D (h)Fh) =D hhFh) (214)
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TANIM 2.3. (iZ DUSUM ISLECI) G ve L, H gibi dogrusal bir vektor uzayinin alt
uzaylar: olsun. Burada L, G ’nin timleyen alt uzayi ise, H uzayindan h e H olacak

sekilde bir vektor se¢ildiginde, bu h vektorii, h=g+1, geG, |l €L olacak bicimde

par¢alanabilir. H=G®L e G ve L alt uzaylarimin dik toplami denir. Bu par¢alama
islemi, sadece ve sadece GNL={0} oldugunda tektir. Bir izdiisiim P:H — L ile

gosterilen ve H uzaymnda bulunan noktalart Ph=gq ile H 'den, G alt uzay1 boyunca, L
alt uzayina haritalayan dogrusal bir islectir. Burada, P’nin goriintii uzayr L, ¢ekirdek

uzayr ise G ’dir. Boylelikle, P* =P saglanir. Yani izdiigiimiin iki kere uygulanmas: ile
elde edilen sonug, bir kere uygulanmasiyla elde edilen sonug ile aymidir. P idempotenttir.

(1 =P) isleci ise, H uzayinda bulunan noktalari, L boyunca, G’e haritalayan tiimleyen bir

izdiigtimdiir. Eger G ve L kapalr alt uzaylari, yani izdiigiim iglecinin goriintii ve ¢ekirdek

uzaylart birbirlerine dik ise, bu izdiisiim diktir denir. Bu durumda, P isleci, 6z-esleniktir (
<PX, y> = <X, Py), X,y e H icin). Oz-eslenik islecler ayni zamanda normal isleclerdir.

Dik izdiisiim isleci zorunlu olarak simirlidir.

P izdisim islecinin {izerinde tanimlandigt H uzay1 eger sonlu-boyutlu ise, yani

boyut(H)=n ise, P isleci de sonlu boyutludur ve girdileri, L alt uzaymin taban

vektorlerinin bir fonksiyonu olan nxn boyutlu bir matris olusturur. Bu matrise, izdiisiim
matrisi ad1 verilir. Sekil 4.2'de X matrisinin W agirlik vektoriine dik izdiisiimii goriilebilir.

Bu durumda, izdiisiim matrisi su sekilde verilir:

wowW'

" ]

Burada, orijinden gegen (boylelikle esik/egilim degeri b=0'dir.) $ ayirict hiperdiizleme

paralel, W'a dik herhangi bir vektor sifira haritalanir. O halde bir dik izdiisiim,

~ =T
P.X = (ﬁWTJ X
] ]

seklindedir, ki bu da Esitlik (4.6) ile verilen vektor izdiisiimiine esittir.

L kapali alt uzaymnin {a,a,,..,a} gibi ortonormal bir tabana sahip oldugu

varsayildiginda, izdlisiim matrisi, siitunlari, ortonormal tabani kuran vektorlerden olusan

A, matrisinin karesidir ve su sekilde hesaplanir:
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P =AA =[alal..la][alal.la]

Eger tabandaki vektorler ortonormal degilse, izdiisim matrisi, P = ApAg :

normallestirilerek elde edilir.
R=AAA)A

Bu matris kullanilarak dogrusal baglanimdaki normal denklemler elde edilir.

2.6. Hilbert Uzaymmin Duali
H Hilbert uzay1 tizerinde F:H — R gibi tanmimlanan tim dogrusal fonksiyonellerin

olusturdugu uzaya, H uzaymn dual uzay1 adi verilir ve genellikle H™ ile gosterilir. Bu
Hilbert uzaymda tanimli i¢ carpim kullanilarak, dogrusal (sinirli) bir fonksiyonel su sekilde

tanimlanabilir;

*

fé(‘):<9">H eH

Esitlik (2.1)’de verilen uzaydaki K, = K(X,-) € H gibi bir ¢ekirdek fonksiyonu tiirlinden
tanimlanmis fonksiyonel ise, X € X girdi vektorii i¢in agagidaki gibi yazilabilir.

*

‘7:Kx~('):<K>‘<">H eH

Dolayisiyla g e H (veya K(X,-) € H) gibi her elemanin, dual uzay H" ’da karsilik gelen
dogrusal sinirli bir fonksiyoneli vardir.

*

g—->7F()=(g,), €H

H Hilbert uzayi iizerinde taniml biitiin dogrusal smirl: fonksiyonellerin H™ dual uzay1 da

bir Hilbert uzayidir ve orijinal uzaymn ortonormal tabaninin bir fonksiyonu olan dual bir
tabana sahiptir [13]. H ve H” uzaylar1 izomorfiktir, yani, H uzaymnda bulunan her

eleman, H™ dual uzayinda karsihk gelen bir elemana sahiptir. Bu ifadenin tersi de

dogrudur. g € H gibi bir taban vektoriiniin karsilik geldigi fonksiyonelin ¢ekirdek uzayi
asagidaki gibidir ve bu uzay, H uzayinda, g ’ye dik tim vektorlerden (sifir vektorii dahil)

olusur.

Gek, ={heH | (h)=(h.g), =0} (2.15)
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Bu g vektorii, kendisi disinda diger tiim taban vektorlerine dik oldugu i¢in, olusacak

¢ekirdek uzaymin boyutu, H uzayinin boyutundan bir kiigiiktiir. Burada, Boyut(H)=n
oldugundan, Boyut(Cek,)=n-1’dir. Bu nedenle, bu ¢ekirdek uzayma dik bir uzaymn

boyutu ise, Rank-Nullity Teoremi’ne gore 1°dir, yani, Boy((Gek,)")=1"dir.

TEOREM 2.1. (RIESZ GOSTERIM TEOREMI) Bir Hilbert uzayimn dual uzayindan

elde edilen en onemli sonug¢ Riesz Gosterim Teoremi’dir. Bu teorem, Hilbert uzayr H ile
onun siirekli dual uzayr H™ arasindaki onemli iliskiyi gosterir. H Hilbert uzayinda

tammh simirli ve siirekli her dogrusal fonksiyonel F , rp € H gibi sabit, tek ve sifir

olmayan bir vektor ile bir i¢ ¢carpim olarak yazilabilir. Burada r, 'ye F ’'nin gostergesi

denir [17].
. eH:F(h)=(r,h) eH", VheH (2.16)
Degerlendirme fonksiyoneli i¢in Riesz Gosterim Teoremi ise su sekildedir:

VXeX,ar, eH: f(X)=¢g[f]1=(r,, f>H eH", vfeH (2.17)

2.7. Fonksiyonel Uzayin Arka Plani
Fonksiyon uzaylarint ve Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylari’n1 (DCHU) tanimlamadan

once, fonksiyonel analizden birkag terimin tanimi1 bu boliimde verilecektir [18].

TANIM 2.4. (FONKSIYON UZAYI) F ile gosterilen bir fonksiyon uzayi, elemanlar:

fonksiyon olan bir uzaydir, yani f R ->R.

TANIM 2.5. (iC CARPIM) F bir fonksiyon uzayt olsun. <,> cFxF >R ile gosterilen
bir i¢ ¢carpim, her f,geF ve aelR icin, asagidaki ozellikleri saglayan bir

fonksiyondur.
1. Simetrik: (f,g)=(g, f)

2. Dogrusal: <0¢1f1+052 fz,g> =0(1< fl,g>+a2<f2,g>
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3. Potitif-tanimh: Biitiin f e F icin (f,f)>0 ve (f, f)=0 sadece ve sadece f =0

TANIM 2.6. (NORM) F bir fonksiyon uzayt olsun. ||-||:.7:—>R ile gosterilen bir norm
her f,geF ve aeR igin, asagidaki ozellikleri saglayan ve negatif olmayan bir
fonksiyondur.

1. |f]=0 ve |f|=0 sadece ve sadece f =0

2. |t +gf<[t]+]gl

3. [af]=lalf]

Bir norm, bir i¢ carpim ile || f || = < f,f > seklinde tamimlanabilir.

TANIM 2.7. (KARESi INTEGRALLENEBILIR FONKSIYONLAR) Hilbert
uzaylarina en iyi érnek sonsuz boyutlu L*(Z) verilebilir. L*(Z), 6lciim uzayinda tammi,

gercel degerler alan, karesi integrallenebilir, Lebesque 6l¢iilebilir fonksiyonlar ailesidir ve

asagidaki gibi gosterilebilir.

[|f(2) dz <+0 (2.18)

Z

TANIM 2.8. (¢ -CEBRI) Z bir kiime olsun. Bir o -cebiri, asagidaki kosullar: saglayan
Z kiimesinin alt kiimelerinin bogs kiimeden farkl, tiimleyen ve sayilabilir birlesim altinda

kapali, ¥ gibi bir sinifidir.
1. &,Z2eX

2. SeX=S%eX (S°, S kiimesinin tiimleyenidir.)

3. S,exn=12..,=(JS, ex

i=1

TANIM 2.9. (OLCULEBILIR UZAY) Z bir kiime ve ¥, Z ’nin alt kiimelerinin bir o -

cebiri olmak iizere (Z,%) ikilisi l¢iilebilir uzaydr.
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TANIM 2.10. (OLCUM VE OLCUM UZAYI) Z bir kiime ve X, Z ’'nin alt kiimelerinin
bir o -cebiri olmak iizere, 1:%—>R" fonksiyonu, asagidaki ozellikleri sagladigi takdirde
bir olciimdiir denir.

1. ,u(@) =0

2. S, €, j=12,.., ayrik kiimeler ise, u sayilabilir toplamsaldur.

ﬂ{osj}:iﬂ(sj)

(Z, Z, ,u) ticliistine ol¢iim uzayr ad verilir.

(Z,%, 1) dlgiim uzay iizerinde tanimhi L*(Z) Karesi integrallenebilir fonksiyonlardan

olusan sonsuz boyutlu uzayda, Z nin tanim kiimesi [a,b] gibi kapali aralifa veya (a,b)
gibi agik araliga sahip olmasi farklilik yaratmaz. Her iki durumda u(Z)=b—a ile aym

Lebesque olciisiine sahiptir ¢iinkii agik bir kiimenin kapaliligi sifir dlciisiine sahiptir.

Daha genel olarak, Z=R" sonlu boyutlu reel uzaymnin kapali veya agik herhangi bir alt
kiimesi Lebesque Slgiilebilirdir ki bu durumda L*(R") uzay1 sonsuz boyutludur (Eger o -

cebiri £ sonsuz sayida elemana sahipse, L*(Z) uzay: da sonsuz boyutludur). Béylelikle

karesi integrallenebilir fonksiyonlar asagida verilen Lebesque integrali kullanilarak bir i¢

carpim uzay1 olustururlar.

(f.9)e = f(2)9(2)du(@), f.g:Z->R (2.19)

z

f,gel®(Z,2, 1) i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi nedeniyle bu integral mevcuttur. Ek

olarak uzay1 tamlayan (complete) bir norm ve uzaklik 6lgiitii asagidaki sekilde tanimlanir.

Bu norma ayni zamanda L -norm adi verilir.

be!
1]l = (. ). =(j f (Z)Zd,u(f)j (2.20)

Z

|f -9 = \/f( f(2)-9(2) du() (2.21)
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L?(Z), Z’de tanimli karesi integrallenebilir tiim fonksiyonlar kapsar.

7
12(Z) = f:Z—>R|||f||L2:4/(f,f>L2:(jf(i)zdy(Z)J <40 (2.22)

z

L*(Z) fonksiyon uzay: bir Hilbert uzayidir ¢iinkii toplama altinda kapali bir i¢ ¢arpim

uzayidir.
f.gel’(2)= f+gel?(2)

L*(Z) fonksiyon uzay1 Riesz-Fischer Teoremi geregi tamdir [19]. Baska bir deyisle, bu
fonksiyon uzayinda bulunan her Cauchy dizisi yakmsaktir. {h,h,,....,h e H} , karesi

integrallenebilir fonksiyonlarin Cauchy dizisi ise, bu fonksiyon uzayinin asagidaki kosulu

saglamas1 gerekmektedir.

1im [ —h,

i,j—>o

b
Lz:JJ@ng[j(hi(Z)—hj(Z))zdy(Z)J =0

Bu durumda Cauchy dizisinin ortalama limiti olan he H gibi karesi integrallenebilir bir

fonksiyon vardir.
%
ggng[j(hi(2>—h(2>)zdu(7)j =0

Riesz Gosterim Teoremi’nden (Tamim 2.4), L* uzayinda tanimli her simirli, gergel-degerli,

dogrusal fonksiyonelin asagidaki formda yazilabilecegi kolaylikla goriilebilir.

ar, e *(2): F(9) =(r,.9) . :jrf(z)g (2)du(@), vgel’(2) (2.23)

L*(Z) fonksiyon uzay: asagidaki gibi genellestirilebilir.
R
LP(2) =1 f:Z>R||f|° = ﬂf(z)\ du(z) | <+ (2.24)
Z

Burada dikkat edilmesi gereken en 6nemli nokta sadece p =2 oldugunda olusan uzayin
bir Hilbert uzay1 olmasidir. L nin bir Hilbert uzay1 olmasi sebebiyle, bu uzay sayilabilir
bir ortonormal tabana sahiptir ve boylelikle parcalanabilirdir. Bunlara ek olarak, tanim
kiimesi kompakt dayanaga sahip oldugu siirece, siirekli fonksiyonlar da, L* uzaymda
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yogundur. Yani, L* uzaymdaki herhangi bir fonksiyon, bir siirekli fonksiyon tarafindan
dogru bir sekilde tahmin edilebilir. Temelde, L* uzay1, Esitlik (2.20) ile verilen norm ile

C° siirekli fonksiyonlar uzayinm Cauchy tamlamasidir [20].

Herhangi bir X tanim kiimesi {izerinde, K 'ninci dereceden tiirevlenebilen, gergel degerli
siirekli fonksiyonlarin olusturdugu uzay C*(R*) ile gosterilsin. C° siirekli fonksiyonlar
uzayidir. C* tiirevi de siirekli olan siirekli fonksiyonlar uzayidir. C iki kez tiirevlenebilen
fonksiyonlar uzayidir. C” ise sonsuz defa tiirevlenebilen diizgiin (smooth) fonksiyonlar
uzayidir. L* ve C° uzaylar arasindaki en biiyiik fark, C° uzayr Cauchy tam degildir,
boylelikle, bir Hilbert uzayr degildir ( C°[0,1] bir Banach uzayidir. Bir Banach uzay
normlu bir tam vektér uzayidir. [0,1] kapali araligi, a<b olacak sekilde herhangi bir
[a,b] kapali araligma homeomorfiktir yani topolojik olarak aymdirlar. Boylelikle C°[0,1]
ve C°[a,b] de aymdirlar. C°[0,1], herhangi bir i¢ ¢arpimdan olusmayan supremum norm
ile tamdir. Bu supremum norma herhangi bir i¢ ¢arpima karsilik gelmedigi i¢in bir Hilbert

uzay1 degildir). Onceden de bahsedildigi gibi, L* uzayi, C° siirekli fonksiyonlar uzayinmn

Cauchy tamlamasidir, diger bir ifadeyle X kiimesi {izerinde taniml: siirekli fonksiyonlar,

L*(X) uzaymnda yogundur.

2.8. Normlu Uzaylar

Bu béliimde, u Olciisiiniin sayma Olgiisii oldugu, boylelikle integral yerine toplamanin

kullanildig1 L” uzaylarmin 6zel bir durumunu ele alinacaktir. Aslinda, sayilabilir sonsuz
uzunluga sahip Z gibi bir vektor ile gosterilen dogal sayilardan gergel dogruya (N — RR)

giden bir fonksiyona ulasilir. O halde bu fonksiyona ait I? -norm denilen ve ||||p ile

gosterilen norm agagidaki gibi tanimlanir.

o ] Yp
. - Sl

Yukaridaki serinin yakinsamasi Z vektoriine baghdir. Bu nedenle, 1° uzayi, sonlu (" -

norma sahip, sonsuz uzunluklu Z vektorlerinin olusturdugu bir kiimedir.

1"2)={zeZ:|Z, <o}
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I” uzayinin biiyiikliigii p'e baghdir ve burada 1< p <oo'dur. Ornegin, |”, biitiin smirl

dizilerin olusturdugu bir uzaydir ve biitiin diger |® uzaylarinin {ist kiimesidir. I', tiim
mutlak toplanabilir yakinsak olusturdugu bir uzaydir. 12, tiim karesi toplanabilir yakinsak
dizilerin olusturdugu bir uzaydir. 1° ise tiim sifir dizilerinin (sifira yakinsar) olusturdugu
bir uzaydir. Tiim bu |? dizileri arasinda sadece ve sadece |° karesi toplanabilir diziler
uzay1 bir Hilbert uzayidir ciinkii asagidaki sekilde yazilabilen 1-normu, diger normlar
aksine bir i¢ carpimdan dogmaktadir. Bu norma ayni zamanda Oklid normu da

denilmektedir (Iki vektdr arasindaki uzaklik bulurken olusan norma da Oklid uzaklig1 adi

verilir).

00

|22 = Z|zi|2 < 400

i=1

=

|

I” karesi toplanabilir diziler uzay1 ayn1 zamanda bir DCHU’dur.

2.9.Kompakt ve Oz-eslenik Islecler — Spektral Teorem

Dogrusal cebir, sonlu boyutlu uzaylar iizerinde calisan islecler icin gerekli tiim bilgiyi
saglamaktadir. Sonsuz boyutlu uzaylar i¢inde durum daha da karmagsik bir hal almaktadir.
Ancak, sonlu boyutlu uzaylar i¢in iretilmis teorilerin gegerli oldugu sonsuz boyutlu

uzaylar {lizerinde islem goren islegler de vardir. Bu tiir isleglere kompakt islegler denir.

TANIM 2.11. (KOMPAKT ISLECLER) Bir Hilbert uzayindan, diger bir Hilbert

uzaywina tanumly simrly (siivekli) dogrusal bir isle¢ T : L*(R*) — L*(R*) verilsin. Bu islec,
L*(R*) tamm kiimesinin sunirly herhangi bir altkiimesinin elemanlarina uygulansin. Eger,

L2(R*) ’in smirlt her S altkiimesi igin, olusan goriinti uzayimn kapalilig,
{(Tf): f eS}c L*(RY)

kompakt (tam ve tiimel sinirly) veya olusan bu goriintii uzayr prekompakt (tiimel sinirly) ise
T isleci kompakttir denir. Her kompakt dogrusal isle¢ sinirlidr, dolayisiyla siireklidir. T

kompakt ise, oz-eslenigi de kompakttir.
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TANIM 2.12. (OZ-ESLENIK ISLECLER) Eger T gibi bir dogrusal islec T" ile

gosterilen adjointine esit ise (T =T"), bu dogrusal isleci oz-esleniktir denir. Yani,
(Th,g)=(h,T"g)

‘dir. Bir 6z-eslenik islecin tiim 6z degerleri gerceldir. Sonlu boyutlu bir uzayda, bir oz-

eslenik isle¢, ayni zamanda eslenik simetriktir.

F:h —><g,Th>, Vvh,g e H gibi siurl (siirekli) dogrusal bir fonksiyonel tanimlayan her

T islecinin adjointinin varlig1 ve tekligi Riesz Gosterim Teoremi’nden gelir.
ar. eH: F(h)=(g,Th), =(r.,h) eH’, VheH
Bu durumda, T *g =r,  dir.

Kompakt ve 0z-eslenik isleclerini tanimladiktan sonra, sira, bu isleglerin goriintii
uzaylarmin tabanlarinin var oldugunu gostermeye geldi. Bu gosterim Spektral Teoremi ile

yapilir.

TEOREM 2.2. (SPEKTRAL AYRISIM TEOREMI) T :H, — H, gibi gsterilen her
kompakt, oz-eslenik isle, f eH gibi Hilbert uzayinda tamimli bir fonksiyona

uygulandiginda, bu fonksiyon asagidaki gibi bir spektral ayrisima sahip olur.

Tf =3 oP, [fleH (2.25)

i=1
Burada «; "ler karmasik sayr ve B, [f] f 'nin H; iizerine dik izdiisiimii olacak sekilde her

H., Hy 'nin kapali bir alt uzayidir.

Birbirlerine dik ve birbirlerini tiimleyen tiim bu alt uzaylarin (tanim kiimesinin ¢ekirdek

uzay1 veya H, sifir 6z uzay1 hari¢) dik toplamu islecin goriintii uzayina esittir.
Hy=H,®H,®H,®---

T isleci kimi zaman o&zayrisim (eigendecomposition) denilen asagidaki ayrisimi da

yapabilir.
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Tg =vg, (2.26)

Burada, ¢; ’ye bu isle¢ icin 6zfonksiyon, v, ’e bu islecin 6zdegeri denir. T islecinin
Ozfonksiyonlar1 goriintii uzaymin tam, sayilabilir ortonormal bir tabanini olustururlar.

Boylelikle, her H, alt uzayi, ayn1 6zdegerlerden olusmus 6zfonksiyonlarin bir tabanina

sahip olur. Bu durumda Esitlik (2.25)’teki ayrisim su sekilde yazilabilir:

Tf =3 0,P [f]eH (2.27)
=1

Bu durumda, ng[f], f ’nin g, dzfonksiyonu lizerine dik izdiigiimudiir. Farkli alt uzaylar

ilgili 6zfonksiyonlar birbirine dik olan farkli 6zdegerlere sahiptir.
H, # Hj =0, #; :><gi,gj>H =0

Ancak bunun tersi dogru degildir; Birbirine dik iki 6zfonksiyon ayni 6zdegere sahip
olabilir ve ayni alt uzay icin taban vektdrleri olabilir. Islecin tanim kiimesi sonlu n -boyutlu
bir uzay ise, bu uzaya ait n tane 6zfonksiyon ve ilgili 6zdeger vardir. isle¢ pozitif taniml

ise, 0zdegerler de pozitif gergel sayilardir ve tiimiiyle yakinsaktir.

Ornegin, f e ?(R*) gibi tek bir fonksiyon ve bu uzaymn Y gibi sinirl bir alt uzay

alinsin. Bu sinirl alt uzay bir birimlik kapali bir top (an unit closed ball) olabilir.

Y={f,gel’(R*):|f-g

. 31}

T kompakt operatdriin, Y sinirli alt uzayindaki tiim elemanlara uygulanmasi sonucu,
kapalilig1 kompakt olan bir goriintii uzay1 olusur, yani sonlu boyutludur. T islecinin, Y
'daki herhangi bir fonksiyona uygulanmasi sonucu olusacak yeni fonksiyon, Esitlik (2.25)
veya Esitlik (2.26)'daki gibi dik taban vektdrlerinin sonlu dogrusal kombinasyonu seklinde

yazilabilir.

2.10. integral isleci

Bu boéliimde bir fonksiyona yapilacak doniisiime iliskin temel bilgiler verilecektir. Aslinda
amag, bir fonksiyonun, manipiile edilmesi zor olan bir uzaydan, manipiile edilmesi daha
kolay olan basit fonksiyonlarin bir toplam1 seklinde gosterilebilecek bir uzaya doniistimiinii

saglamaktir. Eger varsa, ilgili bir ters doniisiim isleci ile bu fonksiyon daha sonra orijinal
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uzaya geri dondiiriilebilir. Ilk olarak bu doniisiim isleci ve bu islece bagh cekirdege ait

tanimlamalar yapilacaktir.

TANIM 2.13. (INTEGRAL ISLECI) K gibi bir cekirdek fonksiyonuna sahip olunsun.

u Lebesque dlgiisii olmak tizere, bir fonksiyon uzayindan digerine asagida verilen
doniisiim tim T € L2(X) ’ler icin hemen hemen her yerde gegerli ise, T, : LI>(X) — L2(X)

dogrusal isleci bir integraldir.

(TeF)()=[K(X)F (X)du(%) (2.28)

X

Goriintii uzayt sonlu boyutlu ise, T, integral doniisiimii, girdi fonksiyonu f ’nin
gosterimini, ¢ikti fonksiyonu (TK f) olarak degistirir. (TK f ) , dik taban fonksiyonlarinin

sonlu bir kiimesinin dogrusal bir birlesimi olarak yazilir.

[ |

(TKf):Zn:aifi oyle ki, (f,, f;)=0, Vi, j<b (2.29)
i=1

TANIM 214, (POZITIF TANIMLILIK) Sifirdan farkli  herhangi  bir
Cc= [Cl,Cz,...,Cn ]T eR" katsayr vektorii icin, bir gergel simetrik nxn boyutlu K matrisinin
ilgili karesel formu pozitif ise, bu K matrisi pozitif tanimlidr denir. Yani,

D > ccK(%, %) >0
i=1 j=1
‘dir. Calismanmin amacina uygun olarak, burada, K ¢ekirdegi, iki degiskenin gercel degerli
bir fonksiyonudur.
KiXxX >R, (X,X)—>K(X,X)

James Mercer, integral islegleri ile ilgilendigi igin, sonlu-boyutlu kesikli karesel form
yerine, sonsuz boyutlu karesel bir form kullanilirsa, asagida verilen pozitif ¢cekirdek tanimi

elde edilir.
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TANIM 2.15. (POZITIiF CEKIRDEK) X , R ’nin kompakt bir alt kiimesi olsun. K
gibi simetrik bir ¢ekirdek, asagidaki kosulu sagliyorsa, bu cekirdek X iizerinde pozitif

tammidir.

[[KEy T (X) f(y)du(X)du(y)>0, vfel’(X)

X

Bir sonlu ¢ekirdek X x X uzayindaki vektorlerin olasi tiim sonlu kiimeleri iizerinde pozitif

tanimliysa, bu ¢ekirdek pozitiftir. Ek olarak, tanim kiimesinde bulunan tiim fonksiyonlar

pozitif ise ( f >0), integral isleci de T, f >0 pozitiftir. Bu durumun tersi de dogrudur.

TANIM 2.16. (SUREKLI CEKIRDEK) K €C°(X x X) gibi bir ¢ekirdek, asagidaki

kosulu sagladiginda, (b,C) e X x X gibi bir noktada siireklidir denir-.

Ye>0,36 >0,
VX, S5eX,b-5<X<b+5,E-5<X<C+S (2.30)
— K(b,6)—e<K(X,5) <K(b,6)+e

Eger K cekirdegi simetrik ise, T, integral isleci 6z-eslenik olmalidir. Bunun igin
<(TK f), g>L2 :< f ,(TKg)>L2 oldugu ispatlanmas: gerekmektedir. f,g e H gibi iki hipotez

fonksiyonu olsun.
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Burada, (a) esitligi Esitlik (2.19)’dan gelmektedir. (b) esitligi ise Tamim 2.13.’teki Integral
Isleci tanimindan olusturulmustur. (c) esitligine Fubini Teoremi uygulanmstir. Daha ileri

gidilip, K ¢ekirdeginin siirekli oldugu varsayilirsa, karesi integrallenebilir 6zelliginden,
o o2 o =
[ 1K (%) du(X)d () <o
X X

elde edilir. Bu 6zellik geregi bu integral isleci ayn1 zamanda bir Hilbert-Schmidt islecidir.

Bu durumda, X x X tanim kiimesinin herhangi sinirli bir alt uzay1 i¢in, T, integral isleci

altinda olusan goriintii uzaymm L*(X) uzaymda prekompakt oldugu kolaylikla gériilebilir.

Bu durumda Esitlik (2.28) ile verilen T, integral isleci kompakttir.

Ozet olarak, K ¢ekirdegi simetrik, pozitif ve karesi integrallenebilir oldugu zaman, T,
integral isleci pozitif, 6z-eslenik ve kompakttir. O halde Teorem 2.2. ile verilen Spektral

Ayrisim Teoremi geregi, T, integral isleci negatif olmayan 6zdegerlere sahiptir, boylelikle
bu ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ( ¢;,6,,65,... ), tim bu 06zfonksiyonlarin
normallestirildigi ||gi ||L2 =1 varsaymu altinda, L°(X) goriintii uzaymmn tam, sayilabilir

ortonormal bir tabanini olustururlar.

2.11. Cekirdeklerin Karakterize Edilmesi
Cekirdek fonksiyonlarini karakterize eden en onemli teorem Mercer Teoremi’dir [11].

K(X,S), X tlizerinde tanimli simetrik bir fonksiyon olsun. O halde, bir 6grenme problemi
icin K =(K()"(i , )"())n . gibi bir matris yazlabilir. A, K matrisinin 6zdegerlerini
i,j=

kapsayan kosegen matris olmak {lizere, K simetrik oldugundan, K=VAV"' seklinde
parcalanabilir. Burada, V , siitunlar;, K matrisinin 06zdegerlerine Kkarsilik gelen
0zfonksiyonlardan olusan dik bir matristir. Bu pargalamaya 6zdeger parcalanmasi da denir
[21]. Biitiin 6zdegerlerin negatif olmadig1 varsayilirsa, Ozellik haritalamasi su sekilde

yapilabilir.

$:% > (Jor6 (X) 0,6, (%), P

O halde, 6zellik uzayinda iki fonksiyonunun L* i¢ ¢arpimu,

(00,96 = Y0 (V. (8) = K(X,9) @3y
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elde edilir. Buradan goriildiigii tizere, K(X,S), ¢ 0zellik haritalamasina karsilik gelen bir

¢ekirdek fonksiyonudur. Bu durumda, 6zellik uzayinda bir i¢ ¢arpimin bir g¢ekirdek
fonksiyonu olarak yazilabilecegi soylenebilir. Mercer Teoremi ise bu durumun tersini
ispatlar ve pozitif, siirekli ve simetrik bir ¢ekirdegin, sonsuz boyuta dolayli bir sekilde

haritalanan girdi vektorlerinin bir i¢ ¢arpimina ayrisabilecegini gosterir.

TEOREM 2.3. (MERCER TEOREMI) Egsitlik (2.26) daki gibi bir oz-ayrisima sahip
pozitif, dz-eslenik ve kompakt T, integral isleci tamimlayan, X x X gibi kompakt bir tanim
kiimesi iizerinde bulunan K e ? (X X X) gibi pozitif (Tanim 2.15), simetrik (Esitlik (2.6)),
ve stirekli (Tamm 2.16) cekirdek fonksiyonlari icin asagidaki bes kosulun saglanmast
gerekmektedir.
1. {01,02,...}e|1: Ty integral isleci kompakt oldugu icin, ozdegerler dizisi mutlak
yvakinsak olmalidr.

2. v, >0,Vi: Biitiin 6zdegerler tam pozitif olmalidur.

3. ¢ eLl”(X): Tiim ozfonksiyonlarin g;: X — R her biri sinwrlandirilmis olmahdur.

4 supfs

\» <0: Tiim dzfonksiyonlarin olusturdugu kiime de sinirli olmahdir.

5. V§,7(eX:K(§,i):iuigi(§)gi()?):<¢(§),¢()?)>L2,i,j:1,2,...,n . Burada, (5)

tiim (X,y) € X x X noktalart i¢in mutlak ve diizgiin yakinsak olmalidir [22].

Vs, XeX: Ilmsup K(S,%)— Zug, ki (X)[=0,i,j=12,...,n

i=1

ISPAT T, integral isleci kompakt oldugu igin, ortonormal bir tabanin varligini garanti

eden Spektral Ayrisim Teoremi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar cinsinden yazilabilir.
(Tes))(s j (5,0) (F)du(t) =04 (5) (2.32)
Ozfonksiyonlar, L*(X) i¢in ortonormal bir taban kurdugundan,

leille =\{sisi) Ig. “du(x)=1 (2.33)
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esitligi yazilabilir. Mercer Teoremi’nin birinci kosulu, besinci kosuldan ve K € L (X x X)

gibi bir ¢ekirdek fonksiyonunun sinirlilik (kompakt bir tanim kiimesi iizerinde siireklilik ile
aynit anlama gelir) Ozelliginden gelir. S=X olarak kabul edilir ve teoremin besinci

kosulundaki ¢ekirdek genislemesinin her iki tarafinin integrali alinirsa,

0

J @v&(%)a(%)jdu(%):gui & (%) du(x)=30

X i=1

— (2.34)
= [K (X, %)d u(X) <0

elde edilir. f >0=T, f >0 ’dan hareketle, Mercer Teoremi’nin ikinci kosulu, T, integral
islecinin pozitif tanimli olma 6zelliginden gelmektedir.

Bu teoremin figilincii ve dordiincii kosullar1 ise, kompakt bir tanim kiimesi iizerinde
bulunan ¢ekirdegin ve 6zfonksiyonlarin siireklilik 6zelliginden gelmektedir. Eger v, #0

ise, ilgili 6zfonksiyonlar X {izerinde siireklidir.

Esitlik (2.32)’den, ¢;(5)= é(TKgi )(5)= 1(.[ K(s,t), (f)dy(f)} olmak iizere,

i Ui

Ve>0,35>0:X-y|<5=

|Ui| X

‘dir. Burada son esitsizlik, K ¢ekirdek fonksiyonunun siireklilik 6zelliginden gelmektedir,

boylelikle,

K(X,5)-K(V,s )| farki keyfi olarak kiigiik segilebilir.

29



2.12. Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylar:

Bir DCHU, DVM algoritmast i¢in c¢alisan bir hipotez (fonksiyon) uzayidir. Gézlem
uzayinda bulunan elemanlar, var olan ayirma veya baglanim probleminin tanimlanmasi ve
¢ozlimil icin gerekli olan yapiyr saglamak tizere, DCHU’ya haritalanirlar. Bu DCHU’da
herhangi bir gozlem bir o6zellige doniistiiriilebilir. Bdylece gozlem uzayindan alinan
herhangi bir kiime i¢in genel temsili bir uzay olusturulur. Ozelliklerin aldiklar1 dolaysiz
form, dolayli bir sekilde bir i¢ carpim olarak gosterilebilecek iki gozlem arasindaki
cekirdeklestirilmis uzaklik olgtlistidiir. Aslinda, DCHU, kisitlandirilmig bir Hilbert uzayn,
ilgili pozitif taniml bir ¢ekirdek fonksiyonu ile birlestirir [23].

TANIM 2.17. (DOGURAN CEKIiRDEKLIi HILBERT UZAYI) R* iizerinde noktasal
tamimli bir Hilbert uzayinda, her degerlendirme fonksiyoneli [f]: H(X) >R siirekli ise,
bu Hilbert uzayi, DCHU ’dur.

Hipotez uzayinda bulunan fonksiyonlarin yakinsak serileri noktasal yakinsak olmalidir.

Yani,

If,— ], »0=limf (X)-f(X)=0, ¥XeX (2.36)

n
n—o

‘dir. Bu kural her Hilbert uzay1 i¢in saglanmasa da, tim DCHU’lar i¢in gecerlidir. Esitlik
(2.12)’de hipotez uzayindaki noktasal yakinsamanin degerlendirme fonksiyonunun
stirekliligini sagladigr gosterilmisti. Siirekli bir fonksiyonel ayni zamanda sinirli oldugu
icin, Riesz Gosterim Teoremi’nden sabit bir X e X noktasindaki her fonksiyon
degerlendirmesi, Esitlik (2.17)’yi saglayan r, gibi sabit bir gosterge fonksiyonuna
sahiptir.

Bunlara ek olarak, bir DCHU’daki norm yakinmasinin noktasal oldugu kolaylikla
goriilebilir [24].

|f,— ], >0=lim £, (X)=limg[f ]=limg[f]= f(X), VXeX (2.37)

Esitlik (2.37)’deki ikinci esitlik, degerlendirme fonksiyonelinin siireklilik 6zelliginden ve

f.’nin f ’e norm halinde yakinsadigi varsayimindan gelir.
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TANIM 2.18. (DOGURAN CEKIRDEK) Tiim X € X noktalar: icin asagidaki kosullart
saglayan, 1?(X x X) gibi bir Hilbert uzayina ait K ¢ekirdek fonksiyonu dogurandr.

1. WXeX,K;=K(X,-)eH : Xe X gibi bir noktada sabit olan bir ¢ekirdek, bir

Hilbert uzayr iizerinde fonksiyondur.

2. VfeH ve VXe X olmak iizere dogurganlik ozelligi su sekilde saglanir:

(1.K)= 1 (%)
ve dzellikle, herhangi bir §,X e X icin,
<K§,Ki>:<K(§,-),K()?,-)>:K(§,7()

elde edilir.

Doguran ¢ekirdek tanimi kafalarda birkag soru yaratabilir. Bu g¢ekirdegin, bir DCHU ile
iliskisi nedir? Bu ¢ekirdek var midir? Varsa, tek midir? Bu ¢ekirdek hangi 6zelliklere

sahiptir? Bu sorularin cevabi asagidaki boliimde verilecektir.

Doguran ¢ekirdegin tek oldugu, Tanim (2.18)’den hemen goriilebilir. Eger bir doguran
cekirdek varsa, bu ¢ekirdek tektir.

Doguran bir c¢ekirdegin varligim1 gostermek icin ise, bir DCHU’da degerlendirme
fonksiyonelinin kendisinin de bir i¢ ¢arpim olarak yazilabildigini sdyleyen Riesz Gdsterim
Teoremi kullanilir. Bu durumda tanim geregi, &,[ f] degerlendirme fonksiyoneli i¢in K,

tek bir gostergedir.

vxe X, 3K, eH: F(R) =g f1=(f,K,), <|K,

f],, VifeH (238)

HK HK !

Dikkat edilirse, burada, gosterge fonksiyonu r, , K; = K(X,) gibi bir ¢ekirdek fonksiyonu

formuna sahiptir. Bu durumda, Doguran Cekirdekli bir Hilbert Uzayi’ndaki her fonksiyon,
fonksiyonun kendisi ve ilgili doguran ¢ekirdek fonksiyonunun bir i¢ ¢arpimi olarak

yazilabilecegi sdylenebilir.
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TEOREM 2.4. (MOORE-ARONSZAJN TEOREMI) Buraya kadar anlatilan kisimda,
verilen bir DCHU da nasil pozitif tamimli doguran bir ¢ekirdek fonksiyonu tanimladig

gosterildi. Moore-Aronszajn Teoremi ise bu durumun tam tersini tamitlar. Yani X x X
tizerinde pozitif tanimli simetrik her doguran ¢ekirdek fonksiyonu K (-, ) icin ilgili tek bir

DCHU vardwr. Kisacasi, DCHU lar kiimesi ile biitiin pozitif ¢ekirdek fonksiyonlari kiimesi

arasinda tam eslesme (bijection) vardir.

ISPAT H, ile gosterilen bir DCHU’da, Riesz Gosterim Teorisi geregi, bu uzay iistiinde

tamimli tim degerlendirme fonksiyonelleri i¢cin H, ’da K, gibi tek bir gosterge

fonksiyonu mevcuttur. Bu durumda (pozitif ve tek) doguran gekirdek asagidaki gibi

gosterilir.

K(%,5)=(K;.K), . WXSeX (2.39)

Tam tersi olarak, verilen pozitif bir K ¢ekirdegi i¢in, her X, € X igin {le, Ky, Kis...} gibi

bir fonksiyonlar kiimesi tanimlanabilir. Bu durumda, DCHU’daki elemanlar, bu kiime
tarafindan gerilen uzayin tiimleyeninde bulunan noktasal tanimli fonksiyonlar olarak

tanimlanabilir.
HK={feRX|f=ZaiKii,||f||H <oo,‘v’aieR} (2.40)
i1 «
Bu uzayda dogurganlik 6zelligi saglanir.

(Ko, ), :<K§,Zﬁijj> =Zﬁj<K§,Kfj>HK =Y BK(s.T)=1(s) (241)

O halde, K., &[] degerlendirme fonksiyonelinin bir gostergesidir. Bu uzaydaki
degerlendirme fonksiyonelleri sinirl ve siireklidir.
|gi[f]|:|f(5(')|:‘<f,Kx>
<Kl 1L,
= (Ko Ke) 2 £,
=K (%,%)2[f],

(2.42)
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Burada, ilk satirdaki esitlik, ¢ekirdegin dogurganlik 6zelliginden, ikinci satirdaki esitsizlik
Cauchy-Schwarz Esitsizligi’nden, ig¢iincii ve dordiincli satirdaki esitlikler ise Hilbert
uzayinda iyi tanimlanmis i¢ ¢carpim 6zelliginden gelmektedir. Cekirdek pozitif oldugunda

bu uzaydaki tiim normlar asagidaki gibi tanimlanan simetrik ve dogrusal olan bir i¢

¢arpimdan olusur. f (-)= iai K, ve g(-)= i BiK;, olmak iizere,
i1 -1

<f1g>HK :<iaiKi,7iﬂjKij>

Hg

TR (2.43)

elde edilir. DCHU’nun bir Hilbert uzay1 oldugunu gostermek icin bu uzaymn tam oldugunu
gostermek gerekmektedir. K ¢ekirdek fonksiyonu tarafindan gerilen bu uzayda bulunan
tim Cauchy dizilerinin limit fonksiyonlari, eger uzayin iginde bulunmuyorlarsa, bu uzaya
eklenmelidir. Bu limit fonksiyonlar1 ayni zamanda noktasal olarak iyi tanimlanmis
olmalidir. Ancak boliimiin basinda da bahsedildigi gibi, bir DCHU da norm yakinsamasi,
noktasal yakinsama (ve 6zellikle Cauchy yakinsamasi) anlamina gelmektedir, bu durumda

tiim limit noktalar1 1y1 tanimlanmustir.

Alternatif olarak, DCHU, Mercer pargalanmasi (Mercer Teoremi’nin besinci kosulu)
kullanilarak da insa edilebilir. integral islecinin sifirdan farkli 6zdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar tarafindan gerilen uzay asagidaki gibi tanimlanabilir.
H, ={f eR*[f =) ag,|f], <o VaeR,ge L°°(X)} (2.44)
i1 «

Boylelikle, H, uzaymin boyutu, integral islecinin sifirdan farkli 6zdegerlerin sayisina
esittir. Daha sonra, bu uzay listiindeki norm,

I, ~(1.0),, ~(Sas Taa) -4 0

i=1 U

seklinde yazilabilir Benzer sekilde, uzayda tanimli iki fonksiyonun bir i¢ ¢arpimi,
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(f.9),. =<iai§i,iﬁig> =i% (2.46)

Hg i

seklindedir. Mercer Teoremi bir kez daha kullanilarak, K, ’in, &[] degerlendirme

fonksiyonelinin bir gostergesi oldugu ve bir DCHU yarattig1 gosterilebilir.
(.00 10),, (4.0 3 )
1= HK
<ZUIgI | 7Za|gi ()> (247)
— ’

K

cezalandirma fonksiyoneli ve

A, dizenleme veya diizgiinlik parametresi,

((f{X,y.}) kayip fonksiyonu olmak iizere hipotez uzayindaki bitin fonksiyonlar

lizerinden, asagidaki gibi verilen diizenlenmis risk fonksiyonelini (regularized risk

function) minimize etmek yerine,
=min {Zf(f v+ A } (2.48)

{al,az,%...} ile verilen acilim katsayilarinin biitiin  dizileri iizerindeki asagidaki

fonksiyonel minimize edilmeye c¢aligilir.

0‘1 Ap,03.-

= min {Z[(Zagj 1% Y, j”Z ,} (2.49)

Bu fonksiyonel Esitlik (2.40) ve Esitlik (2.44) kullanilarak elde edilir [25]. Ag¢ilim
katsayilarinin sayisi, sifirdan farkli 6zdegerlerin sayisina esittir. Bu say1 ayni zamanda
Esitlik (2.44) ile elde edilen DCHU’nun boyutunu verir. Bu deger sonsuz oldugunda,

yukaridaki optimizasyon probleminin uygun ¢oziimii elde edilemeyebilir.

Moore-Aronszajn Teoremi her pozitif tanimli fonksiyonunun bir doguran c¢ekirdek
oldugunu soyler. Onceki boliimlerde her doguran cekirdegin bir cekirdek oldugu ve her

cekirdegin pozitif tanimli oldugu sdylenmisti. Yani, her ii¢ ifade de tamamiyla aynidir. Ek

olarak R ile gosterilen, X x X iizerinde taniml1 biitiin pozitif tanimli fonksiyonlarin
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olusturdugu kiime ile R* ’in alt uzaylarmdan olusan ve H, ile gosterilen biitiin

DCHU’larin olusturdugu kiime arasinda tam esleme (bijection) oldugu gosterildi.

2.13. Uzayin ve Fonksiyonun Diizenlenmesi

Bir 6nceki boliimde hipotez uzaylarinin DCHU ailesi tanitildi. Bu béliimde bu uzay {istiine
konmasi gereken kisitlar ve bu kisitlarin neden gerekli oldugundan bahsedilecektir.
Ogrenme algoritmasinin sectigi hipotezin ii¢ temel kistas1 saglamas1 gerekmektedir.
Ogrenme algoritmasimin genellestirilebilme 6zelliginin yan1 sira, “iyi” bir algoritma ayni

zamanda duragan (stable) olmalidir. Elde edilecek f hipotez/tahmin fonksiyonu stirekli

bazda egitim veri kiimesine bagli olmalidir. Yani n sonsuza giderken, egitim verilerinden
birinin degistirilmesinin, ¢oziim flzerinde olduk¢a az etkiye sahip olmasi gerekir.
Duraganlik herhangi bir matematiksel problem i¢in oldugu gibi, bir 6grenme algoritmasi
icin de gereklidir.

TANIM 2.19. (Yl KONUMLANMIS OPTIMIiZASYON (WELL-POSED
OPTIMIZATION)) w optimizasyonunun " :X =Y gibi ¢oziimii asagidaki kriterlere
sahipse, bu optimizasyon iyi konumlanmistir denir.

1. Vardir (existing): Eger hipotez uzayi ¢ok kiigiikse, bu problemin ¢oziimii

olmayabilir.

I eH:f =arginfy

feH

2. Tektir (unique): Eger hipotez uzayt ¢ok biiyiik veya egitim kiimesi ¢ok kiiciikse, bu
problemin ¢oziimii tek olmayabilir.
A eH: f f =arginfy = f = f,
feH

3. Duragandir (stable): f° siirekli bazda egitim veri kiimesine bagl olmalidir.

Boylelikle egitim kiimesindeki kii¢iik bozulmalar elde edilecek ¢oziimii etkilemez.

Ozellikle, egitim érneklerinin sayisi artarsa.

35



Kullanilan 6grenme algoritmast ile elde edilen tahmin fonksiyonu genellestirilebilir ve iyi
konumlanmig olmalidir. Tanim (2.19)’de verilen igiincii kistas bu nedenle ozellikle
onemlidir. Ciinkii bu kistas bir hipotez uzayinin genellestirilebilme 6zelligiyle yakindan
ilgilidir. Duragan bir doniisiimiin egitim verisine asirt uyum saglamasi olasiligi oldukca
diistiktiir, yani deneysel riskin, minimize edilmeye ¢alisilan beklenen riskten ¢ok kiigiik
cikmast beklenmez. Eger bir problem kot konumlanmis ise, bu problemi 1iyi
konumlandirmak i¢in literatiirde Onerilen birka¢ yontem vardir. Diizenleme teknikleri
denilen bu yontemlerin altindaki temel amag asir1 uyumu engellemek ic¢in hipotez uzayi

tizerine kisitlar koymaktir [26].

DRM prensibine gore, H uzayinin kompakt ve ¢ kayip fonksiyonunun (ve bdoylelikle

deneysel risk R, [f]’nin) siirekli oldugu varsayimi altinda, optimizasyon probleminin

deney
¢ozlimiiniin varligin1 garanti eder. Genelde bu kosullarin hi¢ biri saglanmaz. Ancak, DRM,
¢ozlimiin tekligini (minimum deneysel riske sahip tiim fonksiyonlar ayn1 siiftadir ancak
bu siniftaki sadece bir fonksiyon egitim veri lizerinde iyi bir sekilde genellestirilebilir) ve
duraganligint (egitim verisindeki tek bir Ornegin silinmesi, bir Onceki tahmin
fonksiyonundan tamamen farkli yeni bir tahmin fonksiyonunun elde edilmesine neden
olur) garanti etmez. Bu nedenlerden dolayt DRM yontemi, yapilacak 6grenme islemini

kotia konumlandirir.

Bu nedenle, 6nsel bir bilgi kullanilarak, en kiigiik deneysel riske sahip fonksiyonlar sinifi
icinden elde edilecek hangi ¢oziimiin, tahmin ig¢in en uygun oldugunun arastirilmasi
gerekmektedir. Bu aragtirma, mesela, hipotez uzayimnin kapasitesini kisitlayarak yapilabilir.
Bu kisitlama i¢in ¢cogunlukla iki diizenleme yontemi kullanilir, boylelikle ¢oziimiin tekligi
ve duraganligi korunmus olur. Hipotez uzayinin nasil kisitlanacaginin sorusunun cevabi
Occam’in Usturasi teorisinde gizlidir. Occam'in Usturasi teorisi temel olarak "her seyin
birbirine esit oldugu bir ortamda, en basit agiklama dogruya en yatkin olandir" felsefesi
tizerinde sekillenir. Yani, tiim diger degiskenler sabit kabul edildiginde, en basit ¢6ziim
genellikle en iyi olandir. Ozetle, diizenleme yontemleri, uzayda bulunan ve
genellestirilebilmesi miimkiin olmayan karmasik fonksiyonlari elimine ederek hipotez
uzayinin kapasitesini kisitlar ve 6grenme iglemi i¢in iyi konumlanmis ¢6ziimii elde etmeye

caligir, boylelikle bu 6grenme problemi i¢in tek ve duragan bir ¢dziim elde eder.

Bu boliimde anlatilacak iki diizenleme yontemi vardir. Bunlardan ilki Ivanov
Diizenlemesi’dir. Bu yontemde dogrudan olarak hipotez uzayinin kapasitesi kisitlandirilir.
Ikinci yontem ise Tikhonov Diizenlemesi’dir. Bu ydntemde ise hipotez uzaymin
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kapasitesini diizenleyen bir parametre dolaysiz bir sekilde optimize edilir. Her iki
yontemde birbirinin aynisidir ve hipotez uzayini diizenlemek igin bir fonksiyonun
“diizgiinliik” 6lciisiinii  kullanir. Ilgili ¢ekirdek fonksiyonu benzerlik 6lgiitii olarak

kullanilirken, burada norm fonksiyoneli diizgiinliik 6l¢iitii olarak kullanilir.

TANIM 2.20. (LIPSCHITZ SUREKLILiGi (LIPSCHITZ CONTUNITY)) f :X Y

haritalamas: asagidaki kosulu sagladig takdirde Lipschitz stireklidir denir.

[F (%)= (%) <M[x-%|

Tiim X, X, € X i¢in yukaridaki esitsizligi saglayan en kiiciik M >0 degerine, fonksiyonun
Lipschitz sabiti denir. Her Lipschitz siirekli haritalama, ayni zamanda diizgiin stireklidir.

Bu siireklilik tiirii, basit siireklilikten daha giicliidiir. Lipschitz Siireklilik kavrami, metrik

uzaylarda iyi tamimlanmistir.

DCHU’daki tiim fonksiyonlar ayni zamanda Lipschitz siireklidir. Tanim kiimesinden

X, X, € X gibi iki nokta alindiginda, Riesz Gosterim Teoremi’nden,

‘(f,le>HK _<f’KXZ>HK

Kf’K‘ _K*2>HK‘ (2.50)
<[],

=11, d(K

(%)~ f (%)

elde edilir. Burada, Lipschitz sabiti, f fonksiyonunun normu ile verilmistir. Ayrica tanim

kiimesindeki iki veri noktasi arasindaki uzaklik, bu noktalarin ¢ekirdeklestirilmis
pozisyonlar1 arasindaki uzakliga esittir. Lipschitz sabiti (bu durumda fonksiyonunun
normudur) kiigiildiiglinde, tanim kiimesindeki benzer noktalar i¢in (burada benzerlik
cekirdek fonksiyonu ile ifade edilir), goriintii uzayinda bulunan fonksiyonlardaki degisim
daha azdir. Bu tanim Esitlik (2.48) tanimlanan diizenlenmis risk fonksiyonelinde ve
asagidaki boliimde tanitilacak olan Ivanov Diizenlenmesi’'nde neden norm kullanildigini

dogrular niteliktedir.
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2.13.1.Ivanov Diizenlemesi

Hipotez uzaymi dogrudan kisitlamak i¢in en ¢ok kullanilan diizenleme yontemlerinden ilki

Ivanov Diizenlemesi’dir [27]. Bu diizenleme yontemine gore, f € H_ hipotez uzayindaki

tiim fonksiyonlar, H, DCHU’nun 7 -sinirl alt kiimesinde bulunurlar.

" =arginf Ry, [f], kisut: |, << (2.51)

feHy

Iki farkli hipotez uzaymda bulunan fonksiyonlar1 diisiinelim. Bu uzayin biri, digerine gore,
daha az karmasik olsun, yani bu uzayda bulunan fonksiyonlar daha diizgiindiir (daha az

karmasiktir). Bu durumda,
H, ={f feHve|ffl, <z} iell2hn <z,

‘dir. Egitim kiimesindeki kii¢iik dalgalanmalar, daha karmagik yapiya sahip H, hipotez

uzayinda bulunan tahmin fonksiyonlarinin daha fazla kararsiz kalmasina neden olur.

Ancak, daha diizgiin fonksiyonlar sinifina sahip hipotez uzayr H,, H, ’e gore daha

duragandir. Ancak, bu diizenleme yonteminde 7 degerinin se¢imi i¢in 6zel bir yontem
bulunmadigindan, genellikle baska bir diizenleme yontemi olan Tikhonov Diizenlemesi

kullanilir.

2.13.2. Tikhonov Diizenlemesi

Tikhonov Diizenlemesi 1984 yilinda Andrey Tychonoff tarafindan gelistirilmistir [28]. Bu
diizenleme yonteminin, Ivanov Diizenlemesi’nden farki, hipotez uzayin dogrudan bir sabit
ile smirlandirmak yerine, optimizasyon probleminde bulunan ama¢ fonksiyonundaki

hipotez uzayinin karmasikligini ve kararsizligini cezalandirmasidir.
f = mi Fl+A|f| 2.52
= min (R, 114 2] [}, | (252)

Burada, A4, diizenleme veya diizgiinliik parametresidir. Bu parametre, ¢oztiimiin optimal
genellestirilebilme performansini, duraganlhigini ve tekligini saglamak igin iyi bir sekilde
optimize edilmelidir [29]. Asagidaki teoremde goriilecegi iizere, hipotez uzayr sonsuz
boyutlu bir Hilbert fonksiyon uzay: olsa bile, Tikhonov optimizasyonun ¢oéziimii sonlu

taban genislemesi formuna sahiptir.
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TEOREM 2.4. (GOSTERGE TEOREMI (REPRESENTER THEOREM)) Bir kayip
fonksiyonunun toplamini ve diizenleme terimini optimize eden Tikhonov diizenleme

yonteminin amag fonksiyonunun asagidaki gibi verildigi onceki boliimlerde bahsedilmisti.

= min {zfu &,y + 2| £, }

Burada, (, noktasal tanimli kaywp fonksiyonu ve A monoton artan diizenleme terimi olmak

tizere, bu amag fonksiyonunun ¢éziimii vardir ve bu ¢oziim, egitim verisi tizerinde tanimli

fonksiyonlarin bir sonlu kiimesinin dogrusal bileseni olarak yazilabilir.
. n
f = ;a iKs,

Burada, Kxj , tiim f eH icin gy(j[f]z f ()?J) siirli degerlendirme fonksiyonelinin bir

gostergesidir [30].
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3. ISTATISTIiKSEL OGRENME TEOREMIi

Istatistiksel Ogrenme Teoremi giiniimiiziin birgok makine 6grenmesi algoritmalarina teorik
alt yap1 olusturur ve yapay zeka konusunun en iyi sekilde gelistirilmis dallarindan biridir.
1960’larda Rusya’da gelistirilmeye baslayan teorem DVM’nin taninmasiyla birlikte biiyiik
bir popiilariteye kavusmustur. Teorem yeni gelistirilen 6grenme algoritmalarina temel
teskil etmekle birlikte, deneysel veriden gerekli bilgileri cekmek ve gecerli sonuglar elde
etmek i¢in de kullanilmaktadir. Bu bilgileri elde etmek ve sonuglari yorumlayabilmek igin

ise bir 6grenme algoritmasindan elde edilecek en iyi hipotez fonksiyonunun bulunmasidir.

Bir 6grenme problemi i¢in optimal tahmin fonksiyonunu ararken uygulanmasi gereken en
uygun yaklasim, S ={X;, y,}_, egitim kiimesi i¢in kabul edilebilir tahmin fonksiyonlarinin
dogruluklarmi ve ne kadar “iyi” olduklarin1 olgen bir Olgiit {izerinde optimizasyon

problemi tanimlamaktir. Hipotez uzayinda bulunan her hipotez/tahmin fonksiyonuna

f € H bu tiir bir 6lgiit veya daha dogru ifadeyle ¢(f,{X,y}) seklinde bir kayip fonksiyonu

uygulandiginda, asagidaki gibi gosterilen ve kayip fonksiyonlar1 kiimesi olarak

isimlendirilen fonksiyonlar uzay1 elde edilir.
L(H,-):{K(f,-): fe H}

Yukaridaki, bu uzaydan alinan bir kayip fonksiyonu yardimiyla, elde edilen hipotez
fonksiyonu tiim goézlem uzayi lizerinden degerlendirilir. Ancak, egitim verisindeki tiim

gozlemler P(X,y) gibi bir dagilimdan geldigi i¢in, kullanilacak kayip fonksiyonu bu

dagilim fonksiyonuyla birlikte hesaplanmalidir.

TANIM 3.1. (BEKLENEN RiSK) Beklenen risk, verinin tiiretildigi dagilima gore, X xY
gozlem uzayt iizerinde sabit bir fonksiyonun tirettigi ortalama kayip veya hatadwr ve Egitlik

(3.1)'deki gibi tanimlanir.

Ry (f)=ELCCH A% yD1= | [ £CF £, yDAP(K,y) = [ [ (F £X, YDP(X, y)didy (3.1)

Bu durumda kullamilan 6grenme algoritmast, sabit bir kayip fonksiyonu ¢ i¢in, f~ tahmin

fonksiyonunu, tiim olgiilebilir fonksiyonlar iizerinden Esitlik (3.1)'deki beklenen riski

minimize ederek bulmaya c¢alisir.
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f"=arginf R, (f) (3.2)

feH

Ancak burada egitim veri kiimesinin ¢ekildigi olasilik dagilimi P(X, y) bilinmediginden ve

tiim girdi uzaymdaki ¢iktilar elde edilemediginden, f” tahmin fonksiyonunu bulabilmek

teknik olarak neredeyse imkansizdir ¢linkii bu beklenen riski hesaplamak miimkiin
degildir. Iste tam bu noktada Istatistiksel Ogrenme Teoremi devreye girer ve bu problemin
analizinin yapilmasi ve ¢éziimlerinin elde edilmesi i¢in bu ¢ézlimlerin basarili bir sekilde

ise yaradiklarinin garantisini veren iskelet bir yap1 olusturur.

3.1. Deneysel Risk Minimizasyonu
Beklenen riski elde etmek miimkiin olmadig1 i¢in, en uygun yol bu riske yakinsamaktir.

Tiimevarim prensibi denilen bu yontem ile P(%, y} P(x) P(Y bilgisi kullanilarak

egitim verisi tizerinden bu beklenen risk tahmin edilmeye ¢aligilir.
13 _
Rdeney(f)zﬁzf(fa{xi,yi}) (33)
i=1

Deneysel risk, beklenen riskin yansiz bir tahmin edicisidir, yani, E [Rdeney (f )] =R, (f)

'dir. Yani,

E[ Ryney ()= EFZHZIZ( f{x, yi})}

:%Z::E[ﬂ( f ,{)?i, yi})], {)?i, yi}'ler bagimsiz.
1

dir. Boylelikle, DRM prensibi, Esitlik (3.1) ile verilen beklenen risk yerine, Esitlik
(3.3)'teki deneysel riski minimize etmeye c¢alisir. Sonug olarak, beklenen riskin de

minimize edildigi varsayilir. Bu durumda, deneysel riskin hesaplandigi egitim kiimesinin
tiretildigi P()?) girdi dagilimiyla ayn1 dagilimdan gelen test orneklerinin ¢iktilar1 dogru

bir sekilde tahmin edilebilir.

41



foney = argeian Rieney (T) (3.4)
Deneysel riskin dogrudan minimize edilmesi birkag probleme neden olur. Bu problemin
ilki, problemin ¢6ziimiiniin kotii-konumlanmis olmasiyla ilgilidir ¢iinkii deneysel riski
minimize eden birgok hatta sonsuz sayida fonksiyon bulunabilir. Ikinci olarak, bu durum
asirt uyuma neden olabilir, yani, deneysel risk sifira yakin bir deger bulunsa bile, asil
hesaplanmaya ¢aligilan beklenen risk ¢ok biiyiik olabilir. Ciinkii model karmasikligi
arttikca, deneysel risk sifira yaklagacaktir. Ancak, sifir bir deneysel riske sahip model test
kiimesi tizerinde iyi sonu¢ vermeyebilir. Karmasik bir model ile egitim verisinin altinda
yatan daha karmasik yapilara uyum saglanabilir ancak yeni veri kiimesi tizerindeki tahmin
hatasi yiikselecektir. Bu yiizden, deneysel riskin minimum tutulmasi, beklenen riskin veya

genellestirme hatasinin kiigiik olmasini garanti edemez [25].

*

Uygulamalarda DRM ile elde edilen f, ., hipotez fonksiyonu ile 6grenme problemine en

deney

iyi uyumu saglayan f* hipotez fonksiyonunun birbirine yakinsamasi beklenir. Yani,

beklenen risk ile deneysel risk arasindaki fark oldukga kiiciik olmalidir.

Rieney ()= Ry (1)

Ancak bu yakinsama 4 faktore baghdir:

1. Egitim veri kiimesinin biiyikligii: Elde edilen herhangi bir hipotez fonksiyonu
igin, egitim veri kiimesi biiyiidikge Ry, (f)~R, (f) olmasi beklenir.

2. Veri kiimesinin geldigi dagilimimn bilinmesi: Egitim verisindeki tiim gdzlemlerin
tiiretildigi dagilimin bilinmesiyle, bu dagilima ait en 1yi tahmin elde edilebilir.

3. Kullanilan Kayip Fonksiyonu

4. Hipotez uzayr H : En iyi tahmin fonksiyonunun arastirildigi hipotez uzay1 ne kadar
biiyiik ve bu uzayda bulunan fonksiyonlar ne kadar karmasik ise, iyi bir yaklasim

elde etmek o kadar zordur.

Bu boliimiin devaminda DRM ile elde edilen f.

deney

hipotez fonksiyonu ile 6grenme

problemine en iyi uyumu saglayan f hipotez fonksiyonunun hangi kosullar altinda

birbirlerine esit olabilecegi tartisilacaktir.

Anlagilacag1 iizere, DRM’nin performansi, hipotez uzayindaki en uygun fonksiyonu

bulmak i¢in c¢alisan ilgili kesif algoritmasina baghidir. Bu fonksiyonu bulabilmek i¢in
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hipotez uzayindaki her elemani arayan iterasyon yontemini kullanir. Boylelikle Esitlik
(3.4) ile verilen infimumu bulmak miimkiindiir. Ancak, bu prensip ile ¢oziilen bir
optimizasyon probleminde, 6grenme algoritmasinin baslangi¢c pozisyonundan ¢ok uzak
olmayan bir yerel minimumu bulmasi ve bu noktaya takilmasi miimkiindiir. Bu prensibin
diger bir sikintis1 ise, prensibin veri setinin biyiikliigi ile iliskisindedir. Herhangi bir veri
bulunmadiginda, deneysel risk (veya bu durumda egitim kaybi) sifir olacaktir ve tahmin
fonksiyonu egitim kiimesindeki tiim elemanlar1 dogru bir sekilde siniflandirincaya kadar
sifir olarak kalacaktir. Veri sayis1 artmaya bagladiginda, deneysel risk de artmaya
baslayacaktir, boylelikle egitim kiimesindeki sayisi artan elemanlart dogru bir sekilde
siiflandiramayacaktir. Bu durumda deneysel riskin egitim kiimesindeki veri sayisina

bagli monoton artan bir fonksiyon oldugu sdylenebilir.

Deneysel risk ile beklenen risk arasindaki fark, 6grenme makinesinin genellestirilebilme
ozelligiyle yakindan ilgilidir. Bir 6grenme makinesinin genellestirilebilme 6zellige ise, o
algoritmanin bagimsiz bir test verisi tistiindeki tahmin kapasitesine baglidir. Yani, deneysel
risk minimize edilerek, kiigiik beklenen riske sahip bir fonksiyon segilme olasiligi
yiiksektir. Bu fonksiyonun test (beklenen) ve egitim (deneysel) performanslarinin yiliksek
iliskili olmasi, dogru tahmin fonksiyonunun elde edildigi anlamina gelir. Deneysel risk ile

beklenen risk arasindaki fark, genellestirme hatasi (generalization error) olarak bilinir,

Fakat diisiik deneysel riske ve genellestirilemeyen bir tahmin fonksiyonuna sahip bir
o0grenme algoritmasi kullanish degildir. Benzer sekilde, genellestirilebilen ancak yiiksek
deneysel riske sahip bir tahmin fonksiyonunun DRM yaklasimi ile tanimlanmasi miimkiin
degildir.

Sadece DRM prensibiyle secilen tahmin fonksiyonlarinin genellestirilebilme potansiyelleri
oldukca diisliktlir. Yukarida da bahsedildigi gibi, deneysel riski minimize eden birgok
fonksiyon bulunabilir ancak bunlardan sadece biri en biiyiik genellestirilebilme
potansiyeline sahiptir. Biitiin olas1 fonksiyonlardan olusan bir hipotez uzayi
diisiiniildiiglinde, sifir deneysel riske sahip ve genellestirilebilme potansiyeli olmayan
karmasik bir fonksiyon ile herhangi bir egitim kiimesine kolaylikla uyum saglanabilir. Iste
bu nedenle, hipotez uzaymin kapasitesi sinirlandirilmazsa, 6grenme islemi dogru bir
sekilde gergeklestirilemez. Boliim 2.13’de hipotez uzayindaki egitim verisine en 1yi uyumu
saglayan, genellestirilebilir ve kii¢ilk deneysel riske sahip hedef fonksiyonunun

bulunmadigi gereksiz bolgeleri ekarte eden iki diizenleme yontemi (lvanov/Tikhanov
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Diizenlemeleri) tanitildi. Egitim verisinin sayis1 arttik¢a, verinin geldigi dagilim ile ilgili

daha giiclii varsayimlar yapilarak, hipotez uzayi daha iyi bir sekilde diizenlenebilir.

En kiiciik kareler gibi baz1 geleneksel istatistiksel yontemler Esitlik (3.5) ile verilen ve
bliyiik sayilar yasasi geregi dogru olan prensibi temel alirlar. Bu prensip YSA ve Bulanik

Mantik gibi yontemler tarafindan da kullanilmaktadir.

limR,..., ()=R, (f) (3.5)

N—o0

Bu prensibe gore egitim verilerinin sayisi N sonsuza dogru artarken, deneysel risk
beklenen riske yakinlasir. Ancak DRM prensibi deneysel riski minimize eden fonksiyonu
garanti altina almaz. Diizglin yakinsama prensibine gore n degeri artarken deneysel risk
beklenen riske daha ¢ok yakinlasir. Fakat DRM 6grenme algoritmasinin uygunlugu ve
yakinsama prensibi, yapisal prosediirlerin nasil olusturulacagi hakkinda bilgi vermez.
Gerekli modellerin olusturulmasi i¢in yapisal prosediirlerin tanitilmasi gerekmektedir.
YRM ve VC teorisinin gelistirilmesiyle bu kavramlar olusturulmus ve DVM’nin temeli

atilmastir.

3.2. Yapisal Risk Minimizasyonu ve Vapnik-Chervonenkis Teoremi

V/C teorisi ve YRM tiimevarimsal prensibi istatistiksel 6grenme teorisinde 6nemli bir yere
sahiptir. YRM, kiigiik 6rneklem kiimelerinde 6grenme islemi ile ilgili uygulamalarda
yararli olan yeni bir tiimevarimsal prensiptir [4]. Olasilikta diizgiin yakinsama (uniform
convergence), 6grenme makineleri i¢in beklenen risk ile deneysel risk arasindaki sapma
degerine bir simir getirir [31]. Istatistiksel 6grenme teorisinde bu genellestirme sinirlar iki
yolla dar tutulabilir. ilki hipotez uzaymin kapasitesini sinirlandirmaktir. Béylelikle sonsuz
boyutlu bile olsa bu uzayda bulunan fonksiyonlarin sayis1 kabaca hesaplanabilir. Tkinci ise
fonksiyonlarin  duraganligini = siirlandirmak (Ivanov  Diizenlemesi) veya egitim
kiimesindeki dalgalanmaya kars1 tahmin fonksiyonunun duyarlilig1 azaltmaktir (Tikhonov
Diizenlemesi). Bu yiizden YRM prensibi ve VC teorisindeki ana fikir; ¢ok sayida tahmin
fonksiyonu arasindan beklenen risk veya genelleme hatasini minimum yapacak dogru
oranda karmasikliga sahip modelin secilmesidir. Boylece, segilen optimal Ogrenme
makinesi verilen egitim kiimesi i¢in en uygun kapasiteye sahip olacaktir. Istatistiksel
O0grenme teorisinde, uygun fonksiyonun se¢ildigi fonksiyonlar kiimesinin karmasikligi

(kapasitesi) VC boyutu kullanilarak tanimlanir.
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TANIM 3.2. (AYRISTIRMA) n veri noktasina sahip bir veri kiimesine sahip olunsun.
Bu n adet veri kiimesi 2" farkli yolla pozitif ve negatif olarak etiketlenebilir. Bu durumda,
2" farkl 6grenme problemi bu n veri noktasi tarafindan tanimlanabilir. Bu problemlerin
herhangi biri i¢in pozitif ornekleri negatiflerden aywabilen he H gibi bir hipotez
bulunursa, H fonksiyon kiimesinin, n adet veri bulunan bu veri kiimesini ayristirabildigi
soylenir. Boylelikle n veri noktasina sahip herhangi bir ogrenme problemi, H 'den ¢ekilen

bir hipotez fonksiyonuyla hatasiz bir sekilde 6grenilebilir [32].

TANIM 3.3. (VC-BOYUTU) H hipotez uzayt tarafindan hatasiz  bir sekilde

ayristirtlabilen veri noktalarimin maksimum sayisina VC-boyutu denir ve VC(H) ile

gosterilir. VC-boyutu H hipotez uzayimin kapasitesini olger. Kapasite ise fonksiyon
karmasikhigimin  bir élgiisiidiir ve uzayda bulunan fonksiyonlarin giicii, zenginligi ve

esnekligi ile ilgili bilgi verir [33].

RS
N

3 Veri Noktasi 4 Veri Noktasi

Sekil 3.1. iki boyutlu uzayda 3 ve 4 veri noktas1 icin VC-boyutu

Sekil 3.1’de n=3 ve n=4 veri 6rnegi sayilar1 ve d =2 boyut degeri i¢in miimkiin olan
siniflandirma durumlari gdsterilmistir. N =3 igin, 3 nokta olas1 2° =8 farkl sekilde 2 ayr
smifa parcalanabilir. R* uzayinda goriintiilen bu ii¢ nokta, dogrusal bir ayirici diizlem ile 8
farkli sekilde smiflandirilabilir. Fakat n=4 igin olast 2*=8 durumun tamaminda
dogrusal olarak siniflandirma yapilamaz. Sonug olarak, her iki durum i¢in de VC boyutu
d +1 yani 3’tiir. iki boyutlu uzaydaki dogrusal olmayan smiflandiricilar i¢in VC boyutu
daha biiyiik olabilir. Genel olarak, R, d boyutlu 6zellik uzayindaki dogrusal ayirici
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hiperdiizlem ile yapilan siniflandirma isleminde, VC boyutu h=d +1 (d tane 6zellik ve

b sabiti) olacagi s6ylenebilir.

Siniflandirma ve regresyon uygulamalarinda VC boyutunun degeri hesaplanabilir veya
tahmin edilebilir. Fakat bazi uygulamalarda VC boyutunun hesaplanmasi hi¢ kolay
degildir. Ciinkii bilinmeyen bir deger veya sonsuz olabilmektedir. Bu durumda iyi bir

siiflandirma i¢in sonsuz sayida egitim drnegine ihtiyag¢ vardir.

Ogrenme makinesinin genellesebilme yetenegi iizerindeki dagilimdan bagimsiz smnirlar
elde edilmesi ve hipotez uzayinin karmasikligi (kapasitesi) biiylime fonksiyonu
kullanilarak hesaplanabilir. Vapnik ve Chervonenkis (1971) [34], n sayida ornek igin
bliylime fonksiyonun ya dogrusal ya da logaritmik fonksiyonu olmasi gerektigini
savunmaktadir. Sekil 3.2'deki gibi n=h noktasinda yiikselme fonksiyonu egrisi diisiise
gecer. Bu noktaya VC boyutu denir. Eger VC boyutu degeri sonsuz degilse biiyiime

fonksiyonu yeterli 6rnek i¢in dogrusal olarak artmaz [35].

nln2
G(n)ﬂ

R

i h (In (m/h) +1)

\

Sekil 3.2. Biiylime fonksiyonu davranis grafigi

YRM prensibi genellestirme hatasi sinirlarint minimum tutmaya ¢alisir. Bu islemi, yalnizca
sonlu sayidaki egitim Orneklerini kullanarak ve ¢ok sayidaki tahmin fonksiyonlari
arasindan en 1iyisini segerek gergeklestirir. Bu sekilde, gercek hata oranini yansitan
beklenen risk fonksiyonunu dogrudan minimum tutmaya g¢alismak yerine YRM ve VC

teorisi kullanilarak hipotez uzayindaki en uygun hipotez secilir.
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YRM prensibi, az sayida orneklem iceren egitim kiimesi i¢in oldukca yararlidir. Ancak,
DRM prensibi bu gibi durumlarda pek uygun degildir. Ciinkii kiigiik deneysel risk
beklenen riskin kii¢iik olmasini garantilemez. YRM prensibini temel alan istatistiksel
O0grenme teorisi ayn1 anda hem deneysel riski hem de VC boyutunu minimum tutarak
o6grenme makinesinin genellestirilebilme yetenegini kontrol edebilir. Bdylece, herhangi bir
dagilima sahip fonksiyon i¢cin YRM prensibi en iyi ¢6ziime yakinsama garantisi verir [36,
37]. Ayrica genelleme hatasinin iist sinirinin analiz edilmesi, hizli bir yakinsama ve
dagilimdan bagimsiz DRM 6grenme yontemi ile elde edilen tahmin fonksiyonlarinin VC
boyutu degerinin de sonlu bir deger oldugunu isaret eder. Istatistiksel 6grenme teoremi,
o6grenme makinelerinin genellestirilebilme yetenegini Esitlik (3.6)’daki genellestirilmis
risk fonksiyonelini minimum tutarak kontrol eder. Bu, istatistiksel 6grenme agisindan

Onemli bir sonugctur.

. ()\/h(log(Zn/h)+1)—Iog(77/4) 36)

Rx(f)g deney (T)+ -

Burada, R, (f) beklenen gergek riski, Ry, () deneysel riski, h VC boyutu degerini, n
egitim Orneklerinin sayisini ve 7, 0 <7 <1 araliginda giiven diizeyini belirleyen gergel bir

degerdir. Bu islemde fonksiyon kiimesi miimkiin oldugu kadar basit tutulurken, egitim

hatast da minimum tutulur [35].

TANIM 3.3. (YAPISAL RiSK MINIMIiZASYONU) H ={f: f(X)=(W-X)+b}
fonksiyonlar uzayimin timi, H,cH, c..c H, olacak big¢imde i¢ ice alt uzaylara
parcgalansin. Oyle ki bu alt uzaylar, V (H,) <V (H,) <...<V(H,) seklinde VC boyutuyla

olciilen artan kapasiteye sahip olsun. Ornegin, simflandirma gorevi icin, asagidaki gibi

dogrusal fonksiyonlar dizisi alinabilir.

H, ={f : f(X) =sgn[b+w,x]}
H, ={f : f(X) =sgn[b+w,x, +w,x,]}

H, ={f: f(X)=sgn[b+(wW-X)]}

Burada, k, bir gozlem vektoriiniin biiyiikliigiidiir. VC-boyutu dogrusal olarak artar ve

bagimsiz parametre sayisina esittiry V(H,)=2,V(H,)=3,..,V(H,)=k+1. Alternatif
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olarak, dogrusal olmayan swmiflandirma fonksiyonlar ailesinin asagidaki gibi bir dizisi

alinabilir:

H, ={f: f(X)=sgn[b+ (w-X)]}
H, ={f : f(X) =sgn[b+ (W-X)+ (W-X)°T}

Ayrica, sinirlt agirlik vektorlerine sahip dogrusal siniflandirma fonksiyonlarimin bir dizisi

olabilir:

H, ={f : f(X) =sgn[b+ (W-X)] oyleki 2/|W|| <R}
H, ={f : f(X) =sgn[b+(W-X)] oyleki R, <2/||W|| < R,}

Veya, bu fonksiyonlar dizisinin geometrik swmir cinsinden yeniden formiile edilmis

durumlart olabilir:

H, ={f : f(X) =sgn[b+ (w-X)] dyleki Yy > 0.}
H, ={f : f(X) =sgn[b+ (W-X)] dyleki " >g, > g,}

Kullanilacak i¢ ice modellerin segimi, yapilacak siniflandirma/baglanim gorevi ile ilgili
onceden diigiiniilerek yapilir. Ornegin, verinin dogrusal olmayan bir dagilimdan geldigi
diistiniiliiyorsa, —artan dereceli  polinomiyal siiflandirma/baglanim  fonksiyonlar:
kullamilabilir. Ancak, bunun karar:, NC-boyutunun dagilimdan bagimsiz olma ozelligini
saglamak igin, egitim kiimesi tiiretilmeden once verilmesi gerekmektedir. Boylelikle,
verilen bir egitim kiimesi i¢in, YRM prensibi, Esitlik (3.6) ile verilen risk fonksiyonelinin

stnirint minimize eden alt kiimeyi seger.

Secilecek fonksiyonlar dizisi ne olursa olsun, birinci alt uzayda ( H,) bulunan fonksiyonlar
en basit yapida olanidir ve biiyiik bir deneysel risk ile kiiciik bir VC terimine sahiptir.
Ancak, bu fonksiyonlar tim egitim kiimesini dogru bir sekilde siniflandiramayabilirler
clinkli basit modeller yeterli temsil giiciine sahip degildirler, fakat sadece birka¢ tane
serbest parametreye sahip olduklarindan veriye karsi duyarh degildirler ve kararlidirlar. K.
hipotez uzay1 (H, ) en karmagik yapiya sahiptir ve bu 6zelligiyle de kiigiik egitim hatasi
ile yiiksek bir VC degeriyle sonuglanir. Uygulamalarda, giiclii yakinsama kapasitesine

sahip daha karmasik modeller daha fazla parametreye sahiptir, fakat bu durumda da asir1
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uyum problemi ortaya g¢ikar. Genellesme hatasinin {ist sinirin1 minimize eden optimal
fonksiyon en basit ve en karmasik olan fonksiyonlar sinifinin arasinda bir karmasikliga
sahiptir. Beklenen riskin Esitlik (3.6) ile gosterilen {ist sinir fonksiyonu ve bu fonksiyonun

eksik uyum ile asir1 uyum durumlari arasindaki iliskileri Sekil 3.2'de verilmistir.

Risk eksik uyum ! asir1 uyum
: beklenen risk

VCgiivenlik arahig

deneysel risk

T
I
I
1
1
|
I
1
|

V(H) V (HY) V(H)  VCboyutu

Sekil 3.3. Beklenen risk fonksiyonu yapisi

Parametrelerin dogrusal oldugu makine 6grenmesi yontemlerinde, VC boyutu serbest
parametrelerin sayisina esdegerdir. Diger bir ifadeyle 6grenme makinelerinin karmagiklig
bagimsiz parametrelerin sayisiyla ifade edilir. Azalmayan VC boyutlu hiyerarsik hipotez

yapisti H, cH, c..cH, , azalmayan sayili bagimsiz parametrelere gore kurulmus

modelleri ifade eder. Her bir model kendisinden dnceki daha az karmasik yapidaki modeli
kapsar. Aslinda hiyerarsik yap1 tim bu modellere uygulanabilecek genel bir tasarimdir. Bir

taraftan hipotez uzayr H,'den H, 'ye kadar daha yiiksek dereceden bilesenler kullanarak

artarken, Ogrenme makinesinin karmasikligt da ek ayarlanabilir parametrelerin
kullanilmastyla artar. Ancak diger taraftan da, bu ilave parametrelerinin de ayni veri
kiimesi vasitasiyla en uygun degerlerinin bulunmasi gerekir ki, bu da beklenen riskin
minimuma ulasmasini yavaglatir. Deneysel riskin beklenen riske kararli olarak
yakinsamasini saglamak i¢in, bagimsiz parametre sayisindaki artisin veri kiimesindeki
artisla desteklenmesi gerekmektedir. Bu ylizden VC boyutu kavramina gore kurulan bu tip
modellerin hedefi, egitim hatas1 ve model karmagsikligini (sample complexity) dengelemek

amaciyla uygun sayida bagimsiz parametre igeren alt modellerden birisinin bulunmasidir.
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4. DESTEK VEKTOR MAKINELERI

DVM, yiiksek boyutlu ve kiiciik sayida egitim verisinden Ogrenebilen yeni nesil bir
ogrenme metodu olarak Vladamir Vapnik tarafindan 1995 yilinda Onerilmistir [38].
DVM’nin dayandig teori olan “Istatistiksel Ogrenme Teorimi”, Vladamir Vapnik ve
Alexey Chervonenkis tarafindan 1960da oOnerilmis ve 1970’li yillarda gelistirilmistir.
DVM, genellestirebilme yeteneginin yiiksek olmasi, teorik yapisinin kuvvetli ve
uygulamalarda yiiksek performans gdstermesi nedeniyle son yillarda Oriintli tanimlamada,
baglanim analizinde, yliz tamimlamada, resim ve metin siniflandirmada, veri
madenciliginde, kalite kontrol yontemlerinde, finans, ekonomi, genetik, biyoloji ve diger

biyoenformatik uygulamalarda siklikla kullanilmaya baslanmistir.

4.1. ikili Stmflandirma Icin Destek Vektor Makineleri

H =R’ Hilbert uzayinda tanimh n tane girdi vektorii ve bu girdi vektdrlerine karsilik

gelen ve sadece iki deger alabilen ¢iktilar asagidaki gibi gosterilebilir.

S ={(le yl)i(XZ’ y2)""l()?n' yn)}g R x{+1,-1=HxY

Bu egitim kiimesindeki verilerin P(X,y)=P(X)-P(y|X) gibi bilinmeyen bir bilesik
olasilik dagilimindan ¢ekildigi ve tiim veri noktalarinin bagimsiz ve ayni bi¢cimli dagildig:
varsayilir. Bu 6grenme algoritmasiyla yapilmak istenen giiriiltii varliginda, X, i¢in dogru

ciktyr tahmin edebilecek f (X) gibi bir tahmin fonksiyonunun bulunmasidir.

ye= max P(y|X)

Optimal tahmin fonksiyonu f(X) i¢in yapilan arama, Bolim 3’te detayli bir sekilde

anlatilan YRM prensibi kullanilarak sinirli fonksiyonel uzayda gergeklestirilir. Elde
edilecek tahmin fonksiyonunun egitim veri kiimesine ne kadar iyi uyum sagladigi veya

yeni gozlemleri ne kadar iyi tahmin ettigi kayip fonksiyonu yardimiyla bulunabilir.

Tanmm 4.1. (KAYIP FONKSIYONU) Bir kayip fonksiyonu, iki degiskene ait negatif

olmayan bir fonksiyon olarak tanimlanir:

o(f,z)=0(f {X, y})
(RxR—>R"
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Literatiirde var olan kayip fonksiyonlar1 ya |f()?)—y) ’de ya da —yf (X) ’de azalmayan

fonksiyonlardir.

Siiflandirma problemleri i¢in kullanilan bazi kayip fonksiyonlar1 asagida verilmistir [6]:

(i) Gosterge Kayp Fonksiyonu (Indicator Loss Function): Ikili siniflandirma
problemleri icin kullanilan en sezgisel kayip fonksiyonudur. Ancak bu fonksiyon
konveks ve diferansiyellenebilir (x =0"da tiirev tanimsizdir.) degildir ve konveks
olmayan fonksiyonlari, minimizasyon problemlerinde kullanmak olduk¢a zordur
[39]. @ adim fonksiyonu (step function) olmak tizere, gosterge kayip fonksiyonu su

sekilde tanimlanir:

1, —yf(X)<0

(f X,y =0(-1 {X,y}) = {0 —yf(X)>0

(i) Hinge Kayip Fonksiyonu (Hinge Loss Function): Gosterge kayip fonksiyonunun
aksine, Hinge kayip fonksiyonu konvekstir ve bu durum, seyrek ¢dziimlemelerde
(sparse solutions) kullanisli algoritmalarin olmasini saglar. DVM i¢in kullanilan bir
kayip fonksiyonudur. Bu kayip fonksiyonu konveks olsa da, diferansiyellenebilir
degildir. Ancak gevsek degiskenler (slack variables) kullanilarak bu problemin
tistesinden gelinebilir [39]. Hinge kayip fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

1-yf (), yf(x)<1

f(f,{i,y})=(1—yf(>?))+={ 0, yf(¥)>1

(i1i1) Karesel Hinge Kayp Fonksiyonu (Quadratic Hinge Loss Function): Hinge kayip
fonksiyonuna benzer ancak hinge kayip fonksiyonundaki sapmanin karesi

aliarak olusturulan bir kayip fonksiyonudur.

A-yf(®)°, yf(x)<1

(% Y1) =[@-yt (). ={ 0, yf(R)=1
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(iv) Lojistik Kayip Fonksiyonu (Logistic Loss Function): Konveks bir kayip
fonksiyondur ve bu kayip fonksiyon ile iliskili asagidaki gibi bir olasiliksal model

yazilabilir.

((f X, yP) =Inl+e ™)

Bu dort kayip fonksiyonu Sekil 4.1°de gosterilmistir.

o
® &
©
w o FS
T /

Indicator k
o
>
Hinge Loss
Y
~ o
T v =

v 4

o
=) N
o
=) o -

C L L
x) 1 2 3 -3 -2 -1 0
yHix) y1(x)

Sekil 4.1. Siiflandirma problemi i¢in kullanilan dort kayip fonksiyonu

Kullanilabilecek tiim kayip fonksiyonlari egitim kiimesinden hesaplanir. R, [f] beklenen

risk ve dP(X,y) olasiik dagilimi olmak {izere, kayip fonksiyonu kullanilarak

hesaplanabilecek beklenen risk asagidaki gibi ifade edilebilir.

Re[F1=ELC(f £, yB]= [ (4%, yHdP(%,y) = [ [ £(f.{%, yHdP(y| %)dP(X) (4.1)

XxY
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Burada, beklenen risk, yanlis siniflandirma olasiligidir. Siniflandirma (veya Oriintii
tanimlama) problemlerinde amag, Esitlik (4.1)’de verilen beklenen riskin, yani bilinmeyen
bir olasilik dagilimma gore alinan egitim veri kiimesi lizerinde yanlis siniflandirma
olasiliginin minimize edilmesidir. Ancak burada egitim veri kiimesinin ¢ekildigi olasilik

dagilimi P(X,y) bilinmediginden, bu beklenen riski hesaplamak neredeyse imkansizdir.

Bu nedenle Esitlik 4.2.’de verilen deneysel risk hesaplanir.
(L 2\ (o
Rdeney[f]zﬁzﬁ(f(Xi)’{xhyi}) (42)
i=1

Elde edilen deneysel risk ile beklenen risk arasindaki fark kiiglik ise, bu algoritmanin
genellestirilebilir oldugu sdylenir. Eger bu 6grenme algoritmasi genellestirilebilir ise, yeni
gelecek test Orneklerin ¢iktilarinin tahmininde dogru sonuglar verecegi anlamina gelir.
Ancak genellestirilebilir ve yliksek deneysel riske sahip bir algoritmanin kullanisgh

oldugunu sdylenemez [6].

4.1.1. Nokta Carpimin Geometrisi

Gergel degerli, R Hilbert uzayinda bir dogrusal fonksiyon tanimlansin. Bu fonksiyon
weR? agirlik vektorii ve beR esik (egilim) degeri ile parametrize edilsin. Toplamda
d +1 tane serbest degiskene sahip bu dogrusal fonksiyonu Esitlik (4.3)’teki gibi yazilabilir.

f(X)=(wW-X)+b 4.3

X vektoriiniin W vektorii lizerine dik izdiisimiiniin uzunluguna sayisal izdiisim denir.
WzVT//”W” birim vektor ve €, W ile X vektorleri arasinda a¢i olmak iizere, sayisal

izdiistim asagidaki gibi bir nokta garpimiyla gosterilir.

(w.x)=||x||cose:[ﬂxJ (4.4

[
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w

Sekil 4.2. Dik izdiisiim olarak bir i¢ carpim

Esitlik 4.3’te bulunan nokta ¢arpimi,
(v %) = ] || cos 0 (4.5)

seklinde yazilabilir. Boylelikle X, ve X, gibi iki girdi vektoriine ait, W gibi sabit bir agirlik
vektorli ile olan nokta carpimlari karsilastirilarak, bu iki vektor arasindaki benzerlik

Olciilebilir. Bu nokta ¢arpimlari ile aym1 yone ve farkl biiyiikliiklere sahip iki vektor ayirt

edilebilir. 6, ve 6,, sirasiyla, X, ile W ve X, ile W arasindaki agilar olmak tizere,

|%]| =[|%, ]| ve 6, = 6, = (W-%) = (W-%,) = % =X,

%]l %] ve 6, = 6, = (W- %) = (W-%,) = X, # %,

dir. Benzer sekilde, ayni biyiikliiklere sahip ancak farkli yonlere uzanan vektorler de nokta

carpimu ile asagidaki gibi ayirt edilebilir.

91 = ‘92 ve ”E” 2”7(2” = (W' 21) = (W' Xz) =X = Xz

6, # 0, ve ”21” :”7(2” = (W-3) # (W-X,) = %, # %

Ancak, hem biiytikliikleri hem de yonleri farkli vektorlerin esitligi hakkinda genel bir

¢ikarsama yapmak imkansizdir. Bu, nokta ¢arpiminin dogasinda olan bir zayifliktir.

(W-%) = (W-%,) = % =%
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Esitlik (4.4) skaler oldugu ig¢in, herhangi bir yone sahip degildir. Bu nedenle, vektor

izdigimiiniin elde edilmesi igin, (W-X) skaler degeri, W vektoriiniin yoni olan W ile
carpilir.

(W~X)W=(||X||cos€)ﬁ:ﬁ(ﬁ-i} (4.6)

4.1.2. Hipotez Uzayimm Diizenlemek ve Ayirici Diizlemler

Bir ikili siniflandirma probleminde ilk yapilacak is, girdi uzaymi iki yarim uzaya
par¢alamaktir. Bu yarim uzaylardan biri pozitif degerler alan smnifi (Y, =+1), digeri negatif
degerler alan smifi (Y, =-1) temsil eder. O halde bu iki smifi birbirinden ayiran bir

hiperdiizlem asagidaki gibi tanimlanabilir.
H={xeR"| f(X)=(W-X)+b =0} (4.7)
Bu tanimlama ile pozitif ve negatif siiflar iki ayr1 alt uzay olusturacak bi¢cimde sirasiyla
{X] f(X) >0} ve {X]| f(X) <0} olarak tanimlanir. Yani, Yy, =+1 ¢iktis1 alan tiim girdi
ornekleri igin f(X)>0; Y, =—1 ¢iktis1 alan tiim girdi 6rnekleri i¢in f(X) <0 gegerlidir.
Bu nedenle, (X.,Y,) gibi yeni gelecek test 6rnekleri i¢in siniflandirma bu kural kullanilarak
yapilir. f(X)>0 oldugu zaman y,=+1, f(X)<0 oldugu zaman Yy, =-1 olacaktir. O
halde, ortaya ¢ikan smiflandirma kurali ve karar (tahmin) fonksiyonu, “sgn” isaret
fonksiyonunu gostermek lizere, asagidaki gibi tanimlanir.
Yi = 9(%) =sgn[ f (%)] = sgn[(wW- %) +Db] (4.8)

Esitlik (4.8)’de anlasilabilecegi iizere, bu kurali kullanarak, iki sinif arasinda sonsuz sayida
hiperdiizlem ¢izilebilir. Peki, bu durumda kullanilan egitim veri kiimesi i¢in elde edilen
ayirict problemi ¢ozebilen ancak yeni gelecek test Ornekleri i¢in farkli performanslar
sergileyecek bu hiperdiizlemlerden en iyisi nasil segilebilir? Ornegin, hiperdiizlem, y, = -1
c¢iktis1 alan siifin iiyelerin oldugu bolgeye yakin ¢izilsin. Sezgisel olarak diisiiniildiigiinde,
boyle bir ayirma probleminde, Y, =+1 olarak siniflanmas gereken test 6rnekleri tizerinde
hata yapma olasilig1 diisiik olacaktir. Ancak, Yy, =—1 olarak siniflandirilmasi gereken test

ornekleri iizerinde hata yapma olasiligi yiikselecektir. Bu nedenle, bu ayirici
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hiperdiizlemin, hem Yy, =+1 hem de Yy, =1 ¢iktis1 alan simniflardan yeteri kadar uzaklikta
(mesela, iki sinifin tam ortasina) ¢izilmesi daha uygun olacaktir.

Hiperdiizlem {iizerinde herhangi bir noktanin fonksiyon degerinin sifir oldugu Esitlik
(4.7)’de  verilmistir. X, , $ hiperdiizlemi iizerinde bulunan bir nokta ise,

f (%) =(W-X,)+b =0 olacaktir.

8]

YJ \/h)j'perdﬁzlem O

hiperdiizlem tizerindeki

bir nokta w
C

w

i Y < b ) ;
L e I

|| Il ;
:

Sekil 4.3. Sayisal izdiisiim

Sekil 4.3’te goriilecegi iizere, hiperdiizlem iizerinde bulunan X, noktasinin, W vektori

. oo . o -b
tizerine dik izdiigiimiiniin uzunlugu (sayisal izdiigiim), (W-X,) =—-b oldugundan, —: *dir.

|
-b o o 3 - _
H ayni zamanda, §) hiperdiizleminin orijinden olan uzakligim1 verir. X noktasinin W
Wi
U W, -
vektorli lizerine dik izdiisiimiiniin uzunlugu ise (ij ’dir. Bu durumda, X noktasinin
W

$ hiperdiizlemine olan uzakligi ise su sekilde hesaplanir:
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ﬂx] (W j W) - (W-%,)]
[IIWII ] [ ||

i || L0+

:—f X
RGN

TANIM 4.2. (FONKSIYONEL UZAKLIK) (X,Y,) gibi bir egitim ornegi ile $

hiperdiizlemi arasindaki fonksiyonel uzaklik (dik ve isaretli) asagidaki gibi hesaplanir:
=yif()?i)=yi[(w')zi)+b] (4.9)

S uzayinda bulunan her egitim ornegi ile §) hiperdiizlemi arasinda hesaplanan tiim

fonksiyonel uzakliklarin en kiictigii y olmak iizere,

y=min = min vy, f(X)= mln y,[(w X;)+Db] (4.10)

(%,Y)eS (%.Y;)eS %)

dir.

Esitlik (4.9)’dan anlagilacag iizere, veri noktasmna ait ¢ikti degeri Yy, =+1 oldugunda,
ayirict hiperdiizlem ile bu veri noktasi arasindaki fonksiyonel uzakligin maksimum olmasi
icin (yani yapilacak tahminin giivenilir ve gegerli olmasi i¢in), (W-X)+Db nin en biyik
pozitif bir deger almasi gerekir. Benzer sekilde, Y, =—1 oldugunda, (W-X)+Db ’nin en
bliyiik negatif bir deger almasi gerekir. Ancak, fonksiyonel uzaklik ile ilgili problem
tanimin igerigindedir. Esitlik (4.8)’de de verildigi tizere, herhangi bir X, egitim 6rnegi igin
ciktt Yy, =g(X)=sgn[f (X )] =sgn[(W-X,)+b] esitligi ile hesaplanir. Burada W ve b
parametrelerini bir sabit ile carpmak g fonksiyonunu degistirmeyecektir. Cilinkii g
fonksiyonu (W-X,)+Db ’nin siddetine degil, sadece isaretine baghdir. Ancak, parametreleri

bir sabitle carpmak, fonksiyonel smirlar1 degistirecektir. Bu da yanlis smiflandirmaya
neden olacaktir. Yani, anlamli hicbir islem yapmadan, amagsiz yere fonksiyonel uzaklig
degistirmek akillica degildir. Bu problemin iistesinden gelmek i¢in ise fonksiyonel uzaklik

yerine, geometrik uzaklik tercih edilir.
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TANIM 43. (GEOMETRIK UZAKLIK) (X,Yy,) gibi bir egitim ornegi ile $

hiperdiizlemi arasindaki geometrik uzaklik (normallestirilmis ve Oklid) asagidaki gibi

=y Hﬂ]i} @.11)
il ) ]

S uzayinda bulunan her egitim ornegi ile $) hiperdiizlemi arasinda hesaplanan tiim

hesaplanir:

geometrik uzakliklarin en kiigiigii ¥~ olmak iizere

y = min y (4.12)

yes !

dir.

Ayirict diizleme ek olarak, bu diizleme paralel iki hiperdiizlem daha tanimlanir. Bu
hiperdiizlemler, her iki bolgedeki en yakin egitim Orneklerini kesen diizlemlerdir. Bu
diizlemlere “destek hiperdiizlemleri” denir. Ciinkii Kestikleri egitim vektorleri bu

hiperdiizlemleri desteklemektedir. Bu egitim ornekleri de “destek vektorleri” adini alir. Bu

durumda, X pozitif ¢ikti alan smifta bulunan destek hiperdiizlemin kestigi egitim

.
vektorti, X ise negatif ¢ikti alan simifta bulunan destek hiperdiizlemin kestigi egitim

vektorli olmak tizere, bu iki destek hiperdiizlemleri i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

(W-X)+b=+y (4.13)
(%) +b=—

W ve b parametreleri & € R olacak bigimde herhangi bir sabit ile carpilsa bile, VC-
boyutu degismeyecegi i¢in, bu esitlikler her zaman aym1 ayiric1 hiperdiizlemi
tanimlayacaktir. Yani, hiperdiizlemin pozisyonu veya yonii degismeyecektir. Ancak, bu
durumda, hiperdiizlem tek olmayacaktir. Bu belirsizligi gidermek i¢in, y =1 kabul edilir,
boylelikle, bu hiperdiizlem kanoniklestirilir [37]. Bu islem bir nevi dlgeklendirmedir. Islem
sonunda, her iki smnifta, destek diizlemlerini en yakin vektorlerin, ayirict hiperdiizleme

uzakligi “1” kabul edilir ve basit olarak asagidaki gibi gosterilir.

rpig1|(w->?i)+b|:1 (4.14)
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Bu hiperdiizlem normallestirildigi takdirde, Esitlik (4.15) asagidaki gibi elde edilir.

min|( (4.15)

% €S

||W|| T II‘ ]

|(W- X.)+ b| =1 kosulu saglayan egitim veri noktalar1 “destek vektor” olarak isimnlendirilir.
Bu vektorler, $) aywrici hiperdiizlemin her iki kisminda ), ={X|(W-X)+b=+1} ve
H ={X|(W-X)+b=-1 destek gorevi goriirler. Boylelikle ., ve $_  destek

hiperdiizlemleri arasinda olusan sinir1 (margin) tanimlarlar.

) ° . |
S —— 7\,,‘,_,,;,, . . . .
. . . o] © )
£ ||| o (w\ |
N ) iy "') b=yl
) _ g U T
: o 7 i
il
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(2] ° E
: ) 3] : - ¥ .
® FRNTEST ° //w\v'f)ﬁ\ 1
7 = +\
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Sekil 4.4. Ayirict hiperdiizlem ve destek vektorleri

Sekil 4.4’te dogrusal olarak ayrilabilir veri seti i¢in ¢izilebilecek bir hiperdiizlem 6rnegi
gorilmektedir. Ayirict hiperdiizleme en yakin egitim vektorleri arasinda sabit bir uzaklik
vardir. Bunun nedeni Esitlik (4.14) ile hipotez uzayina sinirlama getirilmesidir. Boylelikle,

destek hiperdiizlemlerini kesen ve § ayirici hiperdiizlemin karsit taraflarinda bu destek
vektorleri X' ve X arasindaki geometrik uzaklik, bu iki vektoriin W vektorii iizerine

normallestirilmis dik izdiistimleri arasindaki fark kullanilarak, asagidaki esitlik ile

|

hesaplanir:

<

~ii”]—(¥-zw}¥—ib=é (4.16)

[ lwd

=
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W agirlik vektorii tizerinde bulunan X' ve X* veri noktalari, ayirict hiperdiizlemin karsit

taraflarinda ve hiperdiizleme en yakin noktalar olduklar: i¢in, her birinin hiperdiizleme
uzakliklari esit ve é olmalidir. Ancak, burada dikkat edilmesi gereken nokta, y =1 iken
W

bu geometrik sinirin bulunmasidir. Daha farkli bir 6l¢eklendirme ile geometrik sinir1 farkls

yeni kanonik hiperdiizlemler elde edilebilir.

DVM’nin en son asamasi ise, Esitlik (4.16) ile verilen smirin maksimize edilmesidir.
Ustesinden gelinmesi en zor olan bu asamada, olusacak bir karesel optimizasyon problemi
¢oziilerek, en yiiksek genellestirme potansiyeline sahip ayirict bir diizlem bulunur. Optimal
ayirict diizlem de denilen bu hiperdizlem karesel programlama probleminin tek
¢cOziimiidiir. Kisaca, optimal ayirict hiperdiizlem, veri kiimesini en biiyiik sinir ile ayirandir
[37]. Yani egitim veri kiimesindeki noktalarin ayirict hiperdiizlemden olabildigince uzak

tutulmasi anlamindadir.

4.1.3. Sert Stmir Stmiflandiricilara

Bu béliime kadar anlatilanlar iki siifli dogrusal olarak ayrilabilen veriler igin gosterilmis
olsa da, DVM’nin galisma prensibinin biiyiik bir kismin1 olusturmaktadir. Bundan sonraki
alt boliimlerde egitim verisinin tiirli degistik¢e olusturulmasi gereken karesel optimizasyon

problemleri ayr1 ayr1 ele alinip, ¢6ziimlemesi yapilacaktir.

Bu veri tiirlerinden ilki dogrusal olarak ayrilabilen verilerdir. Bu tiir veriler i¢in dogrusal
karar fonksiyonlar ¢izilebilir. Bulunacak ayirici hiperdiizlem ve bu diizlemi destekleyen
destek hiperdiizlemleri arasinda herhangi bir veri noktasinin bulunmasi istenmemektedir.
Bu nedenle bu tir DVM smiflandirma algoritmasina, sert sinir siniflandiricilar: (hard

margin classifiers) denilmektedir. Burada amag, ayirict hiperdiizleme ait sinir1 en

2,.

biiyliklemektir. Bu amacla 1 maksimize edilmelidir. 1 ’1 maksimize etmek %”\Tv 1

[ [

minimize etmeye esittir.

Ayirict hiperdiizleme en yakin vektorler (yani destek vektorleri) i¢in fonksiyonel sinir,
Esitlik (4.14)’de, geometrik sinir ise Esitlik (4.15)’de verilmisti. Diger tim egitim

ornekleri icin asagidaki esitsizlikler benzer sekilde yazilabilir.

(W-X)+b>+1 y =+licin (4.17)
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(W-X)+b<-1 y =-licin (4.18)
Bu iki esitsizlik, tek bir esitsizlik olarak,
y.[(W-X)+b]-1>0, i=12,..,n (4.19)

seklinde yazilir. Amag fonksiyonu ve kisitlar elde edildikten sonra 6grenme problemi,

min L
Wb 2 (4.20)
Kisitlar yl(w-%)+b]-120, i=1..n

seklinde kurulur. Bu problem bir karesel optimizasyon problemidir. Ama¢ fonksiyonu,
agirlik  vektoriine bagli karesel konveks bir fonksiyondur. Kisitlar ise dogrusal
esitsizliklerden olusur. Dogrusal olarak ayrilabilen verilerin siniflandirilmasinda kullanilan
bir primal problemdir. Bu primal problem, Lagrange yontemi kullanilarak ¢oziilebilir.
Lagrange yonteminin kullanilmasinin iki nedeni vardir: Birincisi Esitlik (4.19)’daki
kisitlar, Lagrange carpanlarindan olusan kisitlarla yer degistirecektir. Boylelikle ¢oziime
ulasmak kolaylasacaktir. Ikincisi ise, problemin bu yeni formiiliinde egitim verileri,
vektorler arasi birer nokta ¢arpimi olarak hesaplanacaktir [40]. Bu, dogrusal olmayan veri
tiirleri icin cok dnemli bir 6zelliktir ve bu 6zellik daha sonraki boliimlerde ayrintili olarak

anlatilacaktir.

L, (W,b, ) :%||w||2 —iai (Y [(W-%)+b]-1}
. - ] (4.21)
=1l =Xyl %) +b]+ 3

Esitlik (4.21)’deki primal Lagrange fonksiyonunda, i=1,2,...,.n olmak iizere ¢; ’ler
Lagrange carpanlari olarak adlandirilir. Bu Lagrange carpanlar pozitiftir. L, (W,b, @)

Lagrange fonksiyonu W ve b ’ye gore minimize edilir. Aynm1 zamanda, ¢; >0 kisitlari

altinda, biitiin ¢; ’lere gore L,(W,b,@) ’nin tirevleri de yok edilmelidir. Burada amag

fonksiyonunun kendisi konveks ve kisitlar1 saglayan tiim noktalar bir konveks kiime

olusturdugu i¢in, konveks bir karesel optimizasyon problem ini ¢ozmektir. Bu problemi

¢ozmek “ maksimum L, dual problemini ¢dzmek ile esdegerdir. Bu durumda ¢; =0

kisitlari altinda L, (W,b, @) nin tiim gradyanlar1 (yon tiirevleri) W ve b ’e gore sifirdir. Bu

0zel dual formiilasyona Wolfe dual ad1 verilir [41] ve asagidaki gibi gosterilir:
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aiwLp(vT/,b,a) =0=>W= ) ay% (4.22)

i=1

a_ab Lo (W,b,a)=0=> ey, =0 (4.23)
i=1

Elde edilen bu esitlikler, Esitlik (4.21)’de verilen primal Lagrange fonksiyonunda yerine

yazilirsa,

2 - 3l %) b1+ Y e

18 ro % b n
=EzaiajyiijiTXj_ aiajyiijiTXi_bZ_l‘naiyiJrZ_l:ai

i,j=1 i,j=1
=0

s 1 T
:Zl:ai —EZaiainijiij

i,j=1
elde edilir. Elde edilen bu esitlige dual Lagrange fonksiyonu denir, L, (w,b,a) ile
gosterilen dual Lagrange fonksiyonu,
Ly (W,b,a)=> ¢, —% D oy YRR (4.24)
i=1 i,j=1

dir. Bu durumda, Esitlik (4.20)’de verilen primal optimizasyon probleminin duali agsagidaki

sekilde yazilir.

maks LD(VV,b,a):Zai—%Zaiajyiyj)?f)?j
“ i=L

i,j=1
a,20, i=1..,n

Zn:ai Y, =0
i1

Kisttlar (4.25)

Dikkat edilirse, primal problemdeki degisken sayis1 d +1 (6zellik sayis1 + 1)’dir. Ancak
dual formiilasyonda n (egitim orneklerinin sayisi) tane degisken vardir. Bu nedenle daha

az degiskene sahip dual problem tercih edilir.

Dualite teorisine gore, konveks primal problemlerin duali konkavdir. Ek olarak primal
problemin tek ¢dziimii, dual problemin tek ¢dziimiine esittir. Aslinda, L, (W) =L, (a) dir

yani, “dualite boslugu” sifirdir.
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Herhangi bir kisitli optimizasyon probleminin (konveks veya degil) en iyi ¢Oziimiiniin
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) kosullarini [42, 43] saglamasi gerekmektedir. KKT kosullart,
bir DVM probleminde w, b ve « ’da ¢6ziime sahip olunmasi i¢in gerek ve yeter bes
kosullardir. Bu kosullarin ilk ikisi primal Lagrange fonksiyonunun W ve b ’ye gore
tirevlerinin sifir olmasidir. Diger iki kosulu ise primal ve dual problemlerin kisitlarini
olusturmaktadir. Son kosul ise en Onemlisidir ve “timler gevseklik (complementary

slackness)” adi verilir. Bu kosullar sirasiyla agagida tanimlanmistir.

%LP(W,b,a):O:Wzgaiyif(i, i=12,...n (4.26)
%LP(W,b,a):O:iZ::aiyiza i=12,..n (4.27)
Y [(W-%)+b]-120, i=L..n (4.28)
20, i=1..n (4.29)

o (Y[ %) +b] -1 =0, i=1..n (4.30)

Esitlik (4.30) ile verilen tiimsel gevseklik kosuluna gore, eger ¢; veya Y,[(W-X)+b]-1’in
herhangi biri pozitif ise, digeri kesinlikle sifir olmalidir. Bu sadece destek hiperdiizlemleri
tizerinde bulunan noktalar sifir olmayan o ¢arpanina sahip anlamina gelmektedir. Destek
hiperdiizlemleri {izerinde bulunan ve ayirici hiperdiizlemi destekleyen bu Ogrenme
noktalarina destek vektorleri dendigi daha 6nceden belirtilmisti. Bu durumda, diger tim

ogrenme noktalar i¢in o; =0 (i=12,...,n) olacaktir. Yani, bu noktalar dual problemin

¢oziimiinii etkilemeyecektir. Bu ozellige seyreklik (sparsity) denir. Seyreklik o6zelligi,
DVM’i, lojistik regresyon gibi geleneksel istatistiksel simiflandirma algoritmalarindan
ayiran en 0nemli ozelliktir. Ciinkii lojistik regresyon analizinde problemin ¢éziimii egitim
kiimesindeki tiim noktalara baglidir. Seyreklik 6zelligi ise sayisal nedenler bakimindan
istenilen bir 6zelliktir. Boylelikle tiim egitim ornekleri (n) ile g¢alismak yerine sadece

hiperdiizlemi etkileyen daha az sayida 6rnekle caligmaktadir.

KKT kosullart ile destek vektorleri bulunduktan sonra, dual problemde gelecek test
orneklerinin ¢iktilarii hesaplamak i¢in kullanilacak tahmin fonksiyonu Esitlik (4.22),

Esitlik (4.3)’te yazilarak asagidaki gibi bulunur.
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n T n
f(%) :(w-2)+b=wT>z+b=(Zaiyi>zi] X+b=>a,y X X+b (4.31)
i=1 i=1

KKT kosullarinin diger bir uygulamasi b esik/egilim degerinin hesaplanmasidir. Herhangi

bir %, destek vektorii igin ( a;>0 ) y;[(W-X)+b]=y,W X +yb=1 yazlabilir.

Boylelikle b degeri, L =y, olmak tizere,
i

—-T =

1-y.w X n T n
h=—E = LW =i—(2aiyixj X =Y, -2 ayXx  (432)
Yi Yi i = i1
seklinde hesaplanir. Saglam bir ¢oziim elde etmek i¢in bu katsay1 genellikle tiim destek

vektorler tizerinden asagidaki gibi hesaplanir:

bzli(yj _iaiyifqzjj (4.33)

m 4=
Burada m destek vektorlerinin sayisidir.

Her konveks optimizasyon problemi i¢in elde edilecek yerel optimal ¢6ziim ayn1 zamanda
globaldir. Bu noktalar yerel minimumlara takilmazlar. Ancak, burada, W ’nin tek ¢6ziimii

olsa da, ¢; katsayilar1 tek olmak zorunda degildir, yani aynt W i¢in farkli sayida destek

vektorii bulunabilir. Bu durumda en az sayida destek vektorii veren ¢oziim secilmelidir.

Boylelikle uzay karmasikligi ve test asamasinda hesaplama siiresi en aza indirgenir.

4.1.4. Yumusak Simir Simiflandiricilar

Gercek yasam problemleri genellikle Sekil 4.4°te gortildiigii gibi kolay ayrilabilir degildir
ve dogrusal olarak ayrilabilme varsayimi gecerliligini yitirir. Verinin dogrusal olarak
ayrilabilir olmadig1 durumlarda ve/veya siniflar ¢akistiginda, dual Lagrange fonksiyonuna
ait amag fonksiyonunun keyfi olarak biiylimesinden dolayr optimizasyon problemi igin
uygun bir ¢oziim bulunamaz. Hatta kimi zaman verinin giriiltilii (noisy) olmasi
nedeniyle, veriyi milkemmel sekilde ayiran uygun bir hiperdiizlem bulmak zorlagir. Bu
gibi durumlarda, asir1 uyum denilen kavram gergeklesir ve bu smiflandirma algoritmasi
yeni gelecek Ornekler ilizerinde genellestirilemeyebilir. Boliim 4.1.3’°te anlatilan sert sinir
siniflandiricilarinin en biiyiik dezavantaji, siniflandirma hatasina izin vermemesidir. Bu

siniflandiricida ya siniflandirma hatasi olmaksizin bir ¢6ziim bulunur ya da hi¢ ¢6ziim
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bulunamaz. En biiyiik sinira sahip hiperdiizlem konseptini genellestirmek ve dogrusal
olarak ayrilamayan verilen i¢in de siniflandirma yapabilmek ig¢in, Esitlik (4.19)’daki
esitsizlik kisit1 pozitif gevsek degiskenler tanitilarak rahatlatilir [38]. Bu gevsek

degiskenler sayesinde bazi egitim Orneklerinin sinir kisitlarini ihlal etmesine ve bu

orneklerin yanlis siniflandirilmasina izin verilir. Boylelikle, bazi egitim verilerinin . ve

$_ destek sinirilarini veya $ siniflandirma smirini gegmesi hos goriiliir. Yumusak sinir

siniflandiricilarimin (soft margin classifiers) basit bir ornegi Sekil 4.5’te gosterildigi

gibidir.

(%)
IR

Sekil 4.5. Yumusak sinir siiflandiricisi

& (i=12,...,n) pozitif gevsek degiskenler olmak tizere, Esitlik (4.17) ve Esitlik (4.18)’de

verilen kisitlar agagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

(W-X)+b=+1-&, vy, =+1icin (4.34)
(W-X)+b<-1+&, vy =-1ligin (4.35)
£2>0, Vi

Sert sinif siniflandiricilarinda oldugu gibi burada da bu iki ayiric1 kisitlar tek bir esitsizlik
olarak asagidaki gibi yazilabilir:
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Y, [(W-%)+b]-1+& >0, i=12,.,n (4.36)
E>0, Vi

Veri setinde bulunan herhangi bir egitim 6rnegi igin & gevsek degiskeni 4 farkli deger

alabilir.

(i) & <0: X dogru smiflandirilir ve sinirin diginda yer alir.
(ii) & =0: X, dogru smiflandirilir ve sinirmiizerinde yer alir.

(iii) 0< & <1: X dogru siniflandirtlir ve simiflandirma siniri ile kendi sinifina ait sinir

arasinda yer alir.

(iv) & >1: X yanlis simiflandirilir ve siniflandirma sinirinin yanlis tarafindadir.

& degiskenleri bu kisitlarin  bozulmasina izin verir. Ancak, bu bozulmalar igin
optimizasyon problemindeki amag fonksiyonu cezalandirilmalidir. Aksi takdirde bu kisitlar
gecerliligini  yitirecektir Ciinkii aragtirmaci, & degiskenlerini ¢ok biiylik segerek
simiflandirmaya gidebilir. Bu durum analiz sonuglarinin giivenilir olmamasina yol agar. Bu
k
nedenle, optimizasyon problemindeki amag fonksiyonuna C (Zn: éj formundaki bir ceza
i=1
fonksiyonu eklenir. Burada C katsayisi, ceza ve smir arasinda denge gorevi goéren
diizenleme katsayisi olarak geger ve kullanici tarafindan belirlenir. Bu parametre igin
olmasi gerekenden ¢ok kiigiik veya ¢ok biiyiik degerler secilmesi durumunda optimal
hiperdiizlem dogru belirlenemeyeceginden simiflandirma dogrulugunda ciddi diisiis
beklenir. k pozitif tamsayilar1 i¢in, amag¢ fonksiyonu hala konveks bir fonksiyondur.
k=12 icin bir karesel optimizasyon problemi elde edilir. Burada, avantajli olmasi

nedeniyle k =1 olarak segilir. L"-norm problemi de denilen bu problemde ne & gevsek

degiskenleri ne de herhangi bir Lagrange ¢arpani, Wolfe dual probleminde goriiliir [40].

Ayirict hiperdiizlemin yanhs tarafinda yer alan veri noktalar1 i¢in & >1 olacaktir.

Boylelikle, Z; toplam1 bozulmalarmin ne kadar “koéti” oldugunu gosteren ve

bozulmalarin sayisinin bir iist sinir1 olan bir 6lgek olarak yorumlanabilir.

Tiim bu bilgiler 1s181inda dogrusal esitsizlik kisitlar ile karesel amag¢ fonksiyonuna sahip

yeni primal problem asagidaki sekilde yazilabilir.
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. 1,2 4
min PLa
y;i [(W-X)+b]-1+& >0, i=12..,n

-0 vi (4.37)

kisitlar

Bu primal probleme ait primal Lagrange fonksiyonu ise,
L, (W,b, &, a, 1) = —||w|| +cZ§ Za{y, [(W-%)+b]-1+&} - Zﬂ, & (4.38)

seklindedir. Esitlik (4.38)’de, «;’ler ve y; ’ler Lagrange carpanlaridir (¢; 20 ve g >0).

Primal degiskenlere (W, b ve &) gore bu Lagrange fonksiyonunun tiirevleri sifirdir.

0

. — L (W,b, &, a, 1) = O:Zay, (4.39)
L, £ ) 0= W= Yy (4.40)
%L(Wbéa,u) 0=>C-0o -1 =0 (4.41)

Elde edilen bu esitlikler, Esitlik (4.38)’te verilen primal Lagrange fonksiyonunda yerine

yazilirsa,

—|| || +CZ§ Za{Y. (W-X)+b] 1+§} Zﬂ..
Za ayy % +Z§(C o u.)+2a Zay.b Za a; Y,y X

| j=1 i,j=1
O

—Za ——Za .yiyj)?iT)ﬂ(j

| j=1

elde edilir. Elde edilen bu esitlige dual Lagrange fonksiyonu denir ve asagidaki gibi

yazilabilir:

L, (W,b, &, a, 1) = Za ——Za a;y Y% %, (4.42)

| j=1

O halde, Esitlik (4.37)’de verilen primal optimizasyon probleminin duali asagidaki sekilde

yazilir:
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maks LD(W,b,f,a,,u)=Zai—%Zaiajyiyjf(f)?j
¢ i=1

i,j=1
0<g <C, i=1..n

Zn:ai y;=0
i1

Kisitlar (4.43)

Yumusak sinir siniflandiricilar i¢in ¢oziilmesi gereken bu karesel programlama, sert sinir
siniflandiricilart i¢in kullanilan amag fonksiyonuna benzerdir. Ancak burada, 0< ¢, <C
gibi bir ekstra kisit daha vardir. Bu kisita ¢ogu zaman “kutu kisiti (box constraint)” adi

verilir. Bunun nedeni, C degerinin, ¢; ¢arpanlarini sinirlt bir bolge iginde tutmasidir. Bu

st siir o; 20 ve 1 20 iken C—¢a, — 1, =0 esitliginden gelir.

Sert siif siniflandiricilarinda oldugu gibi burada da bu optimizasyon probleminin KKT
kosullarin1 saglamas1 gerekmektedir. Ilk ii¢ kosul, primal problemin primal degiskenlere
gore tiirevlerinin sifir olmasidir. Sonraki dort kosulu kistilar ve garpan kosullar1 olusturur.

Son iki kosul ise tiimsel gevseklik kosullaridir.

L (b, &) =02 Y any, =0 (4.44)
Ao Lo £ ) 0= W=y (4.45)
%Lp(w,b,g,a,y)=o:>c:—ai—ui=o (4.46)
y; [(W-X)+b]-1+& >0 (4.47)

£>0 (4.48)

o> 0 (4.49)

1420 (4.50)

a {Y;[(W-%)+b]-1+&} =0 (4.51)
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Yukaridaki kisitlardan bazi ¢ikarsamalar yapilabilir. Eger & >0 ise g =0’dir, boylelikle
a, =C ’dir. Bu durumda & =1-vy, [(W-)?i)+b] "dir. Ayrica, & =0 ise g >0’dir ve bu
durumda, ¢; <C *dir. Ek olarak, & =0 oldugu zaman, y; [(W-X)+b]=1"dir, bdylelikle,
o, >0 *dir. Aksi takdirde, y,[(W-X)+b]-1>0 ise o =0 dir.  Ozetle, destek
hiperdiizlemleri iizerinde olmayan ancak dogru bdélgede bulunan veri noktalar1 igin
& =a, =0’dir. Destek hiperdiizlemi iizerinde ve dogru bolgede bulunan noktalar igin ise
& =0 ve o >0’dir. Son olarak, ayirict hiperdiizlemin yanlis bolgesinde bulunan veri
noktalari i¢in ¢; en biiyiik C degerini alir ve &, ¥, [(W-X)+b]—-1+& =0 esitlii ile kisit
bozulumlarini dengeler.

Yumusak sinir siniflandiricilarina ait karar fonksiyonu asagidaki gibidir:
n T n
f(X)=(W-X)+b=W'X+b :(Zaiyi)"(i) X+b= Zaiyi)?:)?+b (4.53)
i=1 i=1

Esitlik (4.53)teki b degeri, sert sinif siiflandiricilarinda oldugu gibi KKT kosullarinin

yardimiyla destek vektorleri kullanilarak hesaplanir.

4.1.5. Dogrusal Olmayan Siniflandiricilar

Destek vektor smiflandiricilart veriyi ayirmak i¢in dogrusal karar fonksiyonlarini
kullanirlar. Ancak, kimi zaman bu karar fonksiyonlar: egitim veri kiimesinin dogrusal bir
fonksiyonu olarak yazilamayabilir. Bu durumda hem yumusak sinir smiflandiricilarinin
hem de sert sinir siniflandiricilarinin dogrusal olmayan karar fonksiyonlaria sahip veriler
icin genellestirilmesi gerekmektedir. Bu nedenle Boser, Guyon ve Vapnik [44] sunduklari
calismalarinda, Aizerman ve arkadaslari [45] tarafindan yayinlanan bir makaledeki eski bir

hilenin bu genellestirmeyi kolay ve acik bir sekilde yapabilecegini gostermislerdir.

Buradaki ana fikir, girdi verilerini yiiksek boyutlu bir uzaya haritalamak ve bu uzayda
dogrusal bir siniflandirici kullanarak veriyi ayirmaktir. Bu islem girdi uzayinda dogrusal

olmayan bir siniflandirici (nonlinear classifiers) sonucunu dogurur.

Egitim verilerinin gdsterimi, veriyi, sonlu boyutlu bir Hilbert uzayna ( H) haritalayarak
degistirilebilir. Genellikle, bu H uzayi, egitim verisinin tanimlandigi orijinal girdi uzay1

olan R’ uzaymndan daha yiiksek boyutludur (Burada, R® ‘diisiik boyutlu’ uzay, H
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‘yiiksek boyutlu’ uzay olarak adlandirilir). Egitimden dnce her veri drnegine ¢:R® — H

haritalamas1 uygulanir ve optimal ayirici hiperdiizlem H uzayinda olusturulur. Burada H
uzayina, Ozellik uzayr ve ¢(X) ’in i’ninci bilesenine ise ¢ haritalamasi altinda i’ninci
Ozellik denir. Veriye en uygun gosterimin secilmesi ise ozellik se¢imi (feature selection)

olarak bilinir.

Hem sert sinif hem de yumusak sinir smiflandiricilarinda, optimizasyon problemlerinin
¢Oziimii, egitim Orneklerinin dogrusal bileseni olarak yazilabilen bir we H vektoridiir.
Ogrenme gorevinin dual formiilasyonlarinda da goriilecegi iizere, algoritma, veri
noktalarinin nokta ¢arpimlarina ()"(i -X; ) =X X; baghdir. Dogrusal karar fonksiyonlari ile
ayrilamayan Vveriler igin ise, veri yiiksek boyutlu bir uzaya haritalandiginda, 6grenme
algoritmast H uzayinda tanimlanan nokta carpimlarina baghdir, yani #(X)-¢(X;)
formundaki ikili ¢arpimlar iizerinde yapilacak islemler sonucu ¢oziim elde edilir. K gibi
bir  “cekirdek  fonksiyonu” K()?i,)?.):(¢()?i)-¢(>?j ))=¢(>*<i ) #(%,)  seklinde

tanimlandiginda, 6grenme algoritmasinda sadece K fonksiyonu kullanilir ve boylelikle ¢

haritalama fonksiyonunun ne oldugunun agik¢a bilinmesine gerek yoktur.

A
} & 0
o (6}
) TN H
o * e i e .
1) ® H .'_.' e //// N (@]
o ®iqg & »® ®
: : . @
"0 o ]® : ®ie . *| % \
@ % e s o ’ .
'@ o N ® 5 o}
) . '@ : e ©° g
([ ] ."-..': ® \\ @ /7
~'.,. \\ ./// .
GIRDI UZAYI OZELLIK UZAYI

Sekil 1.6. ¢ doniisiim operatorii ile haritalama

Tim bu bilgiler 1s18inda ¢ekirdek tabanli siniflandiricilara ait optimizasyon problemleri

yazilabilir. Burada yapilan islem, yliksek boyutlu uzaya ¢ekirdek tabanli haritalama ile
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optimal ayirict hiperdiizlem fikrinin kombine edilmesidir. Sekil (4.6)’da da goriilecegi
tizere ¢ekirdek tabanli bir DVM algoritmasi, orijinal girdi uzayinda degerlendirilen yiiksek
boyutlu en biiyiik sinirli bir hiperdiizlemdir. Bu boliimde, diisiik boyutlu girdi uzaymda
elde edilen sonuglar yiiksek boyutlu uzayda yeniden Ozetlenmistir. Tek fark ise
formiilasyonlarda, 6zellik uzayinda tanimli ve bir ¢ekirdek fonksiyonuyla iiretilen ikili i¢

carpimlarin kullanilmasidir.

Sert Simir Simiflandiricilari. Higbir 6grenme hatasina izin vermeyen bir DVM algoritmasi

inga etmek i¢in, asagidaki optimizasyon probleminin ¢oziilmesi gerekmektedir.

maks L, (W,b,a) = Za— Za Y yb(%) 4(%;)

| j=1

—Z“ ——Za a;Yiy; (l’ J)

Ij—l
4.54
a, 20, i=1..,n (4.54)

Zai Y =
i1

kisitlar

Yumusak Smmir Smiflandiricilart. Yiiksek uzayda dogrusal olarak ayrilamayan veri
kiimeleri igin belirli bir hatayr géze alan bir DVM algoritmasi insa etmek i¢in asagidaki
optimizasyon problemi ¢ézlilmesi gerekir.

maks Ly (W,b, & a, 1) = Za— Za Y y6(%) #(%,)

| j=1

—Za “Z“ a;y;y;K (X"XJ)
2 (4.55)
0<¢g <C, i=1..,n

iai Y, =0
i1

kisitlar

Cekirdek tabanli siniflandiricilarina ait karar fonksiyonu asagidaki gibidir.
f(X)= Zai Yi#(%) ¢(X)+b = Zai y;iK (X, X)+b (4.56)
i=1 i=1

Cekirdek fonksiyonlarmin getirdigi bir takim zorluklar da vardir. Uygun ¢ekirdek tiiriintin

ve ¢ekirdek parametresinin secilmesi analizin giivenirliligi agisindan oldukc¢a onemlidir.
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Cogunlukla farkli tiir ¢ekirdekler, degisik parametrelerle, ayr1 bir gecerlilik kiimesi
(validation set) iizerinde denenerek siniflandiricilarin performanslari karsilastirilir ve en iyi

sonucu veren parametreler egitim kiimesi listiinde ¢aligtirilarak hatalarin 6l¢iimi yapilir.

4.2. Destek Vektor Regresyonu

DVM, alternatif bir kayip fonksiyonu yardimiyla baglanim yani baglanim problemleri i¢in
kullanilmaktadir [46, 47]. En bilyik sinir algoritmasini karakterize eden tiim temel
ozellikler burada da korunur. Dogrusal olmayan bir fonksiyon, c¢ekirdek tabanli 6zellik
uzaymda bir dogrusal 6grenme makinesi tarafindan tahmin edilmeye calisilir. Ayni
zamanda, sistemin kapasitesi, uzayin boyutuna bagli olmayan bir parametre tarafindan
kontrol edilir. Siniflandirma probleminde oldugu gibi, baglanim analizinde de 6grenme
algoritmasi konveks bir fonksiyoneli minimize etmeye ¢alisir. Bu islem sonucunda da elde

edilen ¢oziim seyrektir.

Siniflandirma probleminde oldugu gibi, P(X,y) gibi bilinmeyen bir olasilik dagilimindan

tiiretilmis, R® uzaymda tanimli n tane girdi vektorii ve bu girdi vektorlerine karsilik gelen

reel degerler alabilen ciktilar agagidaki gibi gosterilebilir.
S ={(%, ) (%, o) (% Vi )} X €R%,y eR
Bu veri kiimesini tanimlayan fonksiyonlarin bir kiimesi,
F={f|f:R' >R}

oldugunda, en temel problem asagidaki risk fonksiyonelini minimize eden f e F gibi bir

fonksiyon bulmaktir.

Re[f1= [ (y— (), 0)dP(X,y)= [ [e(y-f(X),x)dP(y| N)dP(X)  (4.57)

XxY
Burada, ¢ bir kayip fonksiyonudur ve y ile f(X) arasindaki farkin ne kadar
cezalandirilmas1 gerektigini gosterir. P(X,y) bilinmediginden R,[f] beklenen riski

hesaplanamaz, bunun yerine asagidaki deneysel risk hesaplanir:

Rieney[ 1= Zf( yi— F (%)% Vi) (4.58)
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Deney riskin hesaplanmasiyla, risk R, Ry, [f]+R,,[f] olacak bi¢imde simirlandirilir.

eney gen

Burada, R, [f], kullamlan veriyi en iyi sekilde tahmin edebilen fonksiyonlara bagh

genellestirme hatasinin iist siniridir [48].

Siniflandirma problemlerinde oldugu gibi, burada da, elde edilecek tahmin fonksiyonunun
egitim veri kiimesine ne kadar iyi uyum sagladig1 veya yeni gozlemleri ne kadar iyi tahmin
ettigi bir kayip fonksiyonu yardimiyla bulunabilir. Baglanim analizinde kullanilan 4 temel

kayip fonksiyonu vardir ve asagidaki gibi tanimlanir [6]:

(i) Karesel Kayip Fonksiyonu (Quadratic Loss Function): En ¢ok kullanilan kayip

fonksiyonudur. Kimi zaman L, kayip fonksiyonu olarak da adlandirilir.

((F. 4%,y =y - T (X)) = (y - T (%))*

(ii) Mutlak Kayip Fonksiyonu (Absolute Loss Function): L, kayip fonksiyonu olarak

da bilinir ve agagidaki gibi tanimlanir:

((F X yP =y - F (X)) =y - (%)

(ii1) Huber Kayp Fonksiyonu (Huber Loss Function): L, kayip fonksiyonunun aksine

her yerde tiirevlenebilirdir ve

1 - )
(R YD =y — T (), =12 Y~ TN ly— (%) <2¢

ly—f(X)|—¢, Oteki degerler

selindedir.

(iv) Vapnik Kayip Fonksiyonu: Vladamir Naumovich Vapnik tarafindan onerilen bir

kayip fonksiyonudur [36]. ¢ -duyarsiz kayip fonksiyonu olarak da bilinir ve

0, ly-f(¥)|<e¢

((fF X,y =0(y- (X)), = {| y— f(X)|—&, Oteki degerler

seklinde tanimlanir.
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Sekil 4.7°de baglanim analizinde kullanilan kayip fonksiyonlar1 gosterilmektedir.
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Sekil 4.7. Baglanim problemleri i¢in kullanilan bazi kayip fonksiyonlari

Sekil 4.7(a)’da gosterilen karesel kayip fonksiyonu, geleneksel en kiigiik kareler hata
kriterine karsilik gelmektedir. Sekil 4.7(b)’deki mutlak kayip fonksiyonu, karesel kayip
fonksiyonuna gore aykiri degerlere daha az duyarhdir. Sekil4.7(c)’de gosterilen Huber
kayip fonksiyonu, Peter Huber (1964) [49] tarafindan verinin tiiretildigi dagilim
bilinmediginde, kayip fonksiyonunun Saglam (robust) ve optimal 6zelliklere sahip olmasi
icin Onerilmistir. Ancak bu {li¢ kayip fonksiyonunun hi¢ biri destek vektorleri acisindan
seyreklige neden olmamaktadir. Bu problemin iistesinden gelmek icin, Vapnik, Huber
kayip fonksiyonuna bir yaklagim olarak, elde edilen destek vektorlerinin seyrek bir
kiimesinin olugmasina izin veren & -duyarsiz kayip fonksiyonunu onermistir [50]. ¢ -
duyarsiz kayip fonksiyonu kullanildigindan baglanim ¢6ziimlemesi i¢in insa edilen DVM
algoritmasina, &— Destek Vektor Regresyonu veya kisaca Destek Vektor Regresyonu
(Support Vector Regression) adi verilir [36].
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DVR’de4 amag, tiim egitim orneklerinin ¢iktilart olan Y, ’leri en ¢ok & kadar bir sapmayla

tahmin edecek ve ayni zamanda miimkiin olabilecek en diiz yani karmasikligi en az bir

f (X) fonksiyonunu bulmaktir. Diger bir ifadeyle, ¢ gibi bir degerden kiiciik oldugu

siirece hatalarla ilgilenilmez ancak bu degerden yiliksek sapmalar da kabul edilemez.
Ornegin, herhangi bir para birimi i¢in art arda giinlerde 6l¢iilen doviz kuru degetleri ve bu
degerleri tanimlayan bir ka¢ ekonometrik gostergelere sahip olunsun. Déviz kuru ile
ilgilenildiginde, yukarida anlatilan kavram, ¢ gibi bir miktardan fazla para kaybetmek

istemeyenler i¢cin Onemlidir.

Siniflandirma probleminde oldugu gibi R? uzayinda tanimli bir dogrusal fonksiyon
tammlansin. We R® agirlik vektorii ve be R esik/egilim degeri olmak iizere, toplamda

d +1 tane serbest degiskene sahip bu dogrusal fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:
f(X)=(wW-X)+b (4.59)

Diiz bir fonksiyon elde etmek i¢inW degeri kiigiik olmalidir. Bunu saglamanin bir yolu

||\7v||2 =(W,w)=(W-w) ’i minimize etmektir. O halde, bu problem, bir konveks

optimizasyon problemi olarak yazilabilir:

min =
W,b 2
y,~(W-%)-b <z (4:60)
kisitlar N , i=1..,n
Xi)+b_ y| <

Burada agik¢a belirtilmemis olan bir varsayim, tim (X,Y;) ciftlerini ¢ gibi bir
hassasiyetle tahmin eden f gibi bir fonksiyonun mevcut olmasidir. Yani, bu konveks
optimizasyon problemi uygulanabilirdir. DVR, dogrusal bir fonksiyon ve onu & gibi bir
uzaklikla ¢evreleyen bir tiip olarak diisiiniildiigiinde, veri noktalar1 her zaman bu tiip i¢ine
diismeyebilir. Bu ¢ tiipiine, tolerans smirt da denebilir. Bu durumda bazi hatalarin
gerceklesmesine goz yumulur. Bu nedenle, yumusak simir siniflandiricilarina benzer

olarak, & ve & gibi negatif olmayan gevsek degiskenler tamimlanir ve bu optimizasyon

probleminin uygun bir ¢ézliime sahip olmasi saglanir. Boylelikle asagidaki optimizasyon

problemi ¢oziilmeye calisilir:
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min Sl ey (s +4)

w,b,&
y,—(W-X)-b<e+&, i=1..,n (4.61)
Kisitlar (W-X)+b—y <e+&, i=1..,n
E,E5 >0, Vi

C >0 parametresi, f tahmin fonksiyonunun diizliigi ve & ’dan ne kadar biiyiik

sapmalarin kabul edilecegi bilgisi arasinda takas gorevi goren bir parametredir. Bu
parametre kullanici tarafindan belirlenir. Bu bilgiler 1s18inda ¢ -duyarsiz kayip fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanabilir.

|§|g={ 0 << (4.62)

|§|—8, Oteki degerler

Sekil 4.8’de dogrusal bir DVR grafiksel olarak goriilebilir.

Sekil 4.8. Dogrusal DVR i¢in yumusak sinir kayip diizeni

Burada sadece tarali bolge disindaki noktalar kayip fonksiyonunda maliyet yaratir ve tim
bu sapmalar dogrusal bir sekilde cezalandirilir. Siniflandirma problemlerinde oldugu gibi,
¢ogu durumda, optimizasyon problemi dual olarak yazildiginda kolay bir sekilde
¢oziilebilir. Dual formiilasyonun kullanilmasinin diger bir sebebi ise, bu dogrusal bir DVM
algoritmasimi dogrusal olmayan fonksiyonlarla da kullanilmasini saglamaktir. O halde,

Esitlik (4.61)’de verilen primal optimizasyon probleminin Lagrange fonksiyonu,
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Lob, &) =2 +CY(6+8)- X (nd +1 &)

—Zn:ai(g+§i—yi+(w->?i)+b) (4.63)

i=1

>0 (24 £ +y,— (%) -b)

i=1
seklindedir. Burada 7,, 7, , @, ve «; ’ler Lagrange garpanlaridir. Bu dual degiskenlerin
pozitiflik kisitin1 saglamasi gerekmektedir, yani 7, >0, . >0, «, >0 ve ; >0.
Optimalite igin primal degiskenlere (W, b, & ve &) gore bu Lagrange fonksiyonunun

kismi tiirevleri yok edilmelidir.

0

N — L, (Wb, & a,n) = O:Z(a ~a;)=0 (4.64)
a%v L, (W,b, & 1) = 0 = W= g(ai —af)% (4.65)
O (Wb & a,n)=0=C—a —p =0 (4.66)
¢,

%LP(W,b,f,a,n):O:C—a:—n:=0 (4.67)

Esitlik (4.64)-(4.67), primal Lagrange fonksiyonunda yerine yazilirsa, dual optimizasyon
problemi asagidaki gibi elde edilir:

maks L, (W,b, &, a,77) = =

_gz(a +ay )+ Zy. (@i —a) (4.68)
o)

Kisitlar =
0<a,a <C, Vi

Dual optimizasyon probleminin elde edilmesiyle, dual degiskenler 7, ve 7, , Esitlik (4.66)
ve Esitlik (4.67) yardimiyla 1’ =C —a seklinde yok edilmis oldu. Boylelikle Esitlik
(4.65) yardimiyla DVR’ye ait karar fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:
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f(>*<)=(\rv.>z)+b=\,*va<+|0=(§”;(0(i —ai*)*i) X+b:Zn:(ai —a )X X+b

Destek vektor genislemesi denilen bu durumda, w vektorii, X, egitim noktalarinin
dogrusal bir birlesimi seklinde yazilabilir. Dual problemin yardimiyla, fonksiyonun
karmasikliginin destek vektorleri ile gosteriminin, girdi uzayr X ’in boyutundan bagimsiz

ve sadece destek vektorlerin sayisina bagli oldugu goriilebilir.

Karar fonksiyonundaki b katsayi ise, KKT kosullar1 sayesinde bulunur. C6ziim noktasinda

dual degiskenler ile kisitlarin ¢arpimi yok edilmelidir.

o (e+& -y, +(W-%)+b)=0 (4.69)
a (e+& +y,—(W-%)—b)=0 (4.70)
(C-a)& =0 (4.71)
(C-a)E =0 (4.72)

Esitlikler (4.69) — (4.72)’den su ¢ikarimlar yapilabilir. (i) Sadece o’ =C olan (X, ;)
noktalar1 f baglanim fonksiyonunu gevreleyen ¢ -duyarsiz tiipiiniin disinda yer alir. (ii)
a,a; =0°dir yani @; Ve ¢, dual degiskenlerinin her ikisi de ayni anda sifirdan farkli deger
alamaz. ¢; sifirdan farkli ise, ¢; sifirdir ve tam tersi. (iii) 0<a; <C iken & =0 dir ve
benzer sekilde, 0<a; <C iken & =0 dur.

Son olarak eklenmesi gerekenler ise destek vektor agilimmin seyrekligine iligkindir.
|yi —f ()ﬂ(i )|Zg olan tiim noktalar i¢in Lagrange carpanlar1 sifirdan farklidir, diger bir
ifadeyle ¢ -tiipii icinde (Sekil 4.8’deki tarali bolge) bulunan tiim egitim verileri igin «; ve
a; yok olur, yani ‘yi - f(X )‘ <eg ise a; ve q; sifir olmalidir ki KKT kosullart saglansin.
O halde, W’nin X, ’ler tirtinden seyrek agilimi elde edilebilir, yani W’i tanimlamak i¢in

tim X, ’lerin kullanilmasina gerek yoktur. Yok edilemeyen katsayilara sahip egitim

ornekleri, baglanim ¢oziimlemesi i¢in, destek vektorleri olusturur [51].
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5. UYGULAMA

Bu ¢alismada iki sinifli siiflandirma ve baglanim analizi i¢in iki ayr1 uygulama orijinal
veri kiimeleri iizerinden gosterilecektir. Calisma igin LibSVM [52] ve Python 2.7.

programlar1 kullanilmistir.

5.1. Wisconsin Gogiis Kanseri Veri Seti

Gogls kanseri olarak bilinen habis tiimor, gogiis hiicrelerin anormal bicimde ve kontrolsiiz
olarak biiyiiyiip ¢ogalmasiyla olusur. Bu kanser tiirliniin olugsmasinda yas, cinsiyet, irk, aile
geemisi, genetik ve kigisel davranislar (sigara igme, alkol tliketimi vb.) gibi bir¢ok faktor
etkilidir. Ancak, bu risk faktorleri hastanin kanser olup olmadig ile ilgili kesin bilgiler
saglamaz. Bu nedenle, hasta bireylere ait dokulardan alinan 6rnekler kullanilarak belirli bir

dogruluk oraniyla gerekli analizlerin yapilmasi gerekmektedir.

Bu caligmada kullanilan Wisconsin Gogiis Kanseri Veri Seti orijinal olup, Dr. William H.
Wolberg tarafindan Wisconsin Universitesi Hastanelerinde yatan 699 hastadan ince igne
aspiratlari ile toplanmistir [53]. Veri setindeki her 6rnek, Cizelge 5.1°de verilen 9 nitelik ile
aciklanmaktadir. Bu niteliklere 1 ile 10 arasinda degerler atanmistir. 10’a yakin degerlere
sahip hastanin habis tiimore sahip olma olasilig1 daha fazladir. Veri setinde ayrica 16 kayip
gozlem vardir. Birgok aragtirma makalesi, bu kayip gozlemleri smiflandirma
algoritmasinin degerlendirilmesi asamasinda veri kiimesinden ¢ikarmistir. Bu ¢alismada da
bu kayip gozlemlere sahip hastalar veri kiimesinden silinmistir. 16 6rnek eksik o6zellik
igerdiginden caligsmalar 683 6rnek ilizerinde yiiriitiilmiistiir. 444 tane 6rnek 1yi huylu kanser

sinifina, 239 6rnek ise kotii huylu kanser sinifina aittir.

Cizelge 5.1. Wisconsin gogiis kanseri veri seti

# Nitelik Aralik Ortalama Standart Sapma
1 Kiitle Kalinlig1 1-10 4.4422 2.82076
2 | Hiicre biiyiikliglinlin iniformlugu 1-10 3.1508 3.06514
3 Hiicre seklinin tiniformlugu 1-10 3.2152 2.98858
4 Marjinal adezyon 1-10 2.8302 2.86456
5 Tek epitelyal hiicre biiyiikliigii 1-10 3.2343 2.22309
6 Yalin ¢ekirdek 1-10 3.5447 3.64386
7 Hafif kromatin 1-10 3.4451 2.44970
8 Normal niikleoli 1-10 2.8697 3.05267
9 Mitozlar 1-10 1.6032 1.73267
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DVM ile siniflandirma yapmadan énce ilk yapilmas: gereken ve “Veri On Isleme (Data
Pre-processing)” adi verilen yontemlerden biri olan dl¢eklendirme (scaling) islemi
yapilmalidir. Bu islemin yapilmasi hem hesaplamaya dayali zamanm azaltmak hem de
yiiksek araliga sahip niteliklerin, diisiik araliga sahip niteliklere baskin gelerek analiz

sonuclarini etkilemesini engellemektir. Bu nedenle veri kiimesindeki her nitelik analizden

once dogrusal olarak [—l, 1] araligina olgeklendirilmistir.

Ikinci dikkatli olunmasi gereken nokta ise kullanilacak cekirdek fonksiyonu segimidir.
Literatiirde en ¢ok kullanilan ¢ekirdek fonksiyonu radyal tabanli ¢ekirdek fonksiyonudur
(radial basis kernel function) ve ¢ogunlukla analize bu ¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak
baglanir. Bunun nedeni, hiperparametrelerin  sayisinin - modelin  karmagikligin
etkilemesidir. Ornegin, polinomiyal c¢ekirdek fonksiyonu, radyal tabanli g¢ekirdek
fonksiyonundan daha fazla parametreye sahiptir, bu nedenle kullanilmasi tercih edilmez.
Radyal tabanli smiflandirma islemi, tim diger ¢ekirdek fonksiyonlari gibi, dogrusal

olmayan veriyi daha yiiksek boyutlu bir uzaya tagiyarak islemi gergeklestirir. Bu islem igin

exp(—y\xi ~%, \2) fonksiyonu kullamilir.

Cekirdek fonksiyonu segiminden sonra yapilmasi gereken diger islem hiperparametrelerin
degerlerinin elde edilmesidir. Bu nedenle bu parametreler i¢in bir model se¢imi islemi

yapilmasi gerekmektedir. Radyal tabanli ¢ekirdek fonksiyonundan gelen y parametresi ve

optimizasyon probleminden gelen ve diizenleme terimi olan C parametresi burada
bulunmasi gereken parametrelerdir. Bu problem icin, parametre arastirma uzayr iki

boyutludur. Burada yapilmasi gereken islem (C,y) parametrelerini bulmak ve bilinmeyen

bir test verisi lzerindeki performansini Olgmektir. Yani, egitim kiimesinde yliksek

dogruluk orani elde etmek kendi basina yeterli degildir.

Bu nedenle veri kiimesi egitim kiimesi ve test kiimesi olarak ikiye par¢alanmalidir. Egitim
kiimesi iizerinde hesaplanan parametrelerin test kiimesi iizerindeki dogruluk oranlarina
bakilmalidir. Bu veri seti i¢in, verinin %75’1 (yaklasik 512 hastaya ait veriler) egitim
kiimesi olarak, geri kalan %25°1 (171 hasta) ise test kiimesi olarak kullanilmistir. Bu
parcalama orani genellikle veri setinin biiylikliigline bagh olarak sezgisel olarak yapilir.
Tiim siniflandirma algoritmalari i¢in en uygun pargalama oraninin ne olacagi sorusu halen

arastirma konusudur.
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Egitim kiimesinden parametre se¢imi ise, asirt uyumu engellemek i¢in 10-kath capraz
gecerlilik (10-fold cross validation) kullanilarak yapilmistir. 10-katli ¢apraz gegerlilik
testinde egitim verileri 10 gruba ayrilir ilk asamada birinci grup test, diger gruplar egitim
icin kullanilir. Bu siire¢ her defasinda bir grubun test diger gruplarin egitim amacl
kullanilmast ile stirdiiriiliir. Sonugta elde edilen on hata oraninin ortalamasi, kurulan

modelin tahmini hata orani olacaktir.

10-kath ¢apraz gegerlilik ile parametre se¢imi iki adimli ag-arama algoritmasi (two-step
grid-search algorithm) kullanilarak yapilmistir [54]. Parametre se¢imi igin literatiirde
kullanilan ve iterasyona dayali bircok yontem vardir ancak bu yontemler hesaplamaya

dayal1 yarattiklar1 maliyetlerin ¢ok olmasi sebebiyle ag-arama algoritmasi tercih edilmistir.
ilk olarak C ve y parametrelerinin sirasiyla (2°°,27,...,2°) ve (24,2°,...,27") istel

biiyiliyen dizileri isleme alinmistir.

datatrainlibsvn,scale

Best log2{C} = -3.8 logP{gannal} = -3.8 accuracy = 96,4844% 9592 —
C =0.125 ganna = 8,125 a5 —
94,5

94 ——

93,5

93 ——

log2{gannal

log2{C}

Sekil 5.1. C ve y parametreleri i¢in ag-arama algoritmasi

Sekil 5.1’de Pyhton 2.7 ile C ve y parametreleri se¢imi ve gnuplot ile elde edilen ¢apraz

gecerlilik dogruluk konturu verilmistir. islem sonunda %96.4844 ¢apraz gecerlilik oraniyla
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en iyi (C,y) ikilisi (2‘3,2‘3) bulunmustur. En iyi parametrelerin arandig1 alan biraz daha

daraltilarak iglem bir kez daha tekrarlanirsa, C=0.105112051907 ve y =0.125 elde

edilir. En iyi parametreler bulunduktan sonra egitim kiimesi, son modeli elde etmek igin bu
parametreler ile bir daha egitilir. Elde edilen model 171 hastaya ait bilgilerin bulundugu
test kiimesine uygulandiginda, %99,4152 (170/171) dogru simiflandirma orani elde edilir.
Destek vektorlerinin sayisinin 116 ¢ikmasi seyrek ve dogru bir ¢oziim elde edildiginin

gostergesidir.

5.2. Kisa Donemli Elektrik Yiik Tahmini

Elektrik enerjisi sektoriinlin gelisiminde arz, talep, iletim, dagitim ve fiyatlandirma
konularinda planlama ¢ok dnemlidir. Planlama c¢alismalarinin daha saglikli yapilabilmesi
icin kullanilacak yiik talep verileri miimkiin oldugunca dogru tahmin edilmelidir. Elektrik
enerjisi tliketimine yonelik tahminler yiikk tahmini olarak da isimlendirilebilir. Yiik
tahminlerini kisa, orta ve uzun donemli olmak flizere ii¢ degisik boyutta incelemek
mimkiindiir. Kisa donemli tahminler birka¢ dakikadan bir giine kadar gili¢ santralleri
arasinda yiikk paylasimi, en iy1 grup belirleme ve ekonomik isletmenin yapilabilmesi
acisindan biiyiik bir dneme sahiptir. Orta donemli tahminler bir glinden bir yila kadar
donem icin yakit kaynaklarinin dagilimmi ve bakim islemlerinin zamanlamasinin
belirlenmesi i¢in kullanilir. Uzun dénemli analizler (bir yi1ldan daha uzun) iletim aglarinin
ve yeni iiretim kapasitelerinin ekonomik planlamasinda, sistemin modifiye edilmesinde

onemli olmaktadir.

Kisa donemli yiik tahmini, elektrik gii¢ sistemlerinin giinliik operasyonlarinin planlanmasi
icin zorunlu yapilmasi gereken islemlerden biridir [55]. Dogru yapilan tahminler, giin
icinde maliyetli bircok operasyon gerceklestiren enerji sirketleri igin hayati O6nem
tasimaktadir. Yapilan deregiilasyonlar ve piyasadaki mevcut rekabet nedeniyle degisen
enerji sektorlinliin yapisi, kisa donemli yiikk tahminlerinin iyilestirilmesini zorunlu
kilmaktir. Bu nedenle, enerji sirketleri, daha dogru tahminler yapmak i¢in bu konuda olasi

en yiiksek verim ile ¢alismaktadir. [56].

Bu caligma kapsaminda Hollanda’nin giineyinde bulunan Brabant sehrine ait 12 hafta
boyunca kaydedilmis saatlik elektrik yiik verisi kullanilmigtir. Deneysel saatlik veri
kiimesi, 29.09.2008 23:00 ve 21.12.2008 23:00 tarihleri arasinda toplanmustir. Saatlik

arayla kaydedilen elektrik yiik verisine ait bir zaman serini birden fazla mevsimsel bilesen
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icerir. Sekil 5.2°de Brabant sehrinin Ekim ay1 i¢in kaydedilmis saatlik talep grafigi
goriilebilir. Bu veri kiimesinde giin-i¢i 24 saatlik ve hafta-igi 168 saatlik mevsimsel

periyodlar vardr.

2500000
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Sekil 5.2. 29 Eyliil 2008 Persembe ve 29 Ekim 2008 Carsamba tarihleri aras1 Brabant sehri
saatlik elektrik yiik talebi

Yiik tahminlerinin dogruluk oranlarmin iyilestirilmesi problemi arastirmacilar igin uzun
stiredir iizerinde ¢alisilan 6nemli bir konu olmustur. Bu amagla ¢esitli yontemler ile tahmin
modelleri olusturulmustur. Bu ydntemleri, baglanim tabanli modeller, zaman serileri
yaklasimlart ve bilgi-islemsel zeka (computational intelligence) teknikleri olarak
smiflandirmak miimkiindiir [57]. Ik kategoriye basit dogrusal baglanim modelleri, yerel
polinomiyal baglanim modelleri [58], parametrik olmayan baglanim modelleri [59],
saglam baglanim yontemleri [60], ¢oklu baglanim modelleri [61] ve dogrusal olmayan
baglanim modelleri [62] konulabilir. Zaman serileri yaklasimlari yiikk tahminlerine
uygulanan en eski yontemlerdir. Otoregresif hareketli ortalamalar (ARMA), Dissal
aciklayici degisken iceren ARMA (ARMAX), otoregresif biitiinlesik hareketli ortalamalar
(ARIMA) modelleri, 1yi bilinen ve en ¢ok kullanilan temel zaman serileri yontemleridir
[63]. Ek olarak, mevsimsellik bilesenlerini de hesaplamaya katan mevsimsel ARMA
(SARMA) ve mevsimsel ARIMA (SARIMA) tabanli modeller de onerilmistir [64]. James
W. Taylor [65] ise, standart Holt-Winters iistel diizlestirme teknigini (Holt-Winters
exponential smoothing) iki mevsimsel bilesen igin genisleterek c¢ift-mevsimsel iistel
diizlestirme (double seasonal exponential smoothing) yontemini 6nermis ve onerdigi bu

yeni yontemi ¢ift-mevsimsel ARIMA modeli ile karsilastirmistir.
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Bilgi-islemsel zeka yontemleri literatiire goreceli yeni dahil edilmistir. Bu kategoride
bulunan ve elektrik yiik tahmini i¢in en ¢ok kullanilan yontem ise YSA’dir. Yiik tahmini
igin literatiire giren sinir aglarinin bazilari, ileri-beslemeli sinir aglar1 [66, 67], radyal
tabanli fonksiyon aglar1 [68], 6z diizenleyici haritalar (self-organizing maps) [69] ve
yinelenen sinir aglaridir [70]. Bu kategorideki diger yontem ise DVM algoritmasidir.
DVM, yiik tahmini modellemesi i¢in iizerinde halen calisilan yontemlerden biridir [71, 72,
73, 74]. Parametrik varsayimlara dayanmamasi ve dogrusal olmayan veriler {izerinde iyi
bir sekilde calisabilmesi, DVM’i elektrik yiik tahmin modelleri i¢in iizerinde ¢alisilmasi

gereken konulardan biri yapmaktadir.

Bir yiik tahmin modeli insa edebilmek icin, uygun girdi degiskenlerinin secilmesi en
o6nemli ve en temel gorevlerden biridir. Bu siiregte takip edilmesi gereken genel bir kural
yoktur. Miihendis goriisii, deneme yanilma yontemi ile elde edilen deneyim genellikle ise
yarayan sezgisel tekniklerdir. Ayrica birkag istatistiksel ve grafiksel analizler de girdi

seciminde kullanilan bazi yontemlerdir.

Elektrik talebi ile demografik, meteorolojik, ekonomik faktorler ve takvim faktorleri
arasinda iliski olup olmadigini arastiran bir¢ok c¢alisma yaymlanmistir [75]. Literatiirde
bulunan ve elektrik talebini etkiledigi disiiniilen bu digsal degiskenler Cizelge 5.2°de

Ozetlenmistir.

Cizelge 5.2. Elektrik talebini etkileyen faktorler

Takvim Verisi Giiniin saati, haftanin giinleri, tatiller, okul
tatilleri, ‘bridge giinleri’, yaz saati
uygulamasi vb.

Meteorolojik Veri Sicaklik, nem, bulut ortiisii, aydinlik, riizgar
hizi, iklim degisikligi, giinesin yiiksekligi,
giines 1sinimi, tutulma esnasinda diinyanin
pozisyonu vb.

Ekonomik Veri Gayri Safi Yurti¢i Hasila (GSYIH), Kisi
bast GSYIH, tiiketici fiyatlar1 endeksi,
ortalama gelir, elektrik fiyati, endiistriyel
genisleme, sirketlerin iiretim planlar1 vb.

Demografik Veri Hane halki sayisi, niifus artigi, yerel bolge
gelisimi vb.

Cizelge 5.2°de goriilecegi tizere, elektrik yiikii bir ¢cok degisken tarafindan etki altindadir.

Ancak burada, yapilacak tahminin siiresi 6nemlidir. Bu ¢alismada kisa donemli elektrik
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yiilk modellemesi yapilacagi igin, sadece geg¢mis verilere dayanan girdi degiskenlerinin

kullanilmast yeterlidir.

Talep edilen elektrik yiikli bir saatten digerine giin i¢inde degisebilir. Sekil 5.3, Brabant
sehrinin 11.12.2008 giinii i¢cinde degisen elektrik yiikiinii gdstermektedir. Sekil 5.3’ten
anlasilacag: iizere giin igerisinde yiik siddetinde anlamli bir farklilik vardir. Ozellikle,
calisma saatleri igerisinde maksimum elektrik tiiketimi yasanmistir. Bu nedenle, kisa
donemli elektrik yiik tahmini modellemesi i¢in zamanin 1’den 24’e degistigi bir saat

gostergesi girdi olarak alinabilir.

23500000

2000000 / \
- \—/

1000000

Electricity Load (K\W)

500000

o
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Sekil 5.3. 11.12.2008 giinii i¢erisindeki saatlik yiik degisimi

Elektrik yiikii bir hafta i¢in de giinden giine degisim de gosterebilir. Sekil 5.4, Branbant
sehrine ait 03.11.2008-09.11.2008 tarihleri arasindaki kirk besinci haftaya ait veriyi
gostermektedir. Hafta sonunda cesitli nedenler yiiziinden elektrik tiiketimin azaldig
agikardir. Ayrica, hafta iginde yiik tiikketimi sabit bir oranda gitmektedir. Bu nedenle hafta
sonlarin1 modelleyebilmek amaciyla giin degiskenine ait 1’den 7’ye degisen bir girdi

kullanmak yararl olacaktir.
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Sekil 5.4. 03.11.2008-09.11.2008 haftasindaki ortalama yiik tiiketimi

Glin ve saat gostergelerinin yaninda ge¢mis verilere dayanan girdi degiskenlerinin
kullanilmasi tahmin modelinin altindaki 6nemli yapilari agiga ¢ikaracaktir. d giind, i saati

gostermek lizere, tahmin modelini etkileyen asagidaki faktorler de modele dahil edilmistir.
{55 L L L Ll Ly L2 LY

Burada, L%, tahmini yapilacak zaman noktasina karsilik gelen yedi giin ve iki saat dnceki
elektrik yiikiini; Lid’f7, tahmini yapilacak zaman noktasina karsilik gelen yedi giin ve bir
saat onceki elektrik yiikiinii; L}, , tahmini yapilacak zaman noktasma karsilik gelen yedi
giin &nceki elektrik yiikiinii; L%, tahmini yapilacak zaman noktasina karsilik gelen bir giin
ve iki saat dnceki elektrik yiikiinii; L,*, tahmini yapilacak zaman noktasma karsilik gelen
bir giin ve bir saat onceki elektrik yiikiinii; L), ,, tahmini yapilacak zaman noktasina
karsilik gelen bir giin onceki elektrik yiikiinii; L,”, tahmini yapilacak zaman noktasina
karsilik gelen iki saat dnceki elektrik yiikiinii ve L, tahmini yapilacak zaman noktasina
karsilik gelen bir saat onceki elektrik yiikiinii gosterir.

Girdi degiskenleri belirlendikten sonra analize baslanabilir. Bu c¢alisma kapsaminda
verilerin %80’1, yani, 06.10.2008 01:00 - 06.12.2008 13:00 tarihleri arasindaki 1475 veri
noktast egitim kiimesi olarak, verilerin geri kalan %20’si yani 06.12.2008 14:00 -
21.12.2008 23:00 tarihleri arasindaki 370 veri noktasi test kiimesi olarak kullanilmistir
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Daha sonra, biiyiik araliga sahip girdilerin kiigiik araliga sahip girdilere baskin olmasini
engellemek amaciyla, hem egitim kiimesi hem de test kiimesi ayni1 6l¢ekleme faktorleri
kullanilarak oOlgeklendirilmistir. Analizin kalitesini arttirmak ve tahmin sonuglarmni
tyilestirmek icin yapilan bu 6lgeklendirmede, her 6zellik bileseni bagimsiz bir sekilde [0,1]

araligina normallestirilmigtir.

DVR modellemesinde oncelik, kullanilacak ¢ekirdek fonksiyonunun segilmesindedir.
Elektrik yiik tahmininde en ¢ok kullanilan haritalama fonksiyonu radyal tabanli ¢ekirdek
fonksiyonudur [76]. Bu nedenle, bu ¢alisma kapsaminda da bu ¢ekirdek fonksiyonun

kullanilmasina karar verilmistir. Radyal tabanli g¢ekirdek fonksiyonundan gelen y

parametresi ile optimizasyon probleminden gelen, diizenleme terimi olan C parametresi
ve gbz ard1 edilmesi istenilen hata anlamina gelen, duyarsiz tiipiin biiyiikliigiinii belirleyen
& burada bulunmasi gereken meta-parametrelerdir [77]. Bu parametrelerin hepsi ayni anda
elde edilmelidir. Siniflandirma probleminde oldugu gibi burada da bu parameterelerin
seciminde genel geger bir yontem bulunmamaktadir. Bu nedenle, Hsu ve ark. [54]
caligmasi takip edilerek, 10-katli ¢apraz gegerlilik kullanilarak, en iyi parametreler iki
adimli ag-arama algoritmasi ile bulunmustur. Oncelikle, tiim bu parametrelere iistel olarak
biiyiiyen rastgele araliklar verilmistir ( C=2°,27,..2" ve £=2°2%..2" ve
y=22,2",..,2%). Daha sonra bulunan parametrelerin daha dar araliklarinda algoritma bir
daha calistirilarak, en kiiclik ortalama hata karesini veren C =512, £=0.0078125 ve
y =0.03125 degerler optimal parametreler olarak kabul edilmistir. Bu parametreler
kullanilarak test kiimesi iizerinde yapilan analiz sonucu, tahmini degerler ile gergek
degerler arasindaki ortalama mutlak yiizde hata 0.870311 olarak bulunmustur. Test
kiimesindeki asil ve tahmini degerler arasindaki iliski miktar1 ise %99.87 olarak elde
edilmistir. Bu degerin yiiksek olmast DVR’nin bu veri kiimesinde iyi sonu¢ verdiginin
gostergesidir. Sekil 5.5’te gercel degerler ile tahmini degerlerinin grafikleri birlikte

goriilebilir.
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Sekil 5.5. DVR’nin performansi

Sekil 5.5 incelendiginde dogrusal olmayan bir veri, yapisina DVR algoritmasinin iyi bir

sekilde uyum sagladigi sOylenebilir. Ancak sekil dikkatli bir sekilde incelendiginde

elektrik yiikiiniin dip degerleri ve zirve noktalarinda modellemenin o kadar basarili

olmadig goriilebilir. Gelecek ¢alisma konularindan biri olarak, bu noktalarin daha iyi nasil

modellenecegi olabilir.
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6. SONUCLAR

DVM, genellikle siniflandirma ve baglanim islemlerinde kullanilan basarili bir makine
ogrenmesi yontemidir. Giiglii bir teorik alt yapiya ve iyi bir genelleme yetenegine sahiptir.
Bu amagla bu tez ¢aligmassinda DVM algoritmasi ayrintili olarak ele alinmis, algoritma
hakkinda bilgi verilmis, analizlerde kullanilan optimizasyon problemleri incelenmis ve her
iki tiir analiz i¢in de orijinal veri setleri tizerinde DVM’nin nasil uygulandigi, nelere dikkat

edilmesi gerektigi vurgulanmistir.

Ik olarak dogrusal olmayan siniflandirma ve baglanim analizlerin de yapilabilmesi icin
kullanilmas1 gereken cekirdek fonksiyonlar: tartisilarak, dogrusal bir methodoloji detayli
bir sekilde incelenmistir. Daha sonra, 6zellik uzayindaki i¢ ¢arpimlarin, girdi uzayinda
cekirdek degerlendirmesi ile yer degistirmesine izin veren cekirdek hilesi tanitilmistir.
Boylelikle, DVM’nin bir DCHUda nasil calistigi gosterilmistir. Sonraki tartigsmalar ise
destek vektor siniflandirma ve baglanim analizlerinin temel isleyiglerini gosteren ve
O0grenmenin hangi durumlar altinda miimkiin oldugunu tanimlayan istatistik 6grenme
teoremi lizerinde yogunlasmistir. Daha sonra bu iki analiz tiirii i¢in karesel optimizasyon
problemleri tanitilip global ¢6zlimiin nasil elde edildigi ve seyreklik 6zelliginin nasil

saglandig1 detayli bir sekilde ele alinmistir.

DVM’nin teorik alt yapisit gectigimiz birka¢ yil boyunca yogun bir sekilde iizerinde
calistimistir ve halen c¢alisilmaktadir. Yeni gorev odakli ¢ekirdek fonksiyonlarinin
tanitilmasi, bu fonksiyonlara ait hiperparametrelerin elde edilmesi i¢in yeni yontemlerin
Onerilmesi, hipotez/tahmin fonksiyonunun daha hizli elde edilmesi ve DVM ¢6ziimiiniin
sonsal olasilikla kalibre edilmesi su zamana kadar bulunmus gelismelerdir. Optimizasyon
teoresindeki gelismeler ise “Ardisik Minimal Optimizasyon (Sequential Minimal
Optimization)” gibi daha hizli egitim yontemlerinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.
Bununla birlikte DVM’nin kullanildig1 uygulama alanlarinda da artis meydana gelmistir.
Hava durumu Ongoriisii yiiz tanima, ses dogrulama, kaotik zaman serilerinin tahmini,

yardimci1 teminatlarin fiyatlarinin kestirimi bu alanlardan bir kagidir.

DVM uygulanmasi basit bir yontem gibi diisiiniilse de, dogru ve giivenilir sonuglar elde
edebilmek i¢in, analiz edilecek verilerin dikkatli bir sekilde 6n isleme alinmasi,

kullanilacak ¢ekirdek fonksiyonun verinin tiirline uygun olarak secilmesi ve bu ¢ekirdek
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fonksiyonunun parametresiyle, ¢oziilmesi gereken karesel optimizasyon problemlerinden

gelen hiperparametrelerin uygun bir sekilde optimize edilmesi gerekmektedir.
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